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Die Grundlage fiir dieses Skript bildeten die handschriftlichen Aufzeichnungen zur
,Hoheren Mathematik B fiir Elektrotechniker (kurz: HM B) von Frau Dr. Corne-
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Verfiigung stellte. Ebenso dankt sie natiirlich Frau Senske fiir ihre Mitarbeit an
dem Manuskript.

Das Skript vom Sommersemester 2015 wurde im Winter /Frithjahr 2017 von Frau
Hesse iiberarbeitet und ergdnzt. Dabei wurde die gemeinsame Autorenschaft auf-
gehoben, und Frau Kaiser und Frau Hesse werden basierend auf dem urspriingli-
chen gemeinsamen Skript fiir weitere HM B-Durchgénge jeweils ihre eigene Ver-
sion des Skripts zur Verfiigung stellen. Die Version von Frau Hesse ist das vorlie-
gende Skript.
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Einleitung

Als Studierende/r der Elektrotechnik, des Computer Engineering, des Wirtschafts-
ingenieurwesens (Elektrotechnik) oder der Physik miissen Sie die Vorlesungen
,Hohere Mathematik A fiir Elektrotechniker (HM A)“,  Hohere Mathematik B
fur Elektrotechniker (HM B)* und ,Héhere Mathematik C fiir Elektrotechniker
(HM C)“ horen, um das notige mathematische Wissen fiir Thren Studiengang zu
erwerben.

Warum sollten Sie die Zeit investieren, um die mathematischen Inhalte
und Techniken dieser Kurse zu lernen und verstehen?

Mathematik ist die Sprache der Naturwissenschaften, denn physikalische und
technische Phédnomene lassen sich nur mit der Sprache der Mathematik sauber
beschreiben und modellieren. So wird der Zerfallsprozess einer radioaktiven Sub-
stanz durch eine Differentialgleichungen beschrieben, und die physikalischen Ge-
setze des Elektromagnetismus werden durch die Maxwellschen Gleichungen, ein
System partieller Differentialgleichungen, beschrieben. Warmeleitung, Wellen und
Schwingungen, sowie Stromungsprozesse konnen nur mit Mathematik formal be-
schrieben werden.

Diese Beispiele machen deutlich, dass die Mathematik eine unverzichtbare ,Spra-
che fiir jede*n Ingenieur*in und Naturwissenschaftler*in ist. Ohne die notigen
Mathematikkenntnisse werden Sie auch in den Fachvorlesungen Thres Studien-
gangs meist wenig verstehen kénnen. Sie sollten daher von Anfang an die nétige
Zeit investieren, um die Inhalte der Vorlesungen HM A, HM B und HM C richtig
zu verstehen und systematisch zu lernen.

Was wird in der HM B besprochen?

In Teil IV ,Lineare Algebra‘ beschiftigen wir uns mit linearen Gleichungssys-
temen und Matrizen, sowie mit Vektorraumen und ihren Eigenschaften.

Lineare Gleichungssysteme mit zwei (bzw. drei) Gleichungen und zwei (bzw. drei)
Unbekannten mit einer eindeutigen Losung haben wir bereits in der HM A (siehe
Kapitel 3| in Skript der HM A) mit der Cramerschen Regel gelost. Nun betrachten
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wir allgemeine Gleichungssysteme mit m Gleichungen und n Unbekannten, und
wir lernen diese mit dem Eliminationsverfahren von Gaufs zu 16sen und erhalten
auch eine erste Losungstheorie fiir lineare Gleichungssysteme.

Sie kennen aus der HM A (siehe Kapitel |2/ und 3| im Skript der HM A) bereits
den Vektorraum R" sowie quadratische Matrizen. Auch die quadratischen Matri-
zen bilden einen Vektorraum, und wir werden sehen, dass beispielsweise auch die
Menge der stetigen auf R definierten Funktionen einen Vektorraum bildet. Fiir
Vektoren aus Vektorrdumen lernen wir neue Konzepte kennen: lineare Unabhén-
gigkeit und lineare Hiille, sowie die Begriffe der Basis und der Dimension eines
Vektorraums. Mit Hilfe der Vektorraumtheorie konnen wir unsere Losungstheo-
rie der linearen Gleichungssysteme vervollstandigen. Dabei lernen wir den neuen
Begriff des Rangs einer Matrix kennen.

Danach interessieren wir uns fiir quadratische Matrizen (also Matrizen mit gleich
vielen Zeilen wie Spalten). Wir lernen die inverse Matrix einer invertierbaren
quadratischen Matrix kennen und fiithren die Determinante einer beliebigen qua-
dratischen Matrix ein. Aus der HM A (siehe Kapitel 3| im Skript der HM A)
kennen wir bereits die Determinante von 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen. Schlieklich
interessieren wir uns noch fiir Eigenwerte und Eigenvektoren von quadratischen
Matrizen. Dieses zunéchst vielleicht ungewohnlich anmutende Konstrukt findet
direkt in Teil V der Vorlesung eine praktische Anwendung.

In Teil V ,Lineare Differentialgleichungen* betrachten wir lineare Differen-
tialgleichungen zweiter und héherer Ordnung und anschliefsend Systeme linearer

Differentialgleichungen. Sie kennen lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
bereits aus der HM A (siche Kapitel [9] im Skript der HM A).

In Teil VI ,Differentialrechnung in mehreren Variablen* lernen wir Funk-
tionen mit mehreren Variablen (z.B. mehrere Ortskoordinaten und die Zeit) ken-
nen und lernen, wie man diese differenziert und mit Hilfe der Ableitungen Ex-
tremwertprobleme 16st. Dabei tauchen die neuen Begriffe der Jacobi-Matrix (der
ersten partiellen Ableitungen) und der Hesse-Matrix (der zweiten partiellen Ab-
leitungen) auf. Hier werden die Ideen der Differentialrechnung in einer Variablen
verallgemeinert. Wir lernen noch nicht, wie man Funktionen mit mehreren Varia-
blen integriert; dieses ist ein zentraler Teil des Stoffes der HM C.

Was fiir mathematisches Wissen wird vorausgesetzt?

Die HM B baut ganz wesentlich auf die Inhalte der HM A auf. Dieses gilt ins-
besondere fiir Teil V ,Lineare Differentialgleichungen® und Teil VI ,Differential-
rechnung in mehreren Variablen“ der Vorlesung. Wenn Sie bei den Inhalten der
HM A Defizite haben sollten, so miissen Sie diese unbedingt beheben! Aus der
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Schule werden ansonsten eine solide Beherrschung der Rechentechniken der Mit-
telstufe vorausgesetzt: Klammersetzung, Vorzeichenregeln, binomische Formeln,
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz, Bruchrechnung, ... .

Wie sollte man fiir die HM B lernen?

¢ Kommen Sie immer zu den Vorlesungen und nehmen Sie aktiv
an diesen teil: Bringen Sie die Beamer-Folien in die Vorlesungen mit,
schreiben Sie die Beispiele und Herleitungen von der Tafel mit, oder machen
sie sich zumindest Notizen, damit Sie die Vorlesungen nacharbeiten konnen.
Wenn Sie das Skript dabei haben, dann konnen Sie dieses natiirlich auch
mit Anmerkungen versehen. Denken Sie mit, und versuchen Sie mdglichst
viel bereits in den Vorlesungen zu verstehen.

e Lassen Sie sich in den Vorlesungen nicht durch Thr Smartphone,
Tablet oder Handy ablenken! Nur wenn Sie sich ganz auf die Vorle-
sungen konzentrieren, haben Sie eine Chance, die mathematischen Inhalte
direkt in den Vorlesungen zu verstehen.

e Gehen Sie immer zu Ihrer Ubungsgruppe und bearbeiten Sie die
Gruppeniibungen (diese werden in der Ubungsgruppe bearbeitet) und
die Hausiibungen (diese sollten Sie nach der Ubung zu Hause bearbei-
ten). Schauen Sie die Ubungszettel vor dem Besuch der Ubungsgruppe an,
und versuchen Sie die Gruppeniibungen bereits vor dem Besuch der Ubungs-
gruppe zu rechnen, so dass Sie dort, wo Sie Probleme haben, konkret nach-
fragen konnen und von der Tutorin bzw. dem Tutor Hilfe bekommen. Wenn
Sie unvorbereitet in die Ubungsgruppe kommen, ziehen Sie nur einen sehr
geringen Nutzen aus Ihrer Ubungsgruppe. Mathematik lernt sich nur
durch Ubung, d.h. indem man die mathematischen Techniken fiir
Beispiele und Ubungsaufgaben anwendet. Daher ist es unerlisslich,
dass Sie die Ubungsaufgaben bearbeiten!

e Wenn Sie die Ubungsaufgaben 16sen, dann sollten Sie parallel da-
zu das zugehorige Material aus den Vorlesungen nacharbeiten.
Dieses passiert ganz ,natiirlich, denn die Ubungsaufgaben sind so kon-
zipiert, dass Sie mit ihnen den Vorlesungsstoff anwenden und iiben. Das
Nacharbeiten kann mit den Beamer-Folien und Ihren handschriftlichen No-
tizen der Beispiele und Herleitungen von der Tafel und/oder mit diesem
Skript erfolgen. Das Skript ist dabei wesentlich ausfiihrlicher als die Beamer-
Folien und der Tafelanschrieb und somit als Thre handschriftlichen Notizen.
Im Skript finden Sie weitere und teilweise andere Beispiele und zusétzliche
Erklarungen. Das Skript kann wie ein Lehrbuch verwendet werden.
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e Was machen Sie, wenn Sie etwas nicht verstehen? Wichtig ist vor

allem, zu wissen, dass dieses bei mathematischen Themen vollig normal ist
und allen Studierenden hin und wieder passiert! Was konnen Sie tun, um
das Problem zu beheben?

— Geben Sie nicht auf, sondern befassen Sie sich weiter mit den ma-
thematischen Inhalten. Manche mathematischen Themen muss man
mehrfach studieren, bis ,der Groschen fallt".

— Fragen Sie Thre Kommilitoninnen und Kommilitonen danach und dis-
kutieren Sie mit ihnen dariiber.

— Fragen Sie die Dozentin in den Vorlesungen und/oder die Tutorin bzw.
den Tutor in den Ubungen.

— Schauen Sie die zu dem Material gehorigen Beispiele an: Mathematik
lernt sich durch das Verstandnis der Beispiele. Wenn Sie das Beispiel
verstehen, dann wird die mathematische Technik klarer. Konnen Sie
nun vielleicht ein @hnliches Beispiel selber durchrechnen? Wenn ja,
dann sind Sie einen Schritt weiter gekommen.

— Lesen Sie ein Thema, mit dem Sie Probleme haben, in einem Lehrbuch
nach, um eine alternative Darstellung zu bekommen.

Nutzen Sie die Gelegenheit und trauen Sie sich, in den Vorlesungen und in
den Ubungen Fragen zu stellen. Es gibt keine dummen Fragen, sondern
dumm ist nur, wenn man nicht fragt und ignorant bleibt. Die Vorlesungen
und die Ubungen sind dazu da, Sie beim Lernen zu unterstiitzen — also
machen Sie von der Gelegenheit, Fragen zu stellen, Gebrauch!

Gruppenarbeit: Gruppenarbeit ist niitzlich und kann sehr produktiv sein.
Ubungsaufgaben sind oft leichter zu 16sen, wenn verschiedene Personen ihre
Ideen beisteuern. Indem Sie sich von anderen etwas erklaren lassen, lernen
Sie etwas dazu. Wenn Sie anderen etwas erkldren, so lernen Sie auch etwas
dazu und gewinnen grokere Klarheit iiber das bereits verstandene Material.
Wichtig ist aber, dass Sie nach der Gruppenarbeit nun auch in der Lage sind,
die gelosten Aufgaben eigenstiandig zu rechnen, denn in der Klausur sind
Sie auf sich alleine gestellt und haben keine Gruppe zur Hand.

Klausurvorbereitung: Wenn Sie wahrend des Semesters die Vorlesungen
gut nachgearbeitet haben und die Ubungsaufgaben erfolgreich gelst haben,
dann sind Sie bereits gut vorbereitet. Wiederholen Sie den Stoff noch ein-
mal, rechnen Sie zu allen Themen passende Ubungsaufgaben und lernen Sie
das notige Wissen. (Es gibt in der Klausur keine Formelsammlung, keinen
Taschenrechner und keine sonstigen Hilfsmittel!)

Zum Schluss noch eine Warnung: Mathematische Themen bauen aufein-
ander auf! Man kann sich als gutes Modell den Bau einer Mauer vorstellen. In
der HM A legen Sie die ersten drei Schichten/Reihen Ziegelsteine der Mauer. Wo
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Sie Wissens- und Verstéandnisliicken haben, fehlen Ziegelsteine. Die Mauer kann
bereits hier lokal einbrechen. Mit der HM B legen Sie die vierte bis sechste Reihe
Ziegelsteine der Mauer und in der HM C die siebte bis neunte Reihe. Wo bereits
Liicken in den ersten drei Reihen der Mauer sind, konnen die vierte bis sechste
Reihe Ziegelsteine nicht stabil aufgelegt werden und brechen sogar ein. Erst wenn
Sie Thre Wissens- und Verstandnisliicken aus der HM A geschlossen haben, konnen
Sie alle Inhalte der HM B richtig verstehen. Analoges gilt fiir die HM C. Es ist
daher ganz wichtig, dass Sie beim Nacharbeiten und Verstehen der Vorlesungs-
inhalte ,am Ball bleiben”, damit Thre Mauer aus mathematischem Wissen keine

Liicken aufweist und Sie in der HM C auf die HM A und HM B aufbauen konnen.

Ich freue mich auf Thre Teilnahme an der HM B!

Kerstin Hesse Paderborn, Marz 2023
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KAPITEL 11

Lineare Gleichungssysteme

In der HM A haben wir in Kapiteln 2] und [3|der HM A bereits Vektoren, quadra-
tische Matrizen und lineare Gleichungssysteme mit gleich vielen Gleichungen wie
Unbekannten kennengelernt. Wir haben die Determinante von 2 x 2-Matrizen und
3 x 3-Matrizen eingefiihrt und haben als Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme mit zwei (bzw. drei) Gleichungen und zwei (bzw. drei) Unbekannten und
mit einer eindeutig bestimmten Losung die Cramersche Regel kennengelernt. In
diesem und den beiden nachfolgenden Kapiteln werden die bereits bekannten Ide-
en verallgemeinert und weiter ausgebaut.

In Teilkapitel fithren wir Vektoren und Matrizen mit reellen bzw. komplexen
Zahlen als Eintrdgen ein. In Teilkapitel schreiben wir beliebige reelle oder
komplexe lineare Gleichungssysteme mit Vektoren und Matrizen, und in Teilkapi-
tel lernen wir das Gauksche Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems kennen. In Teilkapitel lernen wir erste allgemeine theore-
tische Aussagen iiber die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems kennen.

In diesem und den nachfolgenden Kapitel arbeiten wir entweder reell oder kom-
plex. Der Buchstabe K bezeichnet im Folgenden also entweder R oder C.

11.1 Vektoren und Matrizen

Wir fiihren zunéchst unseren ,Vektorraum® K" ein.



11.1. Vektoren und Matrizen
4 (© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

Definition 11.1. (Punkte und Zeilenvektoren in R”, C" und K")

K ist immer die Menge der reellen Zahlen R oder die Menge der komplexen
Zahlen C. Wair definieren

K" .— {(xl,x2,...,xn) DT, X9, ..., L, € K}
und erhalten als Sonderfille

R":{(xl,xQ,...,:cn) : :cl,:cg,...,xneR},
C"::{(zl,ZQ,...,zn) : 21,22,...,Zn€(C}.

(21,2, ...,2,) heifft Punkt oder auch Zeilenvektor in K".
Zwei Punkte (x1,x9,...,2,) und (y1,y2,...,Yys) heiffen gleich, wenn x; =
Y1, To =Y, ..., Ty = Y gilt.

Als Néchstes definieren wir Matrizen mit Eintragen in K.

Definition 11.2. (Matrizen)

Seien m,n € N.

(1) Ein rechteckiges Schema der Form

a1 G2 - Aip

Q21 Q22 - Q2p
A = [Cli,k] = ) . .

Qm,1 Am2 *°° Amn

mit allen a;p, € K heif§it eine m X n-Matriz. Sie hat m Zeilen und n
Spalten. Die a; i, heiffen die Komponenten oder Eintrdage der Matrix.
In a;}, bezieht sich der erste Index (hier i) auf die Zeilennummer und
der zweite Index (hier k) auf die Spaltennummer.

(2) Mit K™ bezeichnen wir die Menge aller m X n-Matrizen mit Eintrigen
in K.

(3) Die m x n-Matriz
00 -0
00 --- 0

heifst die Nullmatrixz in K™,
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(4) Matrizen in K™ (d.h. Matrizen mit nur einer Spalte) heiffen auch
Spaltenvektoren.

(5) Matrizen in K™ (d.h. Matrizen mit nur einer Zeile) heiffen auch Zei-
lenvektoren.

Wie wir es bereits in der HM A (siehe Kapitel 2] im Skript der HM A) kennenge-
lernt haben, kann man Spaltenvektoren mit Punkten in K™ identifizieren:

a1
wird mit dem Punkt (a1, ..., an) identifiziert.
am

Deshalb schreiben wir statt K™*! auch K™.

Definition 11.3. (gleiche Matrizen)
Zwei Matrizen A = |a; ;] € K™" und B = [bi ;] € KP*? sind gleich (also
A =B), wenn gilt:

(i) m=p undn = q und

(ii) aip = by firallei=1,2,....,m und alle k =1,2... n.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Matrizen.

Beispiel 11.4. (Matrizen)

(a) Hier sind drei Matrizen

1 2
3 —4| e R¥? und e C*?,
-5 6
1 -1 _ 1+j 1—]
C X3 (C2X2
b2 See [T
und ein Spaltenvektor und ein Zeilenvektor
K
16 4x1 1x4 1x4
5 e C, [1 -1 1 —I}ER und € C*™°.
L 1 -
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(b) Hier sind einige Nullmatrizen:

00 0000
%w:LJEKM, Os.4= (0 0 0 0| e K¥
0000
Es gilt
00 000
[0 0] # [O 0 O]’ da die Spaltenanzahl verschieden ist.
(c¢) Die Matrizen
1 -1
A=|-1 1 und B = [big] € K2 mit by, = (—1)"
1 -1
sind gleich, denn
(_1)1-1—1 (_1)1—|-2 1 —1
B=|(-1)?>"1 (=122 = |-1 1| =A.
(_1)3+1 (_1)3—|—2 1 —1

Als Néchstes lernen wir die Addition von Matrizen und die Multiplikation einer
Matrix mit einem Skalar (also einer Zahl in K) kennen.

Definition 11.5. (Addition von Matrizen)
Zwei m x n-Matrizen A = [a;;], B = [b; 1] € K™ werden addiert, indem
man die entsprechenden Fintrage addiert:

R mXxn
A+B = [ai,k + bz,k] e K , d.h.
aii1 dai2 -+ Q1p bl,l 51,2 T bl,n
a1 G222 - dp b2,1 52,2 Tt b2,n
A+B=| = T+

| Am,1 Gm2 - Qmn _bm,l bm,2 Tt bm,n_
a1 +big aig+bia oo ar, +bi,
as1+ba1  aga+baa - ag, + by,

| Am 1 + bm,l Am,2 + bm,2 o Amn + bm,n_
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Betrachten wir einige Beispiele fiir die Addition von Matrizen.

Beispiel 11.6. (Addition von Matrizen)
(a) Die Matrizen

1 4 1 —
A= 0 und B = 7 0
2 —1 5 -1 2 -3

sind beide in K2*3. IThre Summe ist

1+7 0+1 4-6 8 1 =2
ALBo [LTT 0F _ |
2—1 —-1+2 5-3 11 2
(b) Die Matrizen
1 2 2 -1 14
A= und B =
3 4 0 3 2

konnen nicht addiert werden, da die Matrizen nicht vom selben Typ sind.
(A ist eine 2 x 2-Matrix, und B ist eine 2 x 3-Matrix.)

Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die Matrizenaddition festgehalten.

Satz 11.7. (Rechenregeln fiir die Matrizenaddition)
Seien A, B, C € K"™*". Dann gelten:
(1) Kommutativgesetz: A+B =B+ A
(2) Assoziativgesetz: A+ (B+C)=(A+B)+C
(3) A+ Opsn = Opmxn + A = A fir die Nullmatriz Oy, x, in K™*"

Man kann die Rechenregeln fiir Matrizen durch direktes Nachrechnen mit Hilfe
der Rechenregeln fiir die reellen bzw. komplexen Zahlen nachweisen.

Beweis von Satz[11.77: Es seien

a1 0 Qin big o+ bin €11 ' Cin

am,l am,n bm,l T bmm Cm,l Cmm

in K"™*" und die Nullmatrix



11.1. Vektoren und Matrizen

(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

(1) Es gilt
(a1 - aip bii - bip
A+B=| : RN

| Am, 1 Qm,n bm,l bm,n
ayq + b1 aip + b1y ]

| Am, 1 + bm,l Qm,n + bm,n_

[ b1+ a1 bin+ a1y

_bm,l + Q1 bm,n + Am.n_

_51,1 e bl,n aip -+ Qin

=| I . | =B+A,
_bm,l e bm,n Am,1 *° Amn

wobei wir in der dritten Zeile das Kommutativgesetz der reellen bzw. der
komplexen Zahlen genutzt haben.

(2) Es gilt
A+ (B+C)
aiir - Qip big - bin €11 " Cip
_ ) ) 4 ) 4 .
| Am. 1 Qmn | bm,l e bmm Cm,1 "' Cmn
aij; - aip bii+cii - biptan
= : : + : :
| Am,1 " Amon ] bm,l + Cm,1 - bm,n + Cm,n
ag+bii+ca 0 aiptbigtan
_am,l + bm71 + Cm,1 * - am,n + bm,n + Cm.n
arg+bi1 - ar, +biy, i1 - Cip
= : : + :
| Am, 1 + bm,l o Amn + bm,n Cm,1 " Cmn
ari1 -+ Qip 51,1 T bLn Ci1  Cip
= : : + : : + : :

Am,1 - Amn bm,l bm,n Cm1 " Cmn
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= (A+B)+C,

wobei wir das Assoziativgesetz fiir die reellen bzw. die komplexen Zahlen

genutzt haben.

(3) Es gilt
a171 o s e a]_,n O o o e
am71 . e am’n O . e
aii + 0 ai1n + 0 a1
A1 + 0o --- am,n + 0 A1

0
ain

= A.

: am,n

Wegen Satz gilt weiter A + O,,5n = Opuxn + A

Damit haben wir alle drei Rechenregeln fiir die Matrizenaddition bewiesen. [

Nun lernen wir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar kennen.

Definition 11.8. (Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar)

Eine Matriz A = [a; ;] € K™ wird mit dem Skalar \ € K multipliziert,
indem man jeden Fintrag von A mit X multipliziert:

AA = [Nagy] € K™ d.h.
a1 aie v iy Aai Aaip Aaiy
Q21 Q22 -+ Q2p A az1 A a9 - A a2 n
AA =) ' ' . =
| Am,1 Am2 am,n_ _)\ A, 1 A Am,2 A Qmn |

Insbesondere gilt
—A = (-1)A =[—a;;] € K"™".

Beispiel 11.9. (Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar)
Seien

a1
B:[J +J

d  A=-2 = .
- 4] un , k=]

N Ot W
O O = N
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Dann sind
(1 2] [ -2 —4]
3 4 —6 =8
AA = (-2 =
(=2) 5 6 —10 —12|°
78] |-14 -16
B—'j 3 1+j] [4% 35 (I+4)4] [-1 3 =1+
PR e 4 | T 25 =2 45 | T 25 1 45 |

Satz 11.10. (Rechenregeln fiir die Multiplikation einer Matrix mit
einem Skalar)

Seien A, B € K™ und \, u € K. Dann gelten
(1) Assoziativgesetz: A\ (pA) = Apu) A =(u ) A=p(AA)
(2) Distributivgesetze:

A+)A= A+puA ud MA+B)=\A+\B

Beweis von Satz[11.10: Es seien

a1 -t Qip bii -+ bip
A= : cl, B=] : L | e KM und A e K
am1 - Am.n bml bmn
(1) Es gilt
payy - ,ual,n_ Apais o0 Apary
AuA) = ' L= s
P = O] A @1 o A Gy
ayir - al,n_
=(Ap) | = A=(NA,
m,1 *° Gmn]

wobei wir das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Multiplika-

tion der reellen bzw. der komplexen Zahlen ausgenutzt haben. Analog zeigt
man g (AA) = (uA) A.
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(2) Es gilt
(A + ) ann A+ p) ary
A+p)A = E :

| (A + 1) am (A + 1) amn

[ Aa1q+ parg Ay + fLar,

_)\ A1 + Q1 A Amn + 1 Qmp

')\al’l )\al,n Hayy Hain

= S B : = AA + A,

_)\ Am,1 A Am,n HQm 1 R Qmn

wobei wir das Distributivgesetz der reellen bzw. der komplexen Zahlen ge-
nutzt haben. Weiter gilt

MA+B) =

wobel wir das
nutzt haben.

a1+ b1y
A :
am,1 + bm71

[ A (a1 +b11)

_)\ (CLm71 + bm71)
[\ aiq + A 51,1

_)\ Qm,1 + A bm71

-)\ a1

_/\ am71

A ain

A,

a1n + bl,n

: am,n + bm,n

)\ (al,n + bl,n) i

A (am,n + bm,n)_
A a1n + A bl,n i

A + Abp |

Abig Abiy,

+ =AA + )\B,

Abm Abmn

Distributivgesetz der reellen bzw. der komplexen Zahlen ge-

Damit haben wir alle Rechenregeln bewiesen. [l

In Kapitel [3| der HM A haben wir bereits die Matrix-Vektor-Multiplikation
kennengelernt, an die wir hier fiir den Fall einer 3 x 3-Matrix noch einmal erinnern:

Fir

ai1

A_:

as1

as1

12 413
292 23

as2 as3

ol
I
8

O

und
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ergibt die Matrix-Vektor-Multiplikation (,Zeile mal Spalte®)

a1 ar2 aizf| 21 111+ a12T2 4+ A137T3

ﬁ
AX = |ax1 a2 az3| |x2| = |ag1 21+ az2@2 + asz w3
as1 as2 assz| |3 31T + a32T2 + a33 T3

Die Matrix-Vektor-Multiplikation ist ein Sonderfall der Matrizenmultiplikation,
welche wir nun einfiihren.

Definition 11.11. (Multiplikation von Matrizen)
Seien A = [a; ;] € K™ und B = [by¢] € K"*P. Dann definieren wir

C=A-B= [C@ﬁ] c K™~

durch

n

Ciy = E @i jbre = a;1010+aioboy+ ...+ @iy by
k=1

Der Eintrag c; ¢ in der i-ten Zeile und der £-ten Spalte von C = A - B st also
das Skalarprodukt der i-ten Zeilenvektors von A,

[az’,l Qjo - az’,n}a

mit dem (-ten Spaltenvektor von B,

b1y
by ¢
[ n.¢
Ausgeschrieben finden wir:
. " -
E ayjbp1 - E ai j; b p
k=1 k=1 Ci1 - Cip
C=A -B= : : = : :
n n
Cm71 .« . e Cm7p
E Am, K bk,l T § Am, K bk,p
| k=1 k=1 i

Achtung: Nur wenn gilt
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Anzahl der Spalten von A = Anzahl der Zeilen von B

kann das Matrizenprodukt A - B gebildet werden!

Bemerkung 11.12. (Berechnung der Matrizenprodukts)

Die Berechnung von C = A-B merkt man sich als Schema ,,Skalarprodukte von
Zeilenvektoren von A und Spaltenvektoren von B*, wie in dem folgenden
Diagramm illustriert:

(-te Spalte von B
(n % p)
{

bie

nxn ba

bnﬁ

1-te Zeile
von A = | a1 ai2 - Qi Ciy <+ 1-te Zeile von
(m x n) C=A'B
i (m x p)
(-te Spalte
vonC=A"-B
(m x p)

So findet man die Formel
Cie=ai1big+aiobye+ ...+ aj,bny,

die wir aus der Definition [11.11] des Matrizenprodukts kennen.

Beispiel 11.13. (Multiplikation von Matrizen)

(a) Seien

1 2 -1 0 3
AZ[S 4] und B:[21_4].

Dann sind A € R?*2 und B € R?*3. Wir kénnen das Matrizenprodukt A -B
bilden und A - B € R?*3. B - A ist dagegen nicht definiert. Wir finden

1 2] -1
A.B— 0 3
3 4 21 -4
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32 -5
54 7

(b) Betrachten wir die zwei Matrizen

[1-(=1)+2-2 1-04+2-1 1-3+2-(-4)
3-(=1)+4-2 3-04+4-1 3-3+4-(—4)

0 -3
1 2 3

A = und B = 2 1
-2 0 4

-1 4

Dann ist A € R?*3 und B € R3*2. Also kénnen wir sowohl A - B als auch
B - A berechnen. Die Matrix A - B ist in R?*?, und wir erhalten

e L
A-B= ] 2 1

—2 0 4

- -1 4

[ 1.0+4+2-2+3-(—1) 1-(=3)+2-1+3-4

1
-4 22
Die Matrix B - A ist in R**3, und wir erhalten
0 -3
1 2 3
B-A=| 2 1
{ -2 0 4

0-1+(=3)-(=2) 0-2+(=3)-0 0
= 2-141-(-2) 2.241-0

6 0 —12
— | 0 4 10
—9 —2 13

(¢) Fiir die quadratischen 2 x 2-Matrizen

c_ 21 o[t
“lo 1| ™ “lo 1

(=2)-04+0-244-(-1) (-2)-(-3)+0-1+4-4

34 (=3)-4
2.341-4
((=1)-1+44-(=2) (=1):-244-0 (=1)-3+4-4
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konnen wir sowohl C - D als auch D - C berechnen. Wir finden

L 1] [1 17 21410 2-(-1)+1-1 _[2 —1}
oo 1) fo-141-0 0-(=1)41-1] [0 1]’

b.c- ! —1] [2 17 12400 1-1+(=1)-1 _[2 0]
S0 1 o1 | 0-2+1-0 0-1+1-1 | |0 1]

Wir sehen also, dass C-D # D - C gilt.

Bemerkung 11.14. (zur Multiplikation von Matrizen)

(1) A - B ist nur dann definiert, wenn die Spaltenanzahl von A mit der
Zeilenanzahl von B iibereinstimmt.

(2) Selbst wenn A -B und B- A beide definiert sind, gilt im Allgemeinen A -
B # B-A, d.h. die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ!

Im néchsten Satz halten wir die Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen
fest.

Satz 11.15. (Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen)

(1) Assoziativgesetze:

AMA-B)=(ANA)-B=A-(\B) fir alle A € K und
alle A e K™" B € K",

(2) Distributivgesetze:

A-B+C)=A-B+A-C firaleAecK"™ B,CecK".
(A+B)-C=A-C+B-C firalle A,BeK"™ CeK",

Wir beweisen Satz|11.15 . Den Beweis von Satz|11.15 werden wir in einer

Ubungsaufgabe durchfiihren.
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Beweis von Satz [(1): Wir berechnen zunéchst die Eintriage von A B und
BC:

n

A-B = [(AB)ZS} = [Zaiﬂ"bnSI und B-C = [B C) rk = [mecsk] .

r=1

Damit finden wir

A (B-C)=[(A-(B-Q)),]= [Zai,r (B-C)ri

[ n P p n
= Z Qj Z br,s CS,k] = [Z (Z Qjr br,s) Cs.k
| r=1 s=1

s=1 r=1

p

= Z(A -B)is Cs,k] =[((A-B)- C)ij =(A-B)-C,

s=1

)\(AB): [)\(A st — [)\ Zazr 78]

- [Z(A ai,r) br,s] - [Z i, ()‘ brvs)] :

r=1 r=1
A A

—(A\A)B —A(AB)

Damit haben wir Satz|11.15 bewiesen. ]

Als letzte neue Begriffe in diesem Teilkapitel lernen wir die transponierte und die
adjungierte Matrix kennen.

Definition 11.16. (transponierte Matrix)

Schreibt man die Eintrige der Spalten der Matriz A = [a;x] € K™ in die
Zeilen einer neuen Matrix B, so hat diese n Zeilen und m Spalten. Diese

Matriz heifft Transponierte (oder transponierte Matrixz) von A und wird
mit AT bezeichnet:

a1l - Qm

ail a2 -+ Qip
’ ’ ’ ar2 -+ am2

A= : : : — AT =

m,1 Am2 *°° Ampn
’ ’ ’ Q1pn *° Qmn
) )
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Als Sonderfall erhalten wir aus einem Spaltenvektor X (also einer Matriz
in K™*1) einen Zeilenvektor X1 (also eine Matrixz in K™ ):

-gjl-
X2

— —
| Lm ]

. . . . > . . .
Notation: Wir bezeichnen mit X immer nur Spaltenvektoren; wollen wir einen

. . . —>
Zeilenvektor darstellen, so schreiben wir X7.

Beispiel 11.17. (transponierte Matrix)

1 23

(a) A= [4 - 6] R = Al= c R¥*2

wW N =
S Ot W~

(b) B

J O cc»?  —  pr-| 1._ e C**
L —j 0 —J]

Als Néchstes halten wir die Rechenregeln fiir die transponierte Matrix fest.

Hilfssatz 11.18. (Rechenregeln fiir die transponierte Matrix)
Seien A,B € K™*" C € K"*P und A € K. Dann gelten:

(1) (A+B)T = AT + BT
(2) AWA)T = \AT
(3) (A-C)I =CT. AT
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Beweis: Hilfssatz [11.18 wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen.

]

Definition 11.19. (adjungierte einer komplexen Matrix)

Die zu A € C"™*" adjungierte Matrix A* € C"" entsteht, indem man die
Transponierte von A bildet und von jedem FEintrag das konjugiert Komplexe

nimmt.
_E am,l_
a1 Qa2 -+ Qip _ _
A=| 1 | eomr = Ar= |0
Am,1 Am2 ' Amn
_al,n am,n_
Beispiel 11.20. (adjungierte Matrix)
14 .9
A — J . J N AT — J . J
2—73 3 1+5 3
o4
— A" = J _ +J
1—5 3

Als Letztes halten wir die Rechenregeln fiir die adjungierte Matrix fest.

Hilfssatz 11.21. (Rechenregeln fiir die adjungierte Matrix)
Seien A,B € C™", C € C"? und A\ € C. Dann gelten:

(1) (A+B)"=A*+ B*

(2) (AA)* = XA~

(3) (A-C)=C*- A"

Beweis: Hilfssatz [11.21) wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen.
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11.2 Lineare Gleichungssysteme: Notation

Lineare Gleichungssysteme mit genauso vielen Unbekannten wie Gleichungen ha-
ben wir bereits in Kapitel [3| der HM A kennengelernt. Auch dort haben wir diese
bereits mit Matrizen und Vektoren mit Hilfe der Matrix-Vektor-Multiplikation
geschrieben. Wir wollen nun analog fiir beliebige lineare Gleichungssysteme vor-
gehen.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (LGS)

a1 +ai2x2 + ...+ ar,x, = by
A21T1 + 22Ty + ...+ Q2 Ty = by
(11.1)
1 T1 + Qa2 Ty + ...+ Qpn Ty = by,
mit m Gleichungen und n Unbekannten z1, xo, ..., x,. Vorgegeben sind dabei
die Koeffizienten a;, 2 = 1,2,...,m; k = 1,2,...,n, und b;, i = 1,2,...,m,
in K. Gesucht werden 1, 2o, ..., x, € K, welche die m Gleichungen erfiillen.

In Summenschreibweise lautet das lineare Gleichungssystem ({11.1))

n
Yoaprr = by
=1
n
YoaspTp = by
=1

n
Z Ak Tk = bm
k=1

oder kiirzer
n

E ai,kxk:bi, i:1,2,...,m.
k=1

Wir wollen nun unser lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise notie-
ren: Dazu schreiben wir fiir (11.1]) zunéchst in Vektorform:

[ a1+ aioTaF . a1, Ty ]
2121+ G22%2+ ...+ a2, Ty b

|1 X1+ Q2T . Gy Ty b,
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Fassen wir die Koeffizienten a; ; zu der Matrix

11 a2 a1n
A az1 Q22 a2.n c Kmxn
_am,l am,Z amm_

und die x bzw. b; jeweils zu einem Spaltenvektor (also einer Matrix mit nur einer

Spalte)

bzw.

zusammen, so lasst sich das lineare Gleichungssystem schreiben als

oder kurz

aii

a2 1

Qm,1

a2

a2 2

Am,2

a1n Iy
a2 n o)
am,n_ _xn_
_)
_)
AX =D>b.

b

Die Matrix A € K"™*" heiftt die Koeffizientenmatrix und _b> € K™ die rechte
Seite des LGS. Die Matrix

a1
a21

_am,l

ay2
a2

)

am,2

A1.n

a2.n

Am.n

e K™ (n+1)

heift die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS A X = g

Betrachten wir hierzu ein Zahlenbeispiel.

Beispiel 11.22. (LGS in Matrizenschreibweise)

Wir schreiben das lineare Gleichungssystem zunéchst in Matrizenschreibweise

r1 +
2%1 + Z2 +
209 — 1323 + 14 =

Tro —

3rg +x4 = 1
T3 — T4
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L1
11 -3 1 1
L2
L3
02 —13 1 —1
Ty

und dann mit der erweiterten Koeflizientenmatrix

11 -3 1 1
2 1 1 -1 0
02 —-13 1 |-1

11.3 Das Gaulische Eliminationsverfahren

Seien A € K™*" und b € K™. Wir bezeichnen die Losungsmenge des linearen

Gleichungssystems A X = b (mit der erweiterten Koeffizientenmatrix [A‘l_;])
mit L[A‘g], also

]L[A‘g] = {E)GK” - AX = b}.

Wir werden in den spéteren Kapiteln der Vorlesung sehen, dass es fiir IL[ Ap) Dur
die folgenden drei Moglichkeiten gibt:

(1) Ligg = 0.
(2) ;5 ) enthélt genau einen Vektor; das LGS ist also eindeutig losbar.

(3) Lia/i) enthélt unendlich viele Lésungen.

In diesem Abschnitt geht es darum, wie man ]L[ NG konkret berechnen kann.

Hilfssatz 11.23. (elementare Zeilenoperationen)

Die Losungsmenge ng] des linearen Gleichungssystems A X = b dndert
sich nicht unter den folgenden elementaren Zeilenoperationen:

(E1) Multiplikation einer Zeile mit A € K\ {0}.

(E2) FErsetzen einer Zeile durch die Summe aus dieser Zeile und dem p-fachen
einer anderen Zeile (pn € K).

(E3) Vertauschen zweier Zeilen.

Das Gaufische Eliminationsverfahren besteht aus der systematischen An-
wendung dieser elementaren Zeilenoperationen. Ziel ist es dabei, das lineare Glei-
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chungssystem so zu vereinfachen, dass man die Losungsmenge leicht ablesen kann.
Dies soll jetzt zunéchst an zwei Beispielen demonstriert werden.

Notation: Dabei bezeichnen wir die Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatrix
als Z1, Zs, ..., Zy (also Z; ist die i-te Zeile) und notieren die durchgefiihrten
elementaren Zeilenoperationen wie folgt:

Zi — N Z; (wobei A # 0) bedeutet, dass die i-te Zeile mit A multipliziert wird.

Zi — Zi+ Z; bedeutet, dass zu der i-ten Zeile das p-fache der j-ten Zeile addiert
wird.

Z; <> Z; (wobei i # j) bedeutet, dass die i-te und j-te Zeile getauscht werden.

Beispiel 11.24. (Gaufisches Eliminationsverfahren fiir LGS)

Fiir welches o € R ist das reelle lineare Gleichungssystem

r1+ X9 — 33+ wx4= 1
2x1+ x99+ 13— wx4= 0
209 — 1323+ x4 = —1
201 — w9+ 1ldz3 — 224 = «

16sbar? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungsmenge.

Wir schreiben das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenma-
trix
1 -3 1| 1
1 1 —1 0
2 —13 1]-1
-1 14 -2 «

[Alb] =

N O N =

und nutzen dann die elementaren Zeilenumformungen (E1), (E2) und (E3) syste-
matisch, um das lineare Gleichungssystem zu l6sen.

1 1 =3 1| 11 somoer [1 1 -3 1 1
2 1 1 -1| ol #7477 |o -1 7 -3| -2
0 2 —13 1]|-1 N 0 2 —13 1| -1
2 -1 14 -2 a 0 -3 20 —4|a-—2]
1 1 -3 1 1]

Zﬁf:)j”z? 0 1 -7 3| 2

0 2 —13 1| -1

0 -3 20 —4|a-2]
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Zs—ZL3—2 7o _]— 1 -3 1 1-
amann o1 -1 3| 2
00 1 =5 -5
00 -1 5|a+4]
(11 -3 1 1]
Galat s 01 -7 3 2
00 1 =5 —5
00 0 0|a—1]

Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist nun in Stufenform. Damit sieht das lineare
Gleichungssystem so aus:

T+ T9 — 313+ T4 = 1
To — Tx3 + 314 = 2

T3 —OTy = —9O

O=a—-1

Falls oo # 1, ist ]L[ AR = (), denn die letzte Gleichung ist dann nicht erfiillbar.

Falls o = 1 ist, so ist die letzte Gleichung immer wahr und das LGS reduziert
sich auf drei Gleichungen:

1+ x2 =323+ 4= 1 (1)
To—Tx3+3x4 = 2 (IT)
rs — 5$4 = -5 (IH)

Wir setzen z4 := A € R und bestimmen die Losungsmenge ]L[ Al durch | Riick-
wartsrechnen®:

(III):  23=-5+5z4=—5+5\
in (I): @ =2+4Ta3—324=2+T7(=5+5)) —3X=—33+32\
in (I) : r1=1—a9+ 313 — 14

—1—(=33+32)\)+3(=54+5X) —A=19— 18\

Also finden wir die folgende Losungsmenge fiir a = 1:

([ 19— 18\ ] ) ([ 19] [ —18] )
—33+ 32\ —33 32
Lisg = t AER = A P AER .
ABI T Y| —5+52 R G N Y 5 R
\ L )\ . / \ L O_ L 1_ /
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Diese Losungsmenge ist eine Gerade in R*.

Wir fithren zur Ubung noch die Reduktion auf die reduzierte Stufenform durch:

11 -3 1 Ul zzm72, [1 10 —14] —14]
01 -7 3 2| AT E o 10 —32| —33
00 1 -5| -5 = 001 -5| -5
00 0 0|a—1] 000 0|a—1]
(LGS ist nur l16sbar, wenn a = 1.
(1 00 18 19 Dann gilt:
Zl:i‘% 010 =32 =33 ] m=19-18,
001 —-5| =5 Ty = —33 + 3214
1000 0|a—1] r3=—5-+dxy
xqs = A mit A € R beliebig.

\

Natiirlich erhalten wir dieselbe Losung wie mit , Riickwartsrechnen®.

Wir halten die Vorgehensweise aus dem Beispiel allgemein fest.

Methode 11.25. (Gaufssches Eliminationsverfahren)

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (LGS) A X = b mit der Matriz
A € K™ und der rechten Seite b € K™.

(1) Durch elementare Zeilenoperationen ldsst sich jede erweiterte Koeffizi-
entenmatriz [A’ b] in die sogenannte Stufenform bringen

O -+ 01 % -+ % % % - x * ok .e- % *
. . T
0 -« - 0 % :
: : 1 % * * m
0 0 | dry1
[0 .- 00 -+ -~ 00 -+ -0 0 «+v oo 0 A |
/
n

oder sogar in die sogenannte reduzierte Stufenform




11. Lineare Gleichungssysteme

(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 25
[0 -~ 01 * - % 0 % - x 0 * - % * ] )
: O -+ -+ 0 1 =« * S :
. . . r
0 -0 0 :
: 1 % * * m
0 0 | dr1
0 --- 00 -+ -~ 00 -+ -~ 0 0 «-v oo 0 A | )
n

e Bei der Stufenform und der reduzierten Stufenform sind die Zeilen,
in denen alle Koeffizienten null sind, in den unteren Zeilen der
erweiterten Koeffizientenmatrix angeordnet.

e DBei der Stufenform ist jede Zeile der erweiterten Matrix von der
Form

[0 e 001 % e *|*}7

wobei die x-Symbole fiir beliebige (reelle oder komplexe) Zahlen ste-
hen konnen. Dabei gilt die folgende Regel fir die Anordnung der
Zeilen: Wandert man durch die Zeilen der Matriz von oben nach
unten, so muss die Eins in einer Zeile immer weiter rechts als in
der vorhergehenden Zeile auftreten.

e [Bei der reduzierten Stufenform handelt es sich um eine Matrix
in Stufenform mit zusdtzlichen Eigenschaften: Uber jeder Eins, die
in einer Zeile (von links nach rechts) der erste Eintrag ungleich
null ist, sind alle Eintrdige null. (D.h. in der Spalte dieser Fins
sind alle Eintrage aufler der Eins null.)

(2) Es gilt immer r < min{m,n}.
(3) Lésbarkeit:
Fall 1: r =m oder (r <m und d,41 = ... =d,, =0)
= LGS ist losbar, d.h. Ly g, £ ).
Falls r =n: LGS hat genau eine Liosunyg.
Falls r < n: LGS hat unendlich viele Losungen
Anzahl der Parameter: n —r
Fall 2: r <m und d; # 0 fiir mindestens ein ¢ > r
— LGS ist unlosbar, d.h. L[Alﬁl = ().
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(4) In Fall 1 erhdlt man die Losungsmenge aus der Stufenform durch Riick-
wdrtsrechnen. An der reduzierten Stufenform ldsst sich die Ldsungs-
menge sogar fast direkt ablesen.

Beispiel 11.26. (Gaufisches Eliminationsverfahren fiir LGS)
(a) Das lineare Gleichungssystem

x1+2x2—l—3x3: 1
— 1 + X9 = 2
201 — 229+ 3= —2

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 23] 1
-1 10| 2
2 =2 1|-2

Wir bringen diese nun mit elementaren Zeilenoperationen in Stufenform:

1 23| 1] 22402 12 31
1 10/ 2 PEIN 11012
9 —2 1]-2 00 1|2

deszez 123011 2oz [12 31
PEIN 03 3|3 PETN 01 1|1

00 1]2 0012

Als lineares Gleichungssystem haben wir nun:

x1+2x2+3x3:1 (I)
To + x3=1 (H)

T3 =2 (I11)
Mit , Riickwéartsrechnen finden wir also:
Aus (III) : rg =2
In (IT) einsetzen: xo=1—23=1—-2=—1

In (I) einsetzen: 7 =1—-229—323=1—-2-(—-1)—3-2=-3
Also ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
-3
= —1
2

Lias)
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Das lineare Gleichungssystem

r1 + 229+ 32x3= 1
—T1 + o+ I3
2331—2332—251}3:—2

I
—_

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 2 3] 1
-1 1 1] 1
2 =2 =2 |-2

Wir bringen diese nun mit elementaren Zeilenoperationen in Stufenform:

1 2 3] 11 zozies 12 3]1

11 1] 1 JEN 1111
2 —2 —2|-2 000/0

Zosterz, |1 2 3|1 z-iz 2 31
& o342 <& fo1 42

00010 000]0

Die letzte Zeile besteht nur aus Nullen und kann daher ignoriert werden.
Wir erhalten aus der Stufenform also die beiden Gleichungen

r1 4+ 229+ 33 =1 (I)
4 2
To + § Trs = § (H)
Wir setzen x3 = A mit A € R beliebig. Dann erhalten wir mit , Riickwérts-
rechnen‘:
2 4 2 4
Aus (II): = ———x3=—-—=A\
us (I1): 9 3 3%B=373

2 4 1 1
Aus(I): a1=1-229—3a3=1-2(2 )] —3\=—-—2)
us (I): g Ty — 313 <3 3 ) 3 33

Also ist die Losungsmenge des LGS

1
3
% cAER D = cAeER

&
i
I
Wit ol

> > >
O Wiy Wi
_|_
>
|
— Wik W=
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(¢) Das lineare Gleichungssystem

331+2£L‘2+35€3: 1
— X1+ x99 — T3 = 2
2x1—2x2+2x3:—2

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 2 3] 1
-1 1 —-1] 2
2 =2 2|2

Mit einer elementaren Zeilenoperation finden wir

101 -1 2 PEIN 11 —1 |2
2 —9 2|-2 00 0|2

Die letzte Zeile ist
Ox1+0x9+023=2 <~ 0=2.

Da diese Gleichung nicht erfiillbar ist (egal wie wir x1, x5 und z3 wéihlen),
hat das LGS keine Losung, d.h. es gilt Liag = 0.

(d) Das lineare Gleichungssystem

1+ To— wx3+2x4= 3
2:61— To + 563—2564:—2
—2$1+2.’L‘2+2$3+2£B4: 4

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 1 -1 2| 3
2 -1 1 =2|-2
-2 2 2 2| 4

Wir bringen das LGS mit elementaren Zeilenoperationen in reduzierte Stu-
fenform:

11 -1 2] 3] sozez 11 -1 2| 3
2 -1 1 —2|-2 PEN 29 —1 1 —2|-2
2 2 2 2| 4 0 1 3 0] 2
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Zoszeoz, |1 1 =1 2| 3| zo-1z |11 =123
PEIN 0 -3 3 —6|-8 PEI 01 -3 2|8
0O 1 3 0] 2 01 3012
Zg—>Z3—Z2 1 _1 2 3 Zg*)%'Zg ]‘ 1 _]— 2 3
£ Jo1 -3 2| & <& Jo1 -3 2] &
2 1 1
00 6 —2|—3 00 -3 |3
RN 010 1] I < Jo1o0 1|1
1 1 1 1
An der reduzierten Stufenform lesen wir mit x4 = A mit A € R ab:
2 2
T = —§$4:——§)\,
7
Tog=—— X4 = 3 A,
1 1
=——+_-ax4=—=+-A\
BT Ty T g
Also ist die Losungsmenge des LGS
([ 5 24 A (T 57 m 97 3\
5~ 3A 5 —3
T_ )\ 7 -1
Lam = | Zaay] P ARy | A )
9173 9 3
A 0 1
\ L . Vs \ L . L . Vs

Beispiel 11.27. (Gaufssches Eliminationsverfahren fiir LGS)

Wir betrachten das LGS A X = g mit der erweiterten Koeflizientenmatrix

[Alb]

w O = = O

N~ = O N
N N W =

-2 1 7
3 0 —1
2 0 1

-1 -1 -1
7 -1 =2

—1

1
1
1
o
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Mit elementaren Zeilenumformungen finden wir:

024 -2 1 7|-1 101 3 0 -1 1
101 3 0 —1] 1 S, 024 -2 1 7|-1
113 2 0 1] 1 PETN 113 2 0 1
012 -1 -1 -1 1 012 -1 -1 —1

327 7 -1 -2| a 327 7 -1 -2| a

101 3 0 —1 17

P ixy 024 -2 1 7| -1

PESN 012 -1 0 2 0

012 -1 —1 —1 1

024 -2 -1 1|a-3

101 3 0 —1 17

LerZs 012 -1 0 2 0

PEIN 024 -2 1 7 1

012 -1 -1 —1 1

024 -2 -1 1 |a—3

dszaz  [LO1 3 0 -1 1]

205 o1 2 -1 0 2 0

PEIN 000 0 1 3| -1

000 0 -1 -3 1

000 0 -1 —3|a-3]

101 30 —1 1]

Zoos 01210 2 0

PEN 000 01 3| -1

000 00 0 0

000 00 0la—4

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist nun in reduzierter Stufenform. Falls
a # 4, so ist die Losungsmenge L[ AR T (), denn die letzte Gleichung ist nicht
erfilllbar.

Falls o = 4 ist, so reduziert sich das lineare Gleichungssystem auf die ersten drei
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Gleichungen:

—_

1 + X3 + 35134 — Ty = (I)
To + 2x3 — X4 + 226 = (II)
Ty + 3566 =—1 (IH)

)

Setze xg := A1, T4 := Ag und x3 := A3 mit Aj, Ay, A3 € R. Einsetzen in (I) bis
(IIT) und Auflésen nach z, x9 und x5 liefert

aus (I11) : x5 =—1—3x6=—-1—-3X\
aus (II) : Ty =226+ T4 —2x3=—2X + Xy — 23
aus(I): 561:1+$6—3$4—$3:1+/\1—3A2—/\3

Also finden wir fiir a = 4 die Losungsmenge

(14 XM\ — 3N — 3] )
—2XA + X —2 )3
A3
L[A|§] = < o : )\1,>\2,)\3 eR )
—1-3)\

\ L )\1 . Vs
([ 1] [ 1] [—3] [—1] )

0 —2 1 —2

0 0 0 1
= A A A DAL A, A3 ER B
\ 0 + A1 0 + Ao ) + A3 0 1, A2, A3 €ER »

—1 -3 0 0

0 1 0 0
\ L . | m L . | m J

11.4 Losungstheorie fiir lineare Gleichungssyste-
me

Im letzten Teil dieses Kapitels lernen wir erste Resultate zur Losbarkeit linearer
Gleichungssysteme kennen.

Definition 11.28. (homogenes bzw. inhomogenes LGS)
Sei A € K™ und b € K™
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(1) Das lineare Gleichungssystem A X = b heifit homogen, falls b=0
ist. Sonst heif$t das lineare Gleichungssystem inhomogen.

(2) Ist AX = b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, so heif$t
A X = 0 das zugehérige homogene LGS.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 11.29. (homogenes und inhomogenes LGS)

Das lineare Gleichungssystem

21 + 2 —1 11 0] | 1

<— -\ —

27, —r3 =2 2.0 —1 2 2
T3

ist inhomogen. Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem ist

X
221 23 =0 — 20 —1 21 7 ol
T3

In den néchsten beiden Sétzen, die wir auch beweisen werden, lernen wir mehr
Informationen iiber die Losungen von homogenen bzw. inhomogenen Gleichungs-
systemen.

Satz 11.30. (L6sung des homogenen LGS)

Seien A € K™ ynd 0 € K™. Wir betrachten das homogene lineare Glei-

chungssystem N
AX=0. (H

(1) Das LGS (H) hat immer (mindestens) die triviale Lésung X = 0,

(2) Sind'y und Z beide Lisungen von (H), so ist auch Y + Z eine Lisung
von (H).

(3) Ist'y eine Lisung von (H) und A € K, so ist \'y Ldsung von (H).
(Kurz: ¥ € Liygp A €K = AY €Ly 5/
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Beweis von Satz[11.30:
(2) Seien ?,E’EL[A@. — A?zﬁ)und AZ=0
Nach dem Distributivgesetz fiir die Matrizenmultiplikation gilt:
(3) Sei Y €Ly = AY=0 = A(\Y)=)AY= AH:

—>

Satz 11.31. (L6sung des inhomogenen LGS)

Seien A € K™ und b € K™ Gegeben sei das inhomogene lineare Glei-

chungssystem R
AX =Db, (IH)

und das zugehoérige homogene lineare Gleichungssystem st
AX=0. (H)
(1) Sind ¥ und Z beide Lisungen von (IH), so ist ¥ — Z eine Lisung
von (H).
(Kurz: Y, Z € Lag = Yy —Z¢€ L[A|6])

(2) Kennt man die komplette Losungsmenge Lx g) von (H) und irgendeine
Lisung x; von (IH), so kennt man die komplette Lisungsmenge ng]
von (IH):

Liajp) = {’?ﬁ? : ?EL[Alﬁ]}-

Beweis von Satz[I11.51):

l_))undAE’:_b) —

<J
I

(1) Seien ¥y, Z € IPINTSSE — A
b =

Ol
!

A(Y-Z)=AY-AZ=b -

(2) Hier miissen wir die folgenden zwei Teilmengenbeziehungen zeigen

{gg+y : ygL[Am} C Lipg und Loy € {i&? : ?G]L[Am}a

denn aus diesen folgt L 5 = {xs +y Y€ L[A@}.
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= Xty elyg

Damit ist {fg +y : ye€ L[Aﬁ]} C L[A|H] gezeigt.
X

Als Letztes betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz [11.31]

Beispiel 11.32. (Anwendung von Satz [11.31))
Gesucht sind alle reellen Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems

mm] e B

To + x3= 2 011 2|
Durch Inspizieren des linearen Gleichungssystems sieht man, dass
-1
Xo=| 2

eine Losung ist. (In der Tat: 1-(—=1)+0-24+2-0 = —1und 0-(—1)4+1-2+1-0 = 2.)

Um alle Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems zu finden, 16sen
wir nun das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem und nutzen dann Satz
11.31][(2)] Das zugehérige homogene lineare Gleichungssystem befindet sich bereits

in reduzierter Stufenform, und wir lesen ab:

1 0 2]|0] T = —2x3
[0 1 1]jo] T [xgz-<Q ]
Mit z3 = X finden wir also
—2)\] —2
]L[A@: Al cAER =<K A|-1| : AeR
A 1

Nach Satz [11.31][(2)] ist die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems

~1 —2
Lag =3 | 2| +X|-1] : XeR
0 1



KAPITEL 12

Vektorraume

In diesem Kapitel lernen wir den fiir die lineare Algebra zentralen Begriff eines
Vektorraumes kennen. Wir haben bereits einige ganz wichtige Beispiele von Vek-
torrdumen kennengelernt, nadmlich R™ und C”, aber auch die Mengen R"*" und
C™*™ yon reellen bzw. komplexen m x n-Matrizen sind Vektorrdume.

In Teilkapitel fiihren wir zunéchst den Begriff eines Vektorraums ein und ler-
nen dann verschiedene Beispiele kennen. In Teilkapitel betrachten wir Teil-
mengen von Vektorrdumen, welche die Vektorraumeigenschaften ,erben’ — es han-
delt sich um sogenannte Untervektorraume. Beispielsweise ist die Losungsmenge
eines homogenen linearen Gleichungssystems A X = 0 mit A € Km>n 0 €K™
und dem Vektor der Unbekannten X € K" immer ein Untervektorraum von K".
In Teilkapitel lernen wir das Konzept von Linearkombinationen kennen und
in den Teilkapitel und die zentralen Begriffe der linearen Unabhéngigkeit
von Vektoren und der Basis und Dimension eines Vektorraums.

In Teilkapitel nutzen wir eine Basis eines Vektorraums, um Koordinaten
einzufiihren. Wichtige Koordinatensysteme, die IThnen vermutlich schon in der
Elektrotechnik begegnet sind, sind kartesische, Polar-, Zylinder- und Kugelkoor-
dinaten. Bei diesen Koordinatensystemen sind die Basen allerdings ortsabhéangig,
und wir werden diese Beispiele erst besprechen konnen, wenn wir die Differential-
rechnung in mehreren Variablen spéter in dieser Vorlesung kennengelernt haben.

In Teilkapitel kommen wir auf Matrizen zuriick und lernen den Begriff des
Rangs einer Matrix kennen. Mit Hilfe dieses neuen Konzepts gewinnen wir dann
weitere wichtige Informationen iiber die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme.

In Teilkapiteln [12.8] und [12.9] lernen wir den Begriff eines Skalarprodukts und

35
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der Orthogonalitdt von Vektoren kennen. Wir haben diese Konzepte bereits in
Kapitel 2l der HM A fiir den Spezialfall von R" mit dem Standardskalarprodukt
kennengelernt. Nun kommen allerdings neue darauf aufbauende Begriffe hinzu.

Auch in diesem Kapitel ist K wieder R oder C, und n ist aus N.

12.1 Vektorraume: Definition und Beispiele

Wir starten mit der Definition eines Vektorraumes. Dabei sollten Sie als ,Stan-
dardbeispiel” immer R" mit der klassischen Vektoraddition und der skalaren Mul-
tiplikation vor Augen haben.

Definition 12.1. (Vektorraum)
Fine nichtleere Menge V' heifst ein K- Vektorraum (K-VR), wenn auf V

o cine Addition & mit x ®y €V fir alle x,y € V, und

o cine Multiplikation ©® mit Skalaren aus K (einer skalaren Mul-
tiplikation ,Skalar © Vektor”) mit A ® x € V fir alle x € V und
AeK

definiert sind mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Assoziativgesetz fiir ©:

r@(ydz)=(xdy) ®z  firalex,y,z€V.

(2) Kommutativgesetz fir &:

rThOy=yodx fiir alle x,y € V.

(3) Assoziativgesetz fir ©:

AO(poz)=N-p)o©x  firalepeK und alle x € V.

(4) Distributivgesetze:

A+p)0x=A0z)® (uox) firalepe K und alle x €V,
(12.1)

AO(xdy)=ANo0x)d(Aoy) firaleeK und alle z,y € V.
(12.2)




12. Vektorraume
(© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn 37

(5) 10 x=ux firalex V.

(0) Existenz eines Nullvektors oy : Es existiert ein eindeutig bestimm-
tes oy € V mut

r@Doy=oyDr=x firalexeV.

oy heifit der Nullvektor von V.
(7) Existenz des Inversen:

Zu jedem x €V existiert ein eitndeutig bestimmtes y mit
rTDYy=ydr=oy.

Wir nennen dieses y dann das Inverse von x und wir schreiben —x
statt y.

Es gilt immer Punktrechnung ® vor Strichrechnung @. Die Klammern

auf der rechten Seite von und darf man also weglassen.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel, um uns einige ,ungewchnlich® aussehende
Eigenschaften eines Vektorraumes klar zu machen.

Beispiel 12.2. (Standardbeispiel R")
R™ mit @ als der iiblichen Vektoraddition

T (1 T1+ )
Xey =X+y=|:|+|:|= :
Ln Yn Tn + Yn
und der iiblichen skalaren Multiplikation
1 A1
AOX:=AX=)\|:| = :
T A,

ist ein Vektorraum. Dabei sind die Eigenschaften|(1)|bis|(5)|intuitiv klar und leicht
nachzurechnen, wenn man das Assoziativgesetz, das Kommutativgesetz und das
Distributivgesetz der reellen Zahlen ausnutzt.

Der Nullvektor ist

ogn = 0 = |:| € R",
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denn es gilt
T 0 1+ 0 T
X+0=|:|+[:|=] : |=]|:]|=% firalle X eR"

T 0 z,+ 0 T

und analog 0 + X = X fiir alle ¥ € R".

1 —T
Das Inverse von X = cR" ist —X= , denn
Tn —In
T —a x1 + (—x1) 0
X+ (—-X) = + = : = || =0,
T —T, Ty, + (—xp) 0

und wegen |(2)| folgt damit (— X) + X = 0.

Bemerkung 12.3. (Notation bei der skalaren Multiplikation)

Es ist durchaus tiblich bei der skalaren Multiplikation (,Skalar ® Vektor”) den
Punkt fiir die Multiplikation wegzulassen, sofern dieses keine Verwirrung stiften
kann.

In Definition finden wir plotzlich verschiedene Multiplikationszeichen:
wieso macht das Sinn?

AO(poz)=N-p)ox  firalle \,p € Kund alle x € V.

In A\ ® (¢ ® x) haben wir innerhalb der Klammern eine  Skalar ® Vektor‘-
Multiplikation, die wieder einen Vektor ergibt. Daher ist auch in A ® (1 ® x)
die Multiplikation aufserhalb der Klammern wieder eine ,Skalar ® Vektor“-Multi-
plikation. In (A - p) ® = werden dagegen zunéchst in den Klammern zwei Zahlen
i, A € K multipliziert. Hier haben wir also die normale Multiplikation - von re-
ellen bzw. komplexen Zahlen, die wieder eine reelle bzw. komplexe Zahl liefert.
Diese wird nun mit dem Vektor x multipliziert, d.h. in (A - p) ® x liegt auferhalb
der Klammern eine ,Skalar ® Vektor“-Multiplikation vor.

Analog kann man sich klarmachen, warum bei dem ersten Distributivgesetz in
Definition sowohl die Addition & fiir die Vektoren als auch die Addition
+ fiir reelle bzw. komplexe Zahlen auftauchen.

Bevor wir verschiedene Beispiele betrachten, schauen, wir die Eigenschaften eines
Vektorraumes noch einmal genauer an und halten noch einige abgeleitete Rechen-
regeln fest:
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Bemerkung 12.4. (Rechenregeln fiir Vektorraume)
Es gelten die folgenden abgeleiteten Rechenregeln:
(8) 0z =oy firalez eV,

denn es gilt

x1@:1::(O+1)®x0@x@1®azi0®aj@x.
——

=T

.I
—

Nun addieren wir auf beiden Seiten das Inverse von x, also —z, und

nutzen aus:

r@(—2)=00xdx® (—) = OV:OQx@OV@OQx.
_V Iy

(9) A®@oy =oy fiiralle A € K|

denn es gilt

A@o

)\@x@/\@(ov@x) vOANO .

Nun addieren wir auf beiden Zeiten das Inverse von A®z, also —(A® ),

und nutzenaus:
AOz@ (- (A02) =20 @A 0r® (- (AOx))

7

~~ ~~

=0y =0y
— oy = A® oy Doy oy = A®oy.

(10) Es gilt: —z=(-1)©®z,
denn

o () o) @1ore(-)e:D 0+ (1)) er=00:oy.

Mit dem Kommutativgesetz|(2)| folgt daraus direkt ((—1) ®z) Dz = oy.
(11) Wir haben eine Subtraktion durch: z &y :=z & (—y)

Betrachten wir nun einige vertraute und einige neue Beispiele fiir Vektorrdaume.



40

12.1. Vektorraume: Definition und Beispiele

(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

Beispiel 12.5. (Vektorrdume)

(a)

(d)

Die reellen Zahlen R mit der iiblichen Addition + reeller Zahlen und der
skalaren Multiplikation X - x eines Skalars A € R mit einer reellen Zahl x
(als Vektor in R) ist ein R-Vektorraum. Hier sind also die Vektoraddition
@ bzw. die Multiplikation mit Skalaren ® gerade die iibliche Addition +
bzw. die iibliche Multiplikation - reeller Zahlen. Der Nullvektor ist die reelle
Zahl 0. Die Inverse von z € R ist die reelle Zahl —x.

Die im Kapitel 2/ der HM A definierten Pfeile im Anschauungsraum bilden
einen R-Vektorraum bzgl. der dort definierten Addition 4+ und Multiplika-
tion - mit Skalaren. Der Nullvektor ist der Nullpfeil. Hier ist & die iibliche
Vektoraddition +, und ® ist die skalare Multiplikation - (und wir lassen
héufig den Multiplikationspunkt weg).

Die Menge K* = K"*! der Spaltenvektoren mit der Multiplikation mit
Skalaren aus K bilden einen K-Vektorraum:

X1 U1 X1+ X9
Addition: Xy =X+y=|:|+]:]= :
I )\l’l

Multiplikation mit Skalaren: AOX =AX=)\|:]| =

Hier ist & die Vektoraddition 4, und ® ist die Multiplikation - mit Skalaren
(und wir lassen hdufig den Multiplikationspunkt weg). Der Nullvektor ist
der Nullvektor 0 € K".

1 —I
—> . . —>
Das Inverse von X = | : st —X =

L —Tp

Die Menge K"*" der m X n-Matrizen ist ein K-Vektorraum:

aij; -+ Qip b1 -+ by
Addition: : : + :
am 1 Am.n bm 1 bm n
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a e a \a v Na
Multiplikation 1.1 L 1,1 L

mit Skalaren:
Am1 *° Qmn A Qm,1 A Am.n

Hier ist @ die Matrizenaddition +, und ® die Multiplikation - einer Zahl in
K mit einer Matrix in K™*™ (und wir lassen héufig den Multiplikationspunkt
weg). Der Nullvektor ist hier die Nullmatrix O,,x,, und die Inverse von

a1 - Ain
A = :

Am,1 *° Omn

_al,l e _al,n
A= (-1)-A= -

_am,l e _am7n
(e) Die Menge P,, aller Polynomfunktionen
p: K=K, plt)=ay+at+at’+...+a,t", mittckK,

vom Grad < n, mit Koeffizienten ag, a1, as, . . ., a, € K, ist ein K-Vektorraum
bzgl. der

Addition: (ap+art+ast®+ ...+ a,t") + (bg+ bit +bat” + ...+ b, t")

= (ap + bo) + (a1 + b))t + (ag +bo) 2 + ... + (an + b,) ",

Multiplikation

2 n
mit Skalaren: A (a0+a1t+a2t +--.+ant)

= (Nag) + (Na)t+ Nag) 2 + ...+ (Nay,) t"
Hier ist & die Addition der Polynomfunktionen, die erfolgt, indem man die
Koeffizienten der entsprechenden Potenzen addiert, und die skalare Multi-
plikation ® ist die Multiplikation, die man erhélt, indem man alle Koeffi-
zienten mit dem Skalar multipliziert. Der Nullvektor ist das Nullpolynom,

und das Inverse von p € P,, ist —p = (—1) - p. Auch hier schreiben wir der
Einfachheit halber 4+ und - statt & und ©.

(f) Sei M eine nichtleere Menge. Die Menge F (M) aller Funktionen f : M — K
bildet einen K-Vektorraum bzgl. der Addition

frg: M=K, (f+g)(x):=f(z)+g(),

und der skalaren Multiplikation
A M—=K, (Af)(x) =X f(x) fir A € K.
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Der Nullvektor ist hier die Nullfunktion o : M — K, o(z) := 0 fiir alle
x € M. Die Inverse von f € F(M) ist —f = (—1) - f. Auch hier schreiben
wir der Einfachheit halber + und - statt @ und ©.

Die Menge F(N) aller Folgen (ag)r>1 in K bildet einen K-Vektorraum
bzgl. der

Addition: (ar)k>1 + (br)k>1 = (ar + bg)i>1
Multiplikation mit Skalaren: A (ag)i>1 = (N ag)r>1

Der Nullvektor ist die Nullfolge (0)z>1 = (0,0,0,...). Das Inverse von
(ag)k>1 ist die Folge (—ay)g>1. Auch hier schreiben wir der Einfachheit
halber 4+ und - statt @ und ©.

Als Letztes betrachten wir noch ein ,obskures Beispiel, bei dem man sieht,
das die Vektoraddition @& und die skalare Multiplikation ® ungewohnlich
aussehen konnen: Die Menge

Vi={(z,y) : z,y € Rmitz >0}
mit der Addition
(z,y) ® (u,v) = (- u,y+v) = (zu,y +v)
und der skalaren Multiplikation
AO (x,y) = (xA,)\ : y) = (x/\,/\y)

ist ein R-Vektorraum.

Da fiir (z,y), (u,v) € V gilt £ > 0 und u > 0, folgt zu > 0 und damit
(x,y) ® (u,v) = (xu,y—l—v) eV.
Da fiir (z,y) € V gilt x > 0, folgt fiir jedes A € R, dass 2* > 0 und damit
AO (7,y) = (28 Ay) € V.

Nun {iberpriifen wie die Vektorraumeigenschaften:
(1) Fir alle (x,y), (u,v), (z,w) € V gilt

(z,y) ® ((u,v) ® (2,w)) = (2,y) ® (uz,v+w) = (Tuz,y+v+w)
= (zu,y +v) ® (z,w) = ((z,9) ® (v, v)) B (z,w).

(2) Fir alle (x,y), (u,v) € V gilt

(z,y) ® (u,v) = (zu,y+v) = (uz,v+y) = (u,v) ® (z,9).
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(3) Fiir alle (z,y) € V und alle A\, p € R gilt

2O (pO(2,y) = A0 (@, py) = (@) Apy)
= (& (A y) = (A\p) © (z,y).

(4) Fiir alle (z,y), (u,v) € V und alle A\, u € R gelten

A+ ) O (z,y) = (@M, A+ p)y) = (=2 2", Ay + py)
=@M Ay) @ (2", py) =0 (z,y) @ pn O (2,y),

2O ((2,9) ® (u,0)) = A0 (zu,y +v) = ((zu) A (y +v))
= (mAu/\,/\y+)\v) = (xA,)\y) &) (u/\,)\v)
= A0 (z,y) BNO (u,v).

(5) 1® (z,y) = (z1,1-y) = (x,y) fiir alle (z,y) € V.
(6) Der Vektor (1,0) ist der Nullvektor, denn

(LO)® (z,y)=(1-2,0+y) = (x,y) fir alle (z,y) € V,

und wegen (2) folgt auch (z,y) @ (1,0) = (z,y) fir alle (x,y) € V.

(7) Wir behaupten, dass (%, —y) € V das zu (x,y) € V Inverse ist. In der
Tat finden wir

(z,y)® (3, —y) = (z- L,y —y) = (1,0),
(3 —y) @ (x,9) = (5 -2, —y +y) = (1,0).

Alle Vektorraumeigenschaften sind erfiillt. Also ist V' mit & und © ist in
der Tat ein R-Vektorraum.

Ab jetzt schreiben wir der Einfachheit halber in beliebigen K-Vektorrdumen V'
wieder + und - statt @ und ®. Wir sollten uns aber dartiber klar sein, dass, je nach
Kontext, ein + bzw. ein - eine Vektoraddition in V' oder eine Addition (reeller
oder komplexer Zahlen) in K bzw. eine skalare Multiplikation von einem Skalar mit
einem Vektor oder eine Multiplikation (reeller oder komplexer Zahlen) in K sein

kann. Das Multiplikationszeichen - wird auch héufig weggelassen, z.B. bedeutet
Az fir A € Kund x € V die ,Skalar - Vektor“-Multiplikation A - x.

Abschliefsend betrachten wir noch einige Beispiele, die keine Vektorrdume sind.
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Beispiel 12.6. (keine Vektorrdume)

(a)

(b)

Die ganzen Zahlen 7Z mit der iiblichen Addition + und der iiblichen Mul-
tiplikation - als skalarer Multiplikation sind kein R-Vektorraum, denn fiir
s€ERund1eZgilt5-1=1¢7Z

Die rationalen Zahlen @Q mit der iiblichen Addition 4+ und der iiblichen
Multiplikation - als skalarer Multiplikation sind kein R-Vektorraum, denn
firmreRund 1 €Qugilt -1 =7 ¢ Q.

Die Kugeloberfliche
S = {(z,y,2) € R : 2 +y? +2° = 1}

der Kugel um (0, 0,0) mit Radius 1 mit der iiblichen Addition und skalaren
Multiplikation ist kein R-Vektorraum, denn fiir (1,0,0) € S gilt

(1,0,0) + (1,0,0) = (2,0,0) ¢ .

Die Menge M aller streng monoton wachsenden Funktionen f : R — R mit
der iiblichen Addition von Funktionen und der iiblichen Multiplikation von
Funktionen mit reellen Zahlen ist kein R-Vektorraum, denn fiir —1 € R und
die streng monoton wachsende Funktion f: R — R, f(z) := z, gilt

() f:R=R, ((=1)-f)(2) =—f(2) = -z,

und diese Funktion ist streng monoton fallend. Somit ist sie nicht streng
monoton wachsend, also (—1) - f ¢ M.

12.2 Untervektorraume

Wir fiihren zunéchst den wichtigen Begriff eines Untervektorraums oder linearen
Teilraums ein. Bei einem Untervektorraum eines Vektorraums handelt es sich an-
schaulich um eine Teilmenge, die den Nullvektor enthalt und die Vektoraddition
und die skalare Multiplikation ,erbt®, wobei das Ergebnis dieser Operationen im-
mer wieder in der Teilmenge liegt. Diese Eigenschaften liegen natiirlich nur fiir
bestimmte Teilmengen vor.

Satz 12.7. (Untervektorraum oder linearer Teilraum)
Sei V' ein K-Vektorraum und U C V. Fualls

(i) oy € U (und damit U # 1)),
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(i) x,yc U = x+yeU, und
(i) re U, Ve K = Az eU

gelten, dann ist U selbst ein K-Vektorraum. Man nennt U einen Unter-
vektorraum (UVR) von V (oder einen linearen Teilraum von V).

Beweis von Satz[12.7: Wir miissen iiberpriifen, dass U die Vektorraumeigenschaf-
ten erfiillt. Eigenschaften und garantieren, dass die Addition + und die
skalare Multiplikation - von V' fiir Elemente aus U jeweils ein Ergebnis in U be-
sitzen. Die Eigenschaften |(1)[bis|(5)[gelten in V' und damit auch in der Teilmenge
U von V. Die Eigenschaft garantiert, dass der Nullvektor oy von V in U
liegt. Damit gilt auch u + oy = oy + u = w fiir alle u € U, d.h. oy ist auch
der Nullvektor von U, und @ ist erfiillt. Nach gilt (—1) - w € U, und nach
Bemerkung [12.4][(10)] ist ( -u = —u das Inverse zu u € U in V. Also gilt
u+ (—u) = (—u)+u= OV Well oy der Nullvektor von U ist, ist (—1) -u = —u
auch das Inverse von v € U in der Teilmenge U. Da U alle Elgenschaften eines
K-Vektorraums erfiillt, ist U ebenfalls ein K-Vektorraum. ]

Wir sehen an dem vorigen Beweis, dass die Eigenschaften |(1)| bis|(iii)|in Satz
garantieren, dass die Teilmenge U von V' die Vektorraumelgenschaften ,,erbt“

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 12.8. (Untervektorraume)

I 9
UZ:{[ ]ER :2:13‘1+SI$2=O}
L2

ist ein Untervektorraum von R?, denn:

(a) Die Teilmenge

0
(i) {0] €elU,da2-0+0=0
(i) Seien [%] : [y1] € U. Dann miissen wir zeigen, dass auch

X2 Y2
x T+
[1}+{91]:[1 91}
9 Y2 T2 + Yo

in U liegt. Wir iiberpriifen die Bedingung an Elemente in U:

2(z1+ 1) + (22 + 10) :£2$1 +x22+£2y1 +QQZ: 0,
I =0
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x1] und

wobei die Terme in den Klammern jeweils null sind, weil [
o)

[y1] in U sind. Also folgt [

xr +
1 y1]€U'
Y2

T2 + Y2
x

(ili) Seien A € R und { !

] € U. Wir miissen zeigen, dass auch
L2

A
el
9 A 9
in U liegt. Wir {iberpriifen die Bedingung an Elemente in U:

2(>\$1)+()\$2) = A (21’1+I’2) =A-0=0,
=0

wobei der Term in den Klammern null ist, weil [331] € U ist. Also
L2

)\xl
folgt el.
)\1’2

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist U ein
Untervektorraum von R2.

I 9
UI:{[ ]ER :2x1+x2:3}
{o)

0
ist kein Untervektorraum von R?, denn [0] ¢U,da2-0+0=0+#3.

Die Teilmenge

Fiir jedes n € Ny ist der K-Vektorraum P,, aller Polynomfunktionen auf
K vom Grad < n (aus Beispiel ein Untervektorraum der K-Vek-
torraums F(K) der K-wertigen Funktionen auf K (vgl. Beispiel mit
M = K). Dieses sieht man direkt, denn die Vektoraddition und die ska-
lare Multiplikation sind in beiden Raumen gleich definiert, und wir wissen
bereits, dass:

(i) die Nullfunktion (also das Nullpolynom) in P, liegt,

(ii) die Addition zweier Polynomfunktionen vom Grad < n wieder eine
Polynomfunktion vom Grad < n ergibt, und

(iii) die skalare Multiplikation einer Polynomfunktion vom Grad < n mit
einer Zahl A\ € K wieder eine Polynomfunktion vom Grad < n ergibt.

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist P, ein
Untervektorraum von F(K).
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Der néchste Satz zeigt, dass Untervektorrdume fiir das Verstdndnis der Losungs-
mengen linearer Gleichungssysteme wichtig sind.

Satz 12.9. (Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein UVR)
Sei A € K™, Die Lisungsmenge

des homogenen linearen Gleichungssystems A X = 0 ist ein Untervektor-
raum von K".

Liag={X€K": AX=10}

Beweis von Satz [12.9: Dieses folgt aus Satz [11.30] und Satz [12.7; Die Aussagen
bis @ in Satz |11.30] garantieren, dass LLjajg) die Eigenschaften |(i)| bis in
Satz [12.1 erfiillt und somit ein Untervektorraum von K" ist. ]

Betrachten wir noch einige weitere Beispiele fiir Untervektorraume.

Beispiel 12.10. (Untervektorridume)

(a)

Sei I C R ein Intervall und K = R. Dann ist die Menge aller auf I stetigen

Funktionen
= {f:]—>]R : fist stetigauf[}

ein Untervektorraum von dem Raum F(I) aller reellwertigen Funktionen
auf I (vgl. Beispiel mit M = I), denn

(i) die Nullfunktion ist stetig und liegt somit in C(7),
(ii) die Summe zweier stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig, und
(iii) das A-fache einer stetigen Funktion ist stetig.

Sei I C R ein offenes Intervall. Fiir jedes k € N ist
cH(I) = {f:I—R : fist k-mal stetig differenzierbar auf I}

ein Untervektorraum von C(I). Die Begriindung ist analog zu Beispiel [(a)]

Sei I ein offenes Intervall und a € C(I). Die Menge aller Losungen der
homogenen linearen Differentialgleichung

Yy +a(t)y =0

ist ein Untervektorraum von C!(I). Diese folgt mit unserem Wissen aus
Kapitel [9] der HM A.
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(d) Die Menge der
e beschrankten Folgen,
e konvergenten Folgen,

e Nullfolgen

ist jeweils ein Untervektorraum des Vektorraums F(N) der Folgen (vgl. Bei-

spiel [(g))-

(e) Sei V ein K-Vektorraum. Dann sind V' selber und {oy} jeweils Untervek-
torraume von V.

12.3 Linearkombinationen

Wir lernen nun Linearkombinationen von Vektoren kennen. Der Begrift der Li-
nearkombination zusammen mit dem Begriff der linearen Unabhéngigkeit (siehe
Teilkapitel [12.4]) sind ganz zentral fiir die lineare Algebra.

Definition 12.11. (Linearkombination)

Seien V' ein K-Vektorraum und k € N, und seien vi,ve,..., v € V. Fiir
A, Ao, .. A € K heifit

k
x:>\101+)\gvg+...—|—>\kvk:Z)\ivi
i=1

eine Linearkombination (LK) von vy, vs,.. ., vy.

Wir halten noch zwei hilfreiche Beobachtungen iiber Linearkombinationen fest.

Bemerkung 12.12. (Linearkombination)

(1) Ist U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V' und sind die Vektoren
Uy, U, ..., up € U, so gilt

MU+ Xous+ ...+ \pup €U fiir alle Ay, Ao, ..., A\ € K.
Dieses folgt durch wiederholte Anwendung der Eigenschaften und

in Satz [12.7]
(2) oy =0-v1+0-v3+...+0-v;, d.h. der Nullvektor oy ist immer eine
Linearkombination von beliebigen Vektoren vy, vs, ..., vg.
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Betrachten wir nun zwei Beispiele.

Beispiel 12.13. (Linearkombination)

(a)

: N 11 . 10 — 10
Seien V = R? und v| = [2}, Vo = [J und v3 = [2]

Ist [6] eine Linearkombination von vy, vy, v3?

Wir suchen Ay, Ay, A3 € R mit

M T AT AT = A || e | s o] = . Lt
1Vi 2V2 3V3 = A1 9 2 1 3 o| = 2 + Ay + 2 Ag ~ gl

d.h. wir suchen eine Losung des linearen Gleichungssystems

10 0]1

21 2|6
Dieses lineare Gleichungssystem ist losbar, beispielsweise durch A; = 1,
Ao =4, \3 = 0 oder durch A\; = 1, Ay = 2, A3 = 1. Also ist die Antwort

mja’. Wir sehen auch, dass ein Vektor unter Umsténden auf mehrere Weisen
als Linearkombination von vorgegebenen Vektoren dargestellt werden kann.

1 1
Sei V=C3und vi = [0 und v5 = |0].
0 2
1
Ist |j| eine Linearkombination von vi, v5?
0

Die Antwort ist ,nein”, denn man sieht direkt an

1 1 A+ Ao 1
MVT+HNvi=A 0l +x (0] =] o | = 4],
0 2 2 X9 0

dass 0 = j nicht erfiillbar ist.
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Methode 12.14. (Feststellen, ob ein Vektor X € K" eine Linearkom-
bination der Vektoren vi,vs,...,v; € K" ist)

Die Linearkombination-Bedingung

MVI+ XVt .+ A= X (12.3)

st dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

_)\1_ _5131_
—> —> —> >\2 ! L2
Vi 3 Vi = :
nxk-Matriz
[ Ak [T |

wobei die i-te Spalte der Matrix gerade von dem Spaltenvektor v; gebildet wird.
Schreiben wir dieses lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizien-
tenmatriz, so finden wir

Vi Vg -+ Vi

Wenn dieses lineare Gleichungssystem [osbar ist, so sind alle Losungen

A A2, .o, N gliltige Koeffizienten Ay, Na, ..., Ay, fir (12.3).

Der néchste Hilfssatz untersucht die Natur der Menge aller Linearkombinationen
von fest vorgegebenen Vektoren vy, vy, ..., v.

Hilfssatz 12.15. (Die lineare Hiille ist ein Untervektorraum.)

Seien V' ein K-Vektorraum und vy, ve, ..., v € V. Die Menge

k
LH(Ul,Ug,...,Uk) = {Z)\ivi—)\lvﬁ—...Jr)\kvk : Al,...,AkEK}
1=1

aller Linearkombinationen von vy, vs,..., v ist ein Untervektorraum
von V und wird die lineare Hiille von vy, vy, ... v genannt. (Die lineare
Hiille von vy,ve,...,vr wird in manchen Biichern auch als der Span wvon
V1, Vg, . .., V) bezeichnet.)

Beweis von Hilfssatz[12.15: Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften eines Unter-

vektorraums:
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i) o =0-v14+0-vy+...+0-v; € LH(vy,v9,...,05).
(i) Seien x,y € LH(vy,v9,...,vk), also

=AU+ Ao+ ...+ AU, Y= U1V + U2y + ...+ Wi Vk.
Dann gilt nach den Distributivgesetzen
g4+y=(Avi+Xova+.. o+ evr) + (or + pove + .+ o)
= ()\1 +u1)v1 + ()\2+M2)Ug+...+ ()\k+uk)vk € LH(Ul,Ug,...,Uk).

(iii) Seien * = Awvy + Aovg + ... + Agvp und a € K. Dann gilt nach den
Distributivgesetzen

Oza?:a()\lvl—l—)\gvg+...—l—)\kvk)
= ((1)\1)U1+(Oé)\2)?}2-|—...+(Oé)\k)vk ELH(Ul,UQ,...,Uk).

Also ist LH(vq, v, ..., vx) ein Untervektorraum von V. ]

Nun untersuchen wir die lineare Hiille fiir einige Beispiele.

Beispiel 12.16. (lineare Hiille)
(a) In jedem K-Vektorraum gilt LH(oy) = {oy }.

(b) Sei V = R2. Es gilt
()] [)) -

9 . L Il {0 0
€ R“ als Linearkombination von ol |1 und 5

schreiben lédsst. Das lineare Gleichungssystem (vgl. auch Beispiel [12.13

1 0 0 T 1 00 I

A A A = —
el bl - L) 2127
ist ndmlich fiir jedes x1,x9 € R l6sbar, z.B. durch A\ = x1, Ao = 29 — 221,

A3 = 0.
(c) Sie V = C3. Es gilt

S - X1
da sich jedes X = [
L2

1 1 21
LH| |0|,|0] | = |0] : 21,23 C 3},
0 2 23
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da das lineare Gleichungssystem

214)217%Z3
dann: Z3—1Z
TN Al o] M0t
MO] +2 0] = |2] = [00]n| <=  Jo1| 1l
0 2 23 0 2z 00 2
genau dann losbar ist, wenn zo = 0 ist.
(d) Seien V' = K" und
1] 0] 0]
1
6{ — 0 , e_2> = O , , e_n) — 0
0] 0] 1

Dann gilt LH(e7, e3,...,e,) = K" denn fiir jedes X € K" gilt

x1

)

I
~y

—> —> —>
riey +r2€+ ... +xr,€, =

xn_

Mit unserem neuen Verstandnis von Linearkombinationen und der linearen Hiille
konnen wir nun auch die Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems als
lineare Hiille geeigneter Vektoren schreiben. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 12.17. (Losungsmenge eines homogenen LGS als lineare Hiille)

Gegeben sei das reelle homogene lineare Gleichungssystem

130 2|0

001 —11]0}"
welches bereits in reduzierter Stufenform vorliegt. Wir setzen xo = A\; und x4 = Ao
und lesen ab

T — —31‘2—2.%42 —3)\1 —2)\2,
'SUQ:)\l)
xTs3 :.T4:)\2,

Ly = )\27
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d.h. die Losungsmenge ist

(=3 — 2] )
Loag) = M S AL A ER
[Al0] — < /\2 . 1, A2 € 0
\ L >\2 . J
([ [-3] [—2] ) (—3] [—2]
=< A ! + A o A, €eR»=LH L 0
— 1 0 2 1 . 1, N2 — 0 ) 1
| 0] | 1] ) 0] | 1]
Der néchste Satz liefert niitzliche Informationen iiber die lineare Hiille.
Satz 12.18. (Invarianz der linearen Hiille)
Seien V' ein K-Vektorraum und vy,vo,...,v; € V. Die lineare Hiille

LH(vy,vs,...,v;) dndert sich nicht bei

(1) dem Vertauschen zweier Vektoren,
(2) der Multiplikation eines Vektors mit einem A € K\ {0},

(8) der Addition des p-fachen eines Vektors zu einem anderen Vektor (wobei
pekK).

Beweis von Satz|12.18: Diesen Satz beweisen wir in einer Ubungsaufgabe. ]

Wir konnen diesen Satz nutzen, um die Darstellung der linearen Hiille zu verein-
fachen. Dieses ist in dem nachfolgenden Beispiel demonstriert. Dabei verwenden
wir eine analoge Notation zu den elementaren Zeilenoperationen einer
Matrix: v; <+ v; deutet das Vertauschen der Vektoren v; und v; an, und v; — Av;
(mit A # 0) bzw. v; = v; + pv; (mit j # i) bedeuten, dass v; mit A # 0 multi-
pliziert wird bzw. dass zu v; das p-fache des Vektors v; addiert wird.

Beispiel 12.19. (Invarianz der linearen Hiille)

(a) Sei V = R?. Dann gilt:

() ] o)
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(bl B1BD) oo [ = L) e on- B =[] )

I
—
an

(1] [0] [O] [0] . |0 0
= LH ( o) 1] _1_> (Wegen: ) — 5 [2] = [1] )

(1] [O] _
=LH ( ol |1 > ( doppelter Vektor wird weggelassen )
= R? ( vgl. Beispiel [12.16][(d)| )

(b) Sei V' = Ps. Dann gilt:

LH(*, 1+, 242t +2¢%)

=LH(#*, 1, 2+2¢t+2¢%) (da: 14+ — (1+3)+(-1)-¢*)
=LH(%, 1, 1+t+¢°) (da:2+2t+2¢ = 1. (242t +2¢%))
=LH(#*, 1, t+ %) (da:14+t+8 = (14+t+83)+(-1)-1)
=LH(1, ¢, t+1¢%). (da: 1<)

12.4 Lineare Unabhangigkeit

Wir beginnen mit der Definition des Begriffes ,linear unabhéangig".

Definition 12.20. (linear unabhingig bzw. linear abhingig)

Sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vi,vs, ..., v € V heiflen linear un-
abhdangig wenn gilt:

Z)\ivi=/\1U1—|—>\2U2+...—|—>\k’0k=OV — M =MN=...= X\ =0.
i=1
Andernfalls heiffen vy, v, ..., v linear abhdngig.

In der nachfolgenden Bemerkung halten wir einige wichtige Beobachtungen fest.
Danach betrachten wir verschiedene Beispiele.
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(1)

Bemerkung 12.21. (linear unabhingig bzw. linear abhangig)

Ist mindestens einer der Vektoren vy, vs,..., v, der Nullvektor oy, so
sind v, v9, ..., v; linear abhangig.

Sonderfall £ = 1: vy ist linear abhangig. — v = oy.

Sonderfall £ = 2: vy, v9 sind genau dann linear abhangig, wenn gilt:
Es existiert A € K mit v; = Ao, oder es existiert p € K mit vy = p ;.

U1, V9, ...,V sind genau dann linear abhangig, wenn es Koeffizienten
A1, Ao, ..., Ar € K gibt, die nicht alle gleich null sind und

k
Z/\Z‘UZ' =AU+ AU+ ...+ AU = 0y
i=1
erfiillen.
Lasst sich fiir Vektoren vy, vo, . . ., vy einer dieser Vektoren als Linearkom-

bination der anderen darstellen, so sind die Vektoren linear abhéangig.

Erklirung: Ist beispielsweise der Vektor v, ein Linearkombination von

U1, V9, ..., U1, SO gibt es Koeffizienten Ay, Ao, ..., A1 € K mit
k—1
v = Z/\ivi = MvrFNvet . F N1 v + (1) - v = oy,
i=1
und wir sehen, dass vy, v9, ..., vr_1, V% linear abhéangig sind.
Sind vy, v, ..., v linear unabhingig und gilt © ¢ LH(vy,vs, ..., v),
so sind die Vektoren vy, v9, ..., v;, x linear unabhangig.
Gilt x € LH(vy,v9,...,vg), so sind vy, vy, ..., v, « linear abhingig.
(Hierbei konnen vy, vs, ..., v, linear unabhéngig oder linear abhingig
sein.)
Beweis: Die zweite Aussage folgt direkt aus [(5)] — Betrachten wir nun
den Fall, dass vy, v9,...,v; linear unabhéngig sind und dass gilt x ¢

LH(vy,v9,...,vk). Aus
MU+ AV 4 .o+ AUk + Api1 & = oy (12.4)

folgt dann Ary; = 0, denn sonst wére (durch Auflsen nach x) némlich
x € LH(vq,v9, ..., v;). Damit reduziert sich (12.4) zu

)\101+)\202+...+)\kvk:OV7
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und wegen der linearen Unabhéngigkeit von wvq,vs, ..., v folgt Aq
)\2 = ... = )\k = 0. Also gllt /\1 = /\2 = ... = )\k‘ = )‘k—i-l =
d.h. vy, v9, ..., vk, x sind linear unabhéangig.

L=

(7) Sind die Vektoren wvy,vs,...,v; linear unabhingig, so besteht jede
Teilmenge dieser Vektoren ebenfalls aus linear unabhangigen Vekto-
ren. — Fiigt man dagegen zu linear unabhangigen Vektoren vy, vs, ..., vp
weitere Vektoren hinzu, so kann das neue System aus Vektoren linear
unabhéngig oder linear abhéngig sein.

Erkldrung: Betrachten wir beispielsweise vy, vs, . . ., v, mit m < k. Wenn
V1, Ve, . .., Uy linear abhingig wiren, wiirde die Gleichung

AU+ Xve+ ...+ N Uy = Oy

mit Koeffizienten Ai, A9, ..., A\, die nicht alle gleich null sind, gelten.
Dann wiirde aber mit dieser Wahl der Koeffizienten A\i, Ao, ..., A, und
mit A\, 1 = ... = A =0 auch

MU+ Xve+ .. N U .+ AU = 0Oy

gelten. Dieses steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von
U1, U9, ..., Uk Also miissen auch vy, vy, ..., v, linear unabhéngig sein.

(8) Sind die Vektoren vy, vs,...,vr € V linear abhéngig und fiigt man
weitere Vektoren wi,wo,...,w,, € V hinzu, so sind die Vektoren
V1, Vo, ..., U, W1, Wo, ..., W, ebenfalls linear abhangig.

Erklarung: Weil vy, ve, ..., v; linear abhangig sind, gibt es Koeffizienten
A, Ao, ..., A\r € K, die nicht alle gleich null sind, mit

MU+ Xvs+ ...+ A\ = oy

Mit dieser Wahl von Ay, Ao, ..., A\x nicht alle gleich null und mit p; =
o = ...= iy, = 0 gilt dann

A UL+ A Us 4 o F AUk F Wy F oW F .y Wy = O

Also sind vy, ve, ..., U, w1, wo, ..., wy, linear abhéingig.

Beispiel 12.22. (linear unabhingig bzw. linear abhingig)
: s — |1 N 2
(a) Seien V =R*, vy = 0 und vy = i

Sind v1, v linear unabhingig?
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Wir betrachten

M T =M | 2 = At 2h| g
1V1 2Vy = A1 0 2 1| = X = 0.

Das homogene lineare Gleichungssystem ist

1 20 2 1210
0 —110 0 1|0/

welches nun in Stufenform ist, und wir lesen ab: Ay = 0und \; = —2 Xy = 0.
Also sind v7, v3 linear unabhingig.

1 J 2
Seien V=C3und vi=|—j|, voa=|-1|, vi=|0].

0 0 0

Sind die Vektoren v7, v5, v3 linear unabhiingig oder linear abhingig?

Wir betrachten

| j 2
MVI+XVa+A3vi=XM\ |—J| + X |—1]| + A3 |0
0 0 0
M+ G de 420
= —jAx-X |=0,
0

d.h. wir erhalten das homogene lineare Gleichungssystem

1 7 210
-5 —1 010
0 0010

Dieses hat nur zwei nicht-triviale Gleichungen aber drei Unbekannte. Daher
muss es unendlich viele Losungen haben, und insbesondere gibt es Losungen
A1, A2, A3, die nicht alle gleich null sind. Also sind die Vektoren vi, v5, v3 in
C3 linear abhiingig.

Alternative Antwort: Wir beobachten, dass

1 _ 2 ) 14+1—2
IVi+ (=) v+ (-D)vi=|—j|l+| | +| ol=| —j+j | =0
0 0 0 0

gilt. Also sind die Vektoren vi, v, v3 in C? linear abhingig.
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Methode 12.23. (Vorgehensweise beim Untersuchen von Vektoren
Vi,Va,...,v; in K" auf lineare Unabhingigkeit)

Wir halten noch einmal allgemein fest, wir em Fall V = K" vorgehen, wenn
wir Vektoren vi,vs, ..., vi in K" auf lineare Unabhdngigkeit bzw. lineare
Abhdngigkeit uberprifen wollen:

Wir miissen die Gleichung
MVI+XVit.. . +Avi=0 (12.5)

untersuchen und alle ihre Losungen A1, Aa, ..., A\ € K bestimmen.
o Finden wir nur die einzige Losung \y = Xo = ... = A\ = 0, so sind
—> —> —> 4. .o .
Vi, Vs, ...,V linear unabhdangig.

o (bt es dagegen mindestens eine Losung, bei der nicht alle A1, Aa, ..., Ak
gleich null sind, so sind vi,Vs, ..., Vy linear abhdngig.

Die Gleichung st ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten
A1, Agy ., A € K dessen erweiterte Koeffizientenmatrix durch

VW e 1| O]

gegeben ist. Dabei ist die erweiterte Koe]icizientenmatrix so zu lesen, dass thre
Spaltenvektoren v1,vs, ..., vy, sind und 0 € K" auf der rechten Seite steht.

Wir betrachten nun noch einige weitere Beispiele.

Beispiel 12.24. (linear unabhingig bzw. linear abhingig)
(a) Seien V = K" und

1 0 0
0 1
er= (0], e=|0], , e =0
0 0 1
Dann sind e, €,. .., €, linear unabhingig, denn

n
SAag=-0 «— [@& - &|0]
1=1
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10 -~ 0 0]p]
01~ 210
< 00 - 00 ;
A 1 010
00 -0 1[0

also A, =0, A1 =0, ..., Ao =0und A\; =0.
Sie V = P,. Dann sind die Monome po(t) := 1, p1(t) :=t, pa(t) =2, ...,
pn(t) := t" linear unabhéngig, denn die Gleichung
)\on(t) + )\1 pl(t) + )\ng(t) + ...+ )\npn(t)
=X 1+ A t+ NP4+ N t"=0l)=0 fiiralletcK,
(12.6)

wobei 0 : K — K, o(t) := 0, die Nullfunktion ist, hat nur die Losung Ay =
A =X = ... =\, = 0. (Erkldrung: Setze in ((12.6) t = 0 ein. Dann folgt
Ao = 0. Ableiten von ([12.6) nach ¢ liefert Ay +2 Xt +...+n A, t" 1 =0,
Danach ¢ = 0 Setzen liefert \; = 0. Erneutes (also insgesamt zweifaches)
Ableiten von ([12.6]) nach ¢ liefert 2 o +6 A3t +...+n(n—1)\, "2 = 0.
Danach t = 0 Setzen liefert Ay = 0. Féahrt man so fort, so findet man, dass
alle \;; 1 =0,1,2,...,n, den Wert null haben.)

Sei V' = C(R). Die Funktionen fi(¢) := sin(t) und f5(t) := cos(t) sind
linear unabhéangig, denn:

Wir betrachten die Gleichung
A1 sin(t) + Ay cos(t) =0 fiir alle t € R.
Wir setzen nun ¢t = 0 bzw. ¢t = 7/2 ein und erhalten:
A1 sin(0) + Az cos(0) =0 = Ay =0,
A1 sin <g> 4+ Ao cos <g> =0 <— A1 = 0.

Also muss gelten Ay = Ay = 0, und fi(¢) = sin(¢) und f5(t) = cos(t) sind
linear unabhéangig.

12.5 Basis und Dimension

Aufbauend auf die wichtigen Begriffe der linearen Unabhéngigkeit und der Dimen-
sion lernen wir nun die Begriffe einer Basis eines Vektorraums und der Dimension
eines Vektorraums kennen.
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Definition 12.25. (Basis)
Sei 'V ein K-Vektorraum, der nicht nur aus oy besteht. Ein System
B = (b1, bs,...,b,) von Vektoren by, bs, ... b, €V heifit eine Basis von V,
wenn qilt:

(1) b1, bo, ..., b, sind linear unabhdingig, und

(1)) V = LH(by, by, ..., by,).

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 12.26. (Basis)
(a) Seien V = K" und

1 0 0
1
e_l) = O , 6—2) — 0 , . e—n) = 0
0 0 1
Aus Beispiel [12.24][(a)| wissen wir, dass €1, €, . . ., €, linear unabhingig sind,
und aus Beispiel [12.16//(d)| wissen wir, dass LH (6{, e, ..., eTn’) = K". Also ist
E = (5{, e, ... ,57;) eine Basis von K". Wir nennen F := (e_f, €, ... ,GTn))

die Standardbasis von K".

o s st ([ ) mia- (L)

Aus dem vorigen Beispiel wissen wir bereits, dass B eine Basis fiir R? ist.

Wir zeigen nun, dass auch B eine Basis fiir R? ist:

S R R A RN R

. 11022:2:21 1 1]0]
1110 0 2|0

l2 _

ZZf 11021:2)22 1010
0110 01]0]"
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1

1
Also folgt \; = Ay = 0, d.h. [ 1] , [1

] sind linear unabhéngig.

Mit einer analogen Rechnung folgt

S R I o e RN A

1 1|z] 277 (11 =
—1 1 |x 0 2|z + 2
Zo—t7z _
ik [1 1 1 } a4 [1 0 %(xl—@)]
S 1 A 1 ,
0 1|5z +x9) 0 1|5(z1+ 22)

d.h. )\1 = % (x1 — .TCQ) und )\2 = % (3?1 + .TCQ).

1] [1
Also lasst sich jeder Vektor {1‘1] € R? als Linearkombination von { 1] , L]
i) —

11 [1 ~
schreiben, d.h. LH ({ 1] , L]) = R?. Also ist B ebenfalls eine Basis

von R,
2| (0] [O
(c) Sei V =R2 ([J : [1] : [J) ist keine Basis fiir R?, denn:

2] 0] [O
Die Vektoren [J , L] : [2} sind linear abhéngig, da gilt

o-[i] - ]+ B - )

1 1
(d) Sei V = C3. 0f, |0 ist keine Basis fiir C?, denn aus Beispiel
0 2

wissen wir, dass gilt

1 1 21
LH| |0],[0| | =L |0]| : 21,23 C} #C>
0 2 23

(e) Sei V = Ps. (1, t, 12, t3) ist eine Basis von Ps, denn:
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Aus Beispiel [12.24 @ wissen wir, dass die Polynomfunktionen 1,t¢, ¢, ¢
linear unabhéngig sind.

Weiter gilt LH(1,¢,t2,¢%) = Ps, da sich jedes Polynom p vom Grad < 3 als
p(t) = Mg + A1t + Ay t? + X3t schreiben ldsst.

(f) Sei V = K?*3. Dann ist
B 1 00] [0O1 0] [OO0T1] [0 0O0O] [0O0O0] [000O0
~\[00O0[’l00O0]"l00O0|"|TO0O]"|l01O0]"[0O0°1
eine Basis von K?*3. Zur Ubung sollten Sie dieses nachweisen.

An Beispiel [12.26 @ sehen wir bereits, dass ein Vektorraum mehrere Basen haben

kann.

Wir lernen nun diverse Sétze iiber Basen (,Basen“ ist der Plural von ,Basis")
kennen, die uns erlauben das Konzept der Basis eines Vektorraums besser zu ver-
stehen. Diese Sétze werden uns auch dabei helfen, fiir einen gegebenen Vektorraum
eine Basis zu finden.

Folgerung 12.27. (eindeutige Darstellung von Vektoren bzgl. Basis)

Sei V' ein K-Vektorraum, der nicht nur aus oy besteht. Sei (bl, by, ..., bk) eine
Basis von V. Dann hat jeder Vektor x € V' eine Darstellung

k
SCIZCjbj =c1 by +caby+ ...+ crb
j=1
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten cq,co, ..., k.

Beweis von Folgerung|12.27: Weil (bl, by, ... ,bk) eine Basis ist, gilt (nach der De-
finition einer Basis) LH (bl, b, ... ,bk) =V, d.h. jedes x € V hat eine Darstellung
der Form

r=c1by+coby+ ...+ ¢ by. (12.7)
Um zu zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist, nehmen wir an, dass
r=di by +doybs+ ...+ d; b

eine weitere Darstellung dieser Form ist. Subtrahieren der beiden Gleichungen
liefert

oy = (dl . Cl) b1 + (dg o Cg) bo + ...+ (dk — Ck) by.. (128)
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Weil (bl, by, ..., bk) eine Basis ist, sind die Vektoren by, bo, . . ., b; linear unabhén-
gig. Also folgt aus (12.8)), dass

d1—01=0, dQ—CQZO, ceey dk—CkZO
e dlzcl, dQICQ, N dk:Ck,
d.h. die Koeffizienten in ((12.7)) sind eindeutig bestimmt. ]

Satz 12.28. (Existenz einer Basis)

Sei Ve K-Vektorraum, der mnicht nur aus oy besteht. FEs seien
W ={wy,we,...,wxn} CV und V = LH(wy,ws, ..., wy). Sei U eine nicht-
leere Teilmenge von W, die aus linear unabhdangigen Vektoren besteht. Dann
gibt es eine Basis B = (b, by, ..., b,) von V mit

U C {bi,by,....b,} CW.

Unter den obigen Voraussetzungen an V' und W kann jede Teilmenge von W,
die aus linear unabhdngigen Vektoren besteht, durch Hinzunahme weiterer ge-
eigneter Vektoren aus W zu einer Basis von V' erginzt werden.

Beweis von Satz[12.28: Unter allen Mengen X mit den Eigenschaften
i) UC X CW,und

(ii) X besteht aus linear unabhéngigen Vektoren,

wahlen wir eine mit maximaler Elementezahl aus und nennen ihre Elemente
bi,bs,...,b,. Dann sind by, bo, ..., b, nach Konstruktion linear unabhéangig. Wir
wollen nun zeigen, dass LH(b1,bo,...,b,) =V, so, dass B := (by, b, ..., b,) die
gesuchte Basis aus dem Satz ist.

Als Vorbereitungsschritt zum Nachweis von LH(by, by, . .., b,) = V zeigen wir mit
einem Widerspruchsbeweis, dass W C LH(by, bo, ..., b,) gilt:

Angenommen W C LH(by, by, ..., b,) gelte nicht. Dann gibt es ein by € W mit
bo ¢ LH(by,by,...,b,). Dann gilt X := {by,b1,...,b,} € W. Da die Menge
X = {by,b1,...,b,} aber n + 1 Elemente hat, kann sie nicht zu den Mengen X
mit Eigenschaften (1) und gehoren. Da X = {bg, by, ..., b,} [(i)| erfillt, muss
verletzt sein, d.h. by, by, ..., b, sind linear abhéngig.

Betrachten wir nun Gleichung

Abo+ b+ ...+ N\, b, = oy, (129)
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so folgt \g = 0, denn sonst wére by € LH(by,bo,...,b,). Damit reduziert sich
(112.9) zu

)\1b1+...—|—)\nbn:Ov,
und wegen der linearen Unabhéangigkeit von by, bs, ..., b, folgt, dass Ay = Ay =
.= X,=01st. Alsosind \g = A1 =X = ... =)\, =0, und by, by, ..., b, sind
linear unabhéngig. 4 Dieses ist ein Widerspruch zu der linearen Abhéangigkeit von
by, b1, ..., b,.

Also war die Annahme, dass W C LH(by, bo, ..., b,) nicht gelte, falsch, und wir
haben gezeigt, dass W = {wy,ws, ..., wy} C LH(by, bs, ..., b,) gilt. Daraus folgt

V = LH(wl,wg, ce ,wN) Q LH(bl, bg, ce ,bn)

Da LH(by, bo, . . ., b,) ein Untervektorraum von V' ist, gilt LH(by, bo, ..., b,) C V.
Aus den beiden Teilmengenbezichungen V  C  LH(by,bo,...,b,) und
LH(bl, bg, ceey bn) g |74 fOlgt LH(bl, bg, ce ,bn) =V. O]

Die folgende Bemerkung erldutert Satz [12.2§]

Bemerkung 12.29. (endlich erzeugt, Basis, und lineare Hiille)

(1) Falls endlich viele Vektoren wy,ws,...,wy € V existieren mit
LH(wq,ws, ..., wy) =V, so nennen wir V endlich erzeugt.

(2) Hat V eine Basis (b1, b, ...,b,), so ist V endlich erzeugt, denn es gilt
V = LH(by,bo, ..., b,).

(3) Ist umgekehrt V' endlich erzeugt, so folgt aus Satz [12.28] dass V' eine
Basis (by, bo, ..., b,) besitzt.

Beispiele: K" und P, sind endlich erzeugt. Der R-Vektorraum C(R) der steti-
gen Funktionen und der R-Vektorraum P der reellen Polynomfunktionen sind
nicht endlich erzeugt.

Folgerung 12.30. (Basiserginzungssatz)

Sei V' ein K-Vektorraum, der nicht nur aus oy besteht. Ist V' endlich erzeugt
und sind by, by, ... by € V linear unabhdngig, so lisst sich (by,bs, ..., by)
zu einer Basis (by,ba, ..., b,) von V' erginzen.

Beweis von Folgerung [12.50: Da V' endlich erzeugt ist, existieren wy, wo, ..., w,
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mit V' = LH(wy, wo, ..., wy). Seien U := {by, by, ..., by} und
W .=UU {wl,wg,... ,wn} = {bl,bQ,.. . ,bk,wl,wg,... ,wn}.

Dann gelten LH(by, bo, . .., b, wy,we, ..., w,) =V und U C W. Aus Satz [12.28
folgt die Behauptung. ]

Satz 12.31. (mehr Vektoren als in einer Basis sind linear abhingig)
Sei V' ein K-Vektorraum, der nicht nur aus oy besteht. Seien (by,bo, ..., by,)
eine Basis von V., N > n und vi,vs,..., vy € V. Dann sind vi,vs,...,UN
linear abhdngig.

Beweis von Satz 12.31: Da V. = LH(by,bs,...,b,) gilt und vy,ve,...,uo5y € V
sind, gibt es Koeffizienten a5, @ =1,2,...,n; k=1,2,..., N, mit

ve= Y aigb, k=12 N (12.10)
=1

Seien nun Ai, Ag, ..., Ay € K mit
)\1U1+)\2U2+...+)\NUN:0v. (1211)

Wir setzen nun ((12.10)) in (12.11]) ein:

n n n
oy = )\lz&i,lbi —f—AgZO&i,Qbi +---+>\Nz@i,]\fbi
=1 =1 1=1

= Z (Qig A+ ig o+ ..+ in Aw) bi.

i=1
Da by, bs, ..., b, linear unabhéngig sind, folgt daraus
()éi71)\1 +ai72)\2+...+ozi,N)\N =0 firallei =1,2,...,n.

Dieses ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und den
N Unbekannten A\, Ao, ..., Axy. Da N > n, hat das lineare Gleichungssystem un-

endlich viele Losungen, d.h. die Gleichung ((12.11)) hat unendlich viele Losungen.
Es folgt, dass v1,v9, ..., vy linear abhéngig sind. [

Aus den vorhergegangenen Sétzen ziehen wir zwei wichtige Folgerungen.
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Folgerung 12.32. (Dimension eines Vektorraums)

Sei V' ein K-Vektorraum, der nicht nur aus oy beseht. V' sei endlich erzeugt,
und es seien (by, b, ..., b,) und (by, b, ..., by) Basen von V. Dann gilt m =
n. n heifit die Dimension von V, und wie schreiben dim(V') := n.

Beweis von Folgerung[12.39: Wir nehmen an, dass gelte m > n und fiithren die-
ses zu einem Widerspruch: Ist m > n, so sind nach Satz die m Vektoren
b1, by, . .., by, linear abhéingig. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass (by, b, ..., by)
eine Basis von V ist. Analog fithrt man die Annahme m < n zu einem Wider-
spruch. Also muss gelten m = n. [

Bemerkung 12.33. (Dimension)

(1) Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir zusétzlich
dim({oy}) := 0 fiir den Fall V' = {oy }.
(2) Ist ein Vektorraum V endlich erzeugt, so nennen wir V' endlich dimen-

sional.

(3) Gilt fiir einen Vektorraum V', dass dim(V') = n ist, so nennen wir V
n-dimensional. Insbesondere ist jeder n-dimensionale Vektorraum auch
endlich dimensional.

(4) Ist ein Vektorraum V nicht endlich erzeugt, so sagen wir, V' ist unend-
lich dimensional, und schreiben dim (V') = cc.

Folgerung 12.34. (dim(V') = n = n lin. unabh. Vektoren bilden Basis)

Ist V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit dim(V') = n, so bilden n
linear unabhdngige Vektoren tmmer eine Basis von V.

Beweis von Folgerung [12.34): Seien vy, vo, ..., v, n beliebige linear unabhangige

Vektoren in V. Angenommen (vq, vs, ..., v,) wire keine Basis von V. Dann gibe
es einen Vektor w in V', der nicht als Linearkombination von vy, vs, ..., v, dar-
stellbar ist. Damit hatten wir n 4 1 linear unabhéangige Vektoren vy, v, ..., vy, w

in einem n-dimensionalen K-Vektorraum. Dies ist ein Widerspruch zu Satz|12.31]
Also war die Annahme falsch, und (vy, v, ..., v,) muss eine Basis von V sein. [J
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Betrachten wir nun einige weitere Beispiele.

Beispiel 12.35. (Dimension)

(a) In Beispiel|12.26||(a){haben wir gesehen, dass die Standardbasis (e_f, e, ..., En’)
eine Basis von K" ist. Also gilt dim(K") = n.

(b) Analog zu Beispiel [12.26][(¢)] zeigt man, dass (1,¢,#,...,t") eine Basis fiir
den Vektorraum P, der Polynomfunktionen vom Grad < n ist. Damit folgt
dim(P,) =n+ 1.

(c) In Beispiel [12.26||(f)| haben wir eine Basis fiir K**? angegeben und sehen
somit, dass dim(K?*3) =6 =2- 3.

In einer Verallgemeinerung von Beispiel [12.26 iberlegt man sich leicht,
dass dim(K™*") = m - n gilt.

(d) In einer Verallgemeinerung von@sieht man, dass p;(t) = t',i=1,2,...,n,
fiir jedes n € N in dem Vektorraum P aller Polynomfunktionen linear
unabhéngig sind, d.h es gibt beliebig viele linear unabhéngige Polynom-
funktionen. Also ist der Vektorraum P nicht endlich erzeugt, und es gilt

dim(P) = oo.

(e) Da alle (reellen) Polynomfunktionen stetig sind gilt P C C(R) und P ist
ein Untervektorraum von C(R). Da nach [(d)] dim(P) = oo ist, muss auch
dim (C(R)) = oo gelten.

12.6 Koordinaten

In diesem Teilkapitel interessieren wir uns dafiir, wie sich Vektoren in einem end-
lich erzeugten Vektorraum als Linearkombination der Vektoren einer Basis dar-
stellen lassen.

Satz 12.36. (Darstellung eines Vektors bzgl. Basis: Koordinaten)
Sei V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = n, und sei B = (b, by, ..., b,) eine
Basis von V. Dann hat jeder Vektor v € V' eine eindeutige Darstellung

n

U:U1b1+vgb2+...+1}nbn:Zvibi (1212)
1=1

mit eindeutig bestimmten vy, vq,...,v, € K. Man nennt vi,vs,...,v, die
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Koordinaten von v bzgl. der Basis B. Der Spaltenvektor

U1
N U3
Vp =
[ Un

(in K" ) heifit der Koordinatenvektor von v bzgl. B.

Beweis von Satz|12.50: Die Existenz von vy, vs, . .., v, € K folgt aus der Tatsache,
dass (b1, ba, ..., b,) eine Basis von V ist und somit LH(by, by, ..., b,) =V gilt.

Die Eindeutigkeit der Koeffizienten vy, vo, ..., v, folgt aus der linearen Unabhén-
gigkeit von by, b, ..., b,, wie jetzt genauer ausgefiihrt wird:

Wir nehmen an, es gebe neben ((12.12)) eine weitere Darstellung
v="01by +UVaby+ ...+ 70,0b,. (1213)

Gleichsetzen von ((12.13)) und ({12.12)) liefert dann
51b1—|-€}/2b2—|—+f1\){nbn :Ulb1+U2b2—|—...—|—Unbn,
und auf eine Seite Bringen und Sortieren ergibt:

(Ul—51)b1+(7)2—/172)b2+...+(1}n—/27n)bn:O

— V] — U] =Vy—Uy=...=0, — Uy, =0

(da by, bo, ..., b, linear unabhéngig)

~

e 012’171, UQZ"[J/Q, cevy Up = Up.
Also sind die Darstellungen ((12.13)) und ((12.12)) identisch, und wir haben gezeigt,
dass die Darstellung ((12.12)) eindeutig ist. O

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 12.37. (Koordinaten)
(a) Sei V' = K" mit der Standardbasis £ = (e_{, e, ... ,eTn’).
U1

Fir Vv=|:|¢eK" gilt: V=viel+mes+...+v,6e,.
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Also ist vg = V, d.h. V ist gleich seinem Koordinatenvektor vz bzgl. der
Standardbasis E.

(b) Sei V = P, mit der Basis B = (1,t,t2,...,t"). Der zu der Polynomfunktion

p(t):a0+a1t+a2t2+...+ant”

ap

. |m
gehorende Koordinatenvektor ist dann pp = | | € K*h

an

— — — (1] — 1
(¢) Sei V =R? mit der Basis B = (by,by) mit by = | |, by = [ ]

Fir V= || gilt V=b +by, dh V5=

17 NN 1
Fir w = || gt W= bl 2bl, db VTB*:{ }

Wir untersuchen nun das Basiswechsel-Problem: Sei V' ein K-Vektorraum mit
dim(V') = n, und seien B = (by, by, ...,b,) und B = (b1, b, ..., b,) zwei Basen
von V. Ein Vektor v € V hat bzgl. jeder dieser beiden Basen einen Koordina-
tenvektor, also vz und V_g) sind die beiden Koordinatenvektoren von v bzgl. der

Basen B und B. Wie berechnet man V_é aus vp?

Seien
o]
v=uvb +vaby+...+v,b,, also  vp=|:]|,
]
v=T1by 4 oby 4. A+ Tpby,  also  VE=|:]. (12.14)
Uy,

Da B eine Basis von V ist, existieren eindeutig bestimmte a;; € K mit

be=Y b, k=12...n (12.15)
=1
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Einsetzen in die Darstellung von v bzgl. der Basis B liefert
vV = Z’Uk bk = Z"Uk (Z CYZ"kf[;i) = Z <Z Q k; Uk> g@ (1216)
k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1

Links steht nun eine Darstellung von v bzgl. der Basis B. Da die Darstellung

bzgl. einer Basis eindeutig ist, folgt aus (12.14)) und ([12.16)), dass

U= g, i=1,2...n, (12.17)
k=1

gelten muss. Mit der Matrix T 5 := [ ;] € K™*" kénnen wir ((12.17)) schreiben
als

—> —>
Vf? = TE,B VEB.
Die Matrix T BB heifit die Transformationsmatrix zum Basiswechsel von B

nach B.

Achtung: Damit man die Matrix Tz 5 := [a;] € K™ (und nicht ihre trans-

ponierte Matrix) erhélt, miissen in ((12.15) in der Darstellung von by bei den «;
der zweite Index fiir den Vektor b, stehen und der erste Index muss der Summa-
tionsindex sein.

Beispiel 12.38. (Basiswechsel)

— 1. . . . I 13
Seien V =R? E = (el, e2) die Standardbasis und B die Basis B := <{2] : [4])
von R2.
Gesucht ist die Transformationsmatrix T g g fiir den Basiswechsel von E nach B.

Analog zu dem allgemeinen Fall stellen wir die Vektoren in (der alten Basis) £
als Linearkombinationen der Vektoren in (der neuen Basis) B dar. Dabei bezeich-
nen wir die Koeffizienten analog zu dem allgemeinen Fall und bestimmen ihre
Zahlenwerte durch das Losen von linearen Gleichungssystemen:

Gesucht sind also aq 1, 91, 12, 22 € R mit

o =l el L=l el

Wir erhalten die beiden linearen Gleichungssysteme

1311 ) 1310
2 410 i 2 4 [1]"
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Da diese beide die gleiche Koeffizientenmatrix haben und sich nur durch die rech-
ten Seiten unterscheiden, konnen wir beide lineare Gleichungssysteme wie folgt
.n einem Aufwasch* erledigen:

1 3]1 0 Zﬁile 1 3| 10
2 410 1 0 -2 -2 1

1
Z2—>\L 3 Zy 1 3 1 O Z1_>Zj_3 Zo 1 O _2 %
= ) = ) (12.18)
0 1|1 —5 01 1 —3
Wir lesen ab, dass gilt
1
a1 = —2, a1 =1, 12 = =, @2 =—35-
Also ist die Transformationsmatrix
a1 Q12 -2 %
Tpr= = e
Qo1 (22 I =3

Dieses ist gerade die Matrix, die wir in ((12.18)) in der letzten erweiterten Koeffi-
zientenmatrix auf der rechten Seite vorfinden.

4
Wollen wir beispielsweise die Darstellung des Vektor VvV = [6] = vy bzgl. der

-1

v=1 ! +1 3|
VvV = 9 4

Basis B bestimmen, so rechnen wir

=

—> —> _2
VB:TB’EV = 1

= Do

Also gilt

Wir halten in einer Bemerkung fest, was wir iiber die Berechnung der Transfor-
mationsmatrix eines Basiswechsels gelernt haben.

Methode 12.39. (Berechnung der Transformationsmatrix fiir einen
Basiswechsel in K")

Seien B = (E, l?g), e ,l;:) und D = ((Tl), (T;, e ,(Tn)) zwet Basen von K™. Die
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Transformationsmatrix Tp p fir den Bastswechsel von der Basis B
zur Basis D berechnet man wie folgt: Wir schreiben

—> —> —> —>i|

{51) d, --- d |b, b, --- b,

und formen diese erweiterte Koeffizientenmatriz mit geeigneten elementaren
Zeilenumformungen um, bis wir eine erweiterte Koeffizientenmatrixz der Form
[En ’ C] erhalten, wober K,, die n X n-Einheitsmatriz ist mit den Fintragen
(En)ix =1 firi =k und (E,);, = 0 fir i # k. Die Matriz C ist dann die
Transformationsmatriz Tp p fir den Basiswechsel von der Basis B zur Basis
D, also Tpp :=C.

12.7 Der Rang einer Matrix

Zunachst fiihren wir einige neue Bezeichnungen ein.

Definition 12.40. (Spaltenraum und Zeilenraum, Spaltenrang und
Zeilenrang)

Sei A = [a; ;] € K™*", also

a1 air2 - Ainp

a1 Q22 - QA2p
A=|" . .

Qm,1 Am2 - Amn

(1) Spaltenvektoren der Matrix A : Wir bezeichnen die n Spaltenvektoren
der Matrix A mit 81,55,...,8, € K™ =K™. Es gilt also

a11 1,2 a1n
N a1 N a2 2 N a2 n
S1 = ) So = ) ) Sp =
_am,l_ _am72_ _am,n_

Weiter bezeichnen wir mit

S(A) = LH(s1,83,...,5,)
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(2)

den Spaltenraum der Matrix A. Dieser ist nach Hilfssatz ein
Untervektorraum von K™. Die Dimension dim (S(A)) bezeichnen wir
als Spaltenrang.

Zetlenvektoren der Matrix A: Wir bezeichnen die m Zeilenvektoren

der Matriz A mit z1°,z5", ...,z € K", Es gilt also
—T
7z, = [CL1,1 ayo - al,n]
—T
zy = lagy Gz -+ agp)
_)T
Zym = [am,l Qm,2 am,n}

Weiter bezeichnen wir mit
Z(A) = LH(ZT. 57, 77

den Zeilenraum der Matrix A. Dieser ist nach Hilfssatz ein
Untervektorraum von K", Die Dimension dim (Z(A)) bezeichnen wir
als Zeilenrang.

(Notation: Ein Vektor X € K" ist immer ein Spaltenvektor. Daher
miissen wir die Zeilenvektoren als z;0 € K™ schreiben, also z, € K"
ist ein Spaltenvektor, und durch die Transposition z," wird er ein Zei-
lenvektor.)

In der néchsten Bemerkung halten wir die sehr wichtige Anschauung des Spalten-
und Zeilenranges fest:

(1)

(2)

Bemerkung 12.41. (Spalten- und Zeilenrang)

Der Spaltenrang ist die maximale Anzahl an linear unabhangigen
Spaltenvektoren. Insbesondere gilt dim (S(A)) < min{m, n} fiir jede
Matrix A € K™~

Der Zeilenrang ist die maximale Anzahl an linear unabhangigen
Zeilenvektoren. Insbesondere gilt dim (Z(A)) < min{m,n} fiir jede
Matrix A € K™*",

Warum gelten dim (S(A)) < min{m,n} und dim (Z(A)) < min{m, n}?

Erklirung: Es gibt in K™ und damit im Untervektorraum S(A) maximal
m linear unabéngige Vektoren, d.h. dim (S(A)) < m. Wegen S(A) =
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LH(S1,82,...,8,) folgt weiter dim (S(A)) < n. Wir finden also insgesamt
dim (S(A)) < min{m,n}. — Dass dim (Z(A)) S min{m, n} gilt, zeigt man
mit einer analogen Argumentation.

Betrachten wir ein Beispiel, um uns an diese einfache aber etwas gewchnungsbe-
diirftige Notation und Terminologie zu gewthnen.

Beispiel 12.42. (Spaltenraum und Zeilenraum)

(1 0 3 0 2]

01207
Sej A = R**5.

(a) Sei 0001 4|F

0000 0]

Dann sind die Spaltenvektoren

1 0 3 0 2
- |0 - |1 |2 -~ 10 O
S1 = 0 ) So = 0 ) S3 = 0 ’ S4 = 1 ) S5 = 4 )
10 10 10 10 10
und der Spaltenraum ist
(1] [o] [3] [o] [2] [1] [o] [O]
0 1 2 0 7 0 1 0
S(A)=LH = LH
(A) o (o [0] |1] |4 o]0 |1
0] (0] 10 0] 1{O] 0] (0] |0

(Erklirung: An der von den Spaltenvektoren gebildeten Matrix sieht man,
dass man alle Vektoren in S(A) = LH (s—{, §5, §§, S1, S5) als Linearkombina-

tionen der ersten drei Basisvektoren s} = €1, §; = €5, s; = €3 der Stan-
dardbasis von R* bilden kann.) Der Spaltenrang ist also dim (S(A)) = 3.

Die Zeilenvektoren sind

=[1030 2], zy'=[0120 7],
=000 1 4], z;' =[0 00 0 0],

und der Zeilenraum ist
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Z(A)
—LH([10302,[01207,000014,[00000])

—tH([10302,[01207,00014)

Man kann leicht ausrechnen, dass der Zeilenrang dim (Z(A)) = 3 ist.
(b) Sei A = Oy, die m x n-Nullmatrix. Dann gilt

0
S(A)=LH| |:| | ={_0_},
0 eKm
Z(A)=LH([0 - 0] ) = { T"},
GKIXTL

und es gilt dim (S(A)) =0 und dim (Z(A)) = 0.

In dem vorigen Beispiel galt dim (S (A)) = dim (Z (A)) Dieses ist immer der
Fall, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 12.43. (Spaltenrang = Zeilenrang)
Fiir jede Matrix A € K™ gilt

dim (S(A)) = dim (Z(A)) < min{m, n}.

Beweisskizze fiir Satz[12.43:

Schritt 1: Geht A aus A durch elementare Zeilenoperationen hervor, so gilt
Z(A) = Z(A), also insbesondere

dim (Z(A)) = dim (Z(A)). (12.19)

(Dieses sieht man leicht, wenn man sich klar macht, was die elementaren Zeilen-
operationen auf den Zeilen fiir die Zeilenvektoren bewirken.)

Schritt 2: Geht A aus A durch elementare Zeilenoperationen hervor, so gilt im

~

Allgemeinen nicht S(A) = S(A), aber es gilt trotzdem

dim (S(A)) = dim (S(A)). (12.20)



12.7. Der Rang einer Matrix
76 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Dieses sieht man wie folgt:

Sei p := dim (S(A)), und seien §j,,8j,,...,8; linear unabhingige Spaltenvekto-
ren von A. Dann hat das lineare Gleichungssystem

S8 - 8| 0 (12.21)
nur die triviale Losung Ay = Ay = ... = A, = 0. Elementare Zeilenoperationen

fithren A in A {iber, und durch die gleichen elementaren Zeilenumformungen geht

([[2-21) in

S, 8, 5| 0 (12.22)
iber. Dabei hat ((12.22)) genau wie ((12.21)) nur die triviale Losung Ay = Ag = ... =
Ap = 0, und die neuen Spaltenvektoren s;,,s;,, ..., s; sind linear unabhéngig. Da
die Vektoren s;,,sj,,...,s;, Spaltenvektoren von A sind folgt

dim (S(A)) = p < dim (S(A)), (12.23)

denn A hat mindestens so viele linear unabhéngige Spaltenvektoren wie A. Ana-
log geht auch A aus A durch elementare Zeilenoperationen hervor, und mit der
gleichen Argumentation folgert man

dim (S(A)) < dim (S(A)). (12.24)
Aus und folgt dann
dim (S(A)) = dim (S(A)).

Schritt 3: Sei nun C die reduzierte Stufenform von A. Dann sieht man an der
reduzierten Stufenform direkt, dass gilt

dim (Z(C)) = dim (5(C)). (12.25)

Kombiniert man (12.19) und (12.20) mit A = C mit (12.25 , so findet man
dim (Z(A)) = dim (Z(C)) = dim (S(C)) = dim (S(A)).

Da dim (S(A)) geméf Definition {12.40] (vgl. auch Bemerkung [12.41)) die maxi-
male Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren ist, gilt dim (S(A)) < n.
Da dim (Z (A)) geméfs Definition die maximale Anzahl der linear unabhéngigen
Zeilenvektoren ist, gilt dim (Z(A)) < m. Damit folgt auch

dim (S(A)) = dim (Z(A)) < min{m, n},

und der Satz ist bewiesen. L]
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Definition 12.44. (Rang einer Matrix)
Sei A € K"™*™. Dann definieren wir den Rang von A durch

Rang(A) := dim (S(A)) = dim (Z(A)).

Wir halten noch fest, was wir im Beweis von Satz [12.43| gesehen haben.

Hilfssatz 12.45. (Rang ist invariant unter elem. Zeilenoperationen)

Der Rang einer Matrix A € K™ " dndert sich durch elementare Zeilenopera-
tionen nicht.

Satz 12.46. (Rang von Matrix und Tansponierter sind gleich)
Sei A € K™, Dann gilt Rang(AT) = Rang(A).

Beweis von Satz[12.40: Es gilt

Rang(A”) = dim (Z(A")) = dim (S(A)) = Rang(A). ]
Betrachten wir nun einige Beispiele, um den Umgang mit dem Begriff des Ranges
einer Matrix zu iiben.
Beispiel 12.47. (Rang einer Matrix)

(a) Es gilt

Rang = 3,

o O =
S =N
=N W
N W

denn die ersten drei Spaltenvektoren sind offensichtlich linear unabhéngig
(wegen der Stufenform der Matrix), und mehr als drei linear unabhéngige
Vektoren kann es in R? nicht geben.

(b) Da sich der Rang einer Matrix unter elementaren Zeilenoperationen nicht
dndert (siehe Hilfssatz[12.45)), konnen wir elementare Zeilenoperationen nut-
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zen, um die Matrix zu ,yvereinfachen®, bevor wir den Rang berechnen:

12 7 —8 4]
—11 3 -1 -1 2

Rang 00 0 00
| 24 14 —16 8
1 2 7 —8 4]
Zﬁzi‘”l Rang ~113 -1 12|
00 0 00
| 00 0 00

Hier haben wir im letzten Schritt den Rang iiber den Zeilenrang bestimmt.
Dieser ist < 2, da es nur zwei Zeilen gibt, die keine Nullzeilen sind. Weil kei-
ner der ersten beiden Zeilenvektoren der Matrix ein Vielfaches des anderen
ist, muss der Zeilenrang gleich 2 sein.

(c) Es gilt
11 1]\ 222557 1 1 1
Rang | |3 2 1 X Rang| |0 -1 -2
21 « 0 -1 aa—2
Zs—Zs— Lo 1 1 1 Zo——1Z5 1 1 ]-
+ Rang | [0 —1 -2 2 Rang | [0 1 2
0 0 « 0 0 «

2, falls a=0,
3, falls a #0.

Als letzte Anwendung des Ranges einer Matrix gewinnen wir zwei weitere Infor-
mationen iiber die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems.

Satz 12.48. (Losbarkeit eines LGS)
Ser A € K™, Dann gelten:

tr die Lésungsmenge a1 des homogenen linearen Gleichungssys-
1) Fiir die Lé Liaig) des h li Gleich
tems AR = 0 mit 0 € K™ und ¥ € K" qilt

dim (]L[A@) =n — Rang(A).
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(2) Fir b € K™ ist das lineare Gleichungssystem A X = b genau dann
losbar, wenn gilt

Rang([A!l_;D = Rang(A).

Beweis von Satz[12.48:

(1) Betrachten wir A X = 0 «— [A|6} Dann gilt Rang(A) = ([A|6]),
da der Nullvektor 0 und die Spaltenvektoren der Matrix A linear abhéngig
sind. Durch elementare Zeilenumformungen konnen wir [A\a] in Stufen-
form bringen, und der Rang éndert sich dabei nicht. In der Stufenform fin-
den wir genau Rang(A) linear unabhéngige Spaltenvektoren vor, und man
sicht an der Stufenform, dass die Losung von n — Rang(A) frei wéhlbaren
Parametern abhéangt. Also gilt

dim (L[A“—ﬂ) = n — Rang(A).

(2) Bezeichnen wir die Spaltenvektoren von A mit s1,55,...,S,, so kdnnen wir
ﬁ
A X = b schreiben als

—)
—> —> —>
r181 +x2Sr+ ... +x,8, = b,

d.h. gas lineare Gleichungssystem A X = b ist genau dar_ly 16sbar, wenn
gilt b € LH(s7,83,...,S,). Da Rang(A) bzw. Rang(| A|b |) die Anzahl
der linear unabhéngigen Spaltenvektoren in A bzw. in [A|l_))} ist, gilt
b c LH(s1,83,...,5,) genau dann, wenn Rang([A|B>D = Rang(A) gilt

(vgl. auch Bemerkung [12.21][(6)). ]

Fiir den Sonderfall, dass m = n ist und Rang(A) = n folgt mit Hilfe von
Satz [12.48] der folgende Satz.

Satz 12.49. (dquivalente Aussagen iiber ein LGS mit m = n)

Sei A € K", Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) AX = b ist fiir jedes b € K" eindeutig losbar.
(11) Rang(A) =n
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(1ii) Liajg) = {6}, dh. AR = 0 hat nur die Lésung X = 0.
(Es gilt dann auch dim (L[A|5>]) =0.)

Wir wollen auch diesen Satz beweisen, weil der Beweis die Aussagen versténdlicher
macht.

Beweis von Satz[12.49: Das Kernstiick des Beweises bildet die folgende Vortiber-
legung: Bezeichnen wir die Spaltenvektoren von A mit s7,8s,...,Ss,, so konnen

wir A X = [_; schreiben als
218 F St ...t ans =D, (12.26)

d.h. das lineare Gleichungssystem A X = b ist genau dann losbar, wenn b ¢
LH(S, 5, .., 5) gilt

Wir zeigen nun mit Hilfe dieser Voriiberlegung die folgenden drei Aussagen: (i)
= (ii), (ii) = (iii) und (iii) = (i). Mit diesen kann man dann ,zyklisch* aus jeder
der drei Aussagen jede andere folgern und hat damit die Aquivalenzen bewiesen.

o Beweis von (i) = (ii): Es sei AX = b fiir jedes b € K" eindeutig
l16sbar. Dieses bedeutet nach der Voriiberlegung, dass jeder Vektor b
K" in LH(s],ss,...,s,) liegt. Also gilt LH(s1,s3,...,s,) = K" Wegen
dim(K") = n, kann dieses nur dann der Fall sein, wenn s1, 83, . . ., S, eine Ba-
sis von K" bilden und somit linear unabhéngig sind. Dann ist Rang(A) = n.

e Beweis von (i1) = (iii): Sei Rang(A) = n. Dann sind die n Spaltenvektoren
von A linear unabhéngig (da Rang(A) die Anzahl der linear unabhéngigen

Spaltenvektoren von A ist). Dann hat ((12.26)) mit b = 0 nur die Losung
T1=T9=...=x, :—>0’ und somit hat A X = 0 nach der Voriiberlegung

nur die Losung X = 0.

e Beweis von (iii) = (i): Das lineare Gleichungssystem A X = 0 habe nur
die Losung X = 0. Aus (12.26) mit b = 0 folgt dann, dass x1 = x9 =
... =z, = 0 sind. Die Spaltenvektoren s7, 53, ..., s, von A sind also n line-
ar unabhéngige Vektoren in K”. Also ist (5{ ,So, ... ,s_n’) eine Basis von K",

und jedes b € K" lisst sich mit (12.26 eindeutig als Linearkombination
vom s—i;s—g’ ....,5, darstellen. Also ist A X = b nach der Voriiberlegung fiir
jedes b € K" eindeutig losbar. [

Betrachten wir zwei Beispiele zu Satz [12.48] (und Satz |12.49)).
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Beispiel 12.50. (Losbarkeit eines LGS)

()

Fiir das lineare Gleichungssystem

2 -1 3 570
[A[0]=[4 1 -5 30]0
6 0 3900

ist die Spaltenzahl n = 5, und die Zeilenzahl ist m = 3. Es gilt somit
Rang(A) < 3 = min{3,5}. Wir finden drei linear unabhéngige Spaltenvek-
toren

7 ~1 2
s5= 10|, s=| 1], s=[4],
0 0 6

d.h. es gilt Rang(A) = 3. Die lineare Unabhéngigkeit der Spaltenvektoren
folgt direkt aus der von diesen gebildeten Matrix (wegen deren Stufenform):

Zl_>%Zl

0 14 PEIN 0 1 4
0O 0 6 0O 01

Also gilt nach Satz [12.48
dim (L[A|6’]) =n — Rang(A)=5—-3=2.

In Beispiel [11.24) wurde das lineare Gleichungssystem

1 1 -3 1] 1
2 1 1 -1 0
0 2 —13 1]|-1
2 -1 14 -2| «

[Alb] =

betrachtet und mit den Gaufischen Eliminationsverfahren in die Stufenform
(11 -3 1 1
01 -7 3 2
00 1 -5 -5
00 0 Oja—1]

gebracht. Nun konnen wir an der Stufenform direkt ablesen

3 wenn «a =1,
4 wenn « # 1.

Rang(A) =3  und Rang([A\E}):{

Also ist das lineare Gleichungssystem nach Satz|12.48||(2)|genau dann losbar,

wenn « = 1 ist.
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12.8 Skalarprodukt und Norm

In Verallgemeinerung der Standardskalarproduktes, welches wir aus Kapitel [2| der
HM A kennen, fithren wir nun fiir beliebige K-Vektorrdume ein Skalarprodukt
und eine Norm ein.

Definition 12.51. (Skalarprodukt)

Ser V' ein K-Vektorraum. (x|y) heiffit ein Skalarprodukt von x,y € V, wenn
gelten:

(S1) (z|ly) € K fir alle x,y € V.

(S2) (z|ly) = (y|x) fir alle x,y € V.

(S3) (x|y + z) = (x|y) + (x|z) fir alle x,y,z € V.
{
{

8

(S4) (x| y) = Xzly) fir alle x,y € V und alle A € K.

(S5) (x|xz) >0 firalex V.

(S6) (xz|z) =0 <= z=oy

V' heifit dann ein Vektorraum mit dem Skalarprodukt (VR mit SP)

(z|y). (Anmerkung: Der ,Uberstrich in (y|z) steht dabei fiir das Bilden der
zu (y|x) konjugiert komplexen Zahl.)

Wir halten zunéchst einige abgeleitete Eigenschaften des Skalarprodukts fest.

Bemerkung 12.52. (weitere Eigenschaften des Skalarprodukts)

(S7) Aus (S2) und (S3) folgt
(x+ylz) = (zlz +y) = (zl) + (2ly) = (zl2) + (2ly) = (2]2) + (y]2).
Also gilt

(x +y|z) = (x|2) + (y|2) fir alle z,y,z € V.
(S8) Aus (S2) und (S4) folgt fir alle x,y € V und alle A € K
(Azly) = (ylAz) = Mylo) = A {ylz) = A zly).

(S9) Aus (S4) und (S8) folgt leicht

(x|loy) = (oy]z) =0  fiir allex € V.
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Wenn K = R ist, dann entfillt das Bilden der konjugiert komplexen Zahlen
natiirlich, denn @ = a fiir jedes a € R.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 12.53. (Skalarprodukt)

L1 Y1
(a) Sei V=R" Fir X=|:|,y=1:|¢€R" definieren wir

xn yn
<§>|§’>> = 35‘3’):95191+5132Z/2+---+$nyn:z$kyk-

Dieses ist das Standardskalarprodukt auf R” (vgl. Kapitel 2/der HM A).

L1 Y1
(b) Sei V=C" Fir X=|:]|,y=1|:]|€C" definieren wir

Ln Yn
(XIY)=X-Y=Trp+Tayp+. ..+ Taln= D Try

Dieses ist das sogenannte Standardskalarprodukt auf C”.

(c) Sei V- =C([a,b]) der Vektorraum der auf dem Intervall [a, b] stetigen reell-
wertigen Funktionen. Fiir f, g in C([a, b]) definiert

{flg) - / flz (12.27)

ein Skalarprodukt.

Wir werden jeweils in einer Ubungsaufgabe iiberpriifen, dass die Skalarprodukte
aus dem vorigem Beispiel wirklich die Eigenschaften (S1) bis (S6) haben.

Nun fiihren wir die zu dem Skalarprodukt gehorige Norm ein.

Definition 12.54. (Norm)

Sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt {x|y), =,y € V. Dann
definieren wir die (zum Skalarprodukt gehorige) Norm durch

|zl = (zlz),  zeV.
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Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 12.55. (Norm)
(a) Sei V' =R" mit dem Standardskalarprodukt.

x1

Fir X=|:| €R" istdie (zugehorige) Standardnorm

11 = a2+ a3 +... + a2 =|R].

Dieses ist die Liange des Vektors X (vgl. Kapitel ] der HM A).
(b) Sei V' = C™ mit dem Standardskalarprodukt.
T
Fir X=|:| €C" istdie (zugehérige) Standardnorm

In

IR = VZ121 +Taaa + ...+ Tnan =/ |z1> + 222+ ...+ |z, %

(¢) Fur V =C([a,b]) mit dem Skalarprodukt ((12.27) ist die (zugehorige) Norm

1/2

= ( [ @) f(@) ) " (/ b f@) ) g ecla).

Im néchsten Satz sind die wichtigsten Eigenschaften einer (zu einem Skalarpro-
dukt gehorigen) Norm zusammengestellt.

Satz 12.56. (Eigenschaften der zum Skalarprodukt gehorigen Norm)

Sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (z|y), z,y € V, und sei
||| := +/{x|x) die zum Skalarprodukt gehirige Norm. Fir alle x,y € V und
alle A € K gelten:

(1) ||zl =0

(2) |z|| =0 <= xz=oy

(3) [zl = AL [l

(4) Kz|ly)| < ||z| - l|ly|]] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
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(5) Kz|ly)| = |lz|| - |yl <= =,y sind linear abhingig.
(6) |lz+y|l <|lz|| + |lyl| (Dreiecksungleichung)

Wir beweisen die FEigenschaften der (zu einem Skalarprodukt gehorigen) Norm.

Beweis von Satz[12.50:
(1) ||=|| > 0 ist klar, weil die Wurzel in ||z|| = /(x|x) per Definition nicht-

negativ ist.
(2) Diese Eigenschaft folgt direkt aus Eigenschaft (S6) in Definition [12.51]
(3) Fiir alle x € V und alle A € K gilt

INal® = (Az[Az) = XX (zlz) = Al ],
und Wurzelziehen liefert die Aussage |(3).
(4) Ist y = oy, so sind beide Seiten der zu zeigenden Ungleichung |(x|y)| <

||| - |ly|]| nach (S9) aus Bemerkung [12.52] und Satz [12.56 gleich null,
und es gilt Gleichheit. Also sei nun y # oy und damit nach Satz [12.56

|ly|] # 0 . Wir setzen
A= M
[yl
und berechnen

0 < (z—Ayle —Ay) = (zz) — Azly) — X {ylz) + [P (yly)
= |lz)* = X {ylz) — X (y|z) + [A* |y]]®

B e S 1 SO L] e
T €] ] e (I
B e e
— Hx|l2 . |<y\x>\2
lyl>

Es gilt somit

[{ylo)]” [{ylz)|”

= |l <=l lyl* <= Kyl <llzll - yll, (12.28)

und wir haben die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bewiesen.
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(5)

Ist y = oy oder x = oy, so sind die beiden Vektoren x,y immer linear

abhéngig, und es gilt nach (S9) aus Bemerkung [12.52] und Satz [12.56
0= [(zly)| = = - lyll = 0.
Nun nehmen wir an, dass x und y beide ungleich dem Nullvektor oy sind.

Wir zeigen zuerst ,,==: Es gelte also |(y|z)| = ||z||-|ly||. Dann folgt aus der
Rechnung im Beweis von Satz , wenn wir alle Schritte riickwérts
durchfiihren, dass

0= {(x—A\y|lz — Ay).
Nach (S5) in Definition folgt dann z — Ay = 0, und wir sehen, dass
x,y linear abhangig sind.

Nun zeigen wir ,,<=": Sind x # 0 und y # 0 linear abhéngig, so gibt es ein
pe€Kmiter=py < x—py=0. Wir wollen die Rechenschritte aus dem
Beweis von Satz [12.56 nutzen und berechnen dazu A:

Ao W) ley) _pely) lyl*
>yl Iy 12 Iy 12

Also gilt in (12.28]), wobei wir nun wegen x — Ay = 0 nach (S6) in Satz
12.51] statt dem < ein = haben:

[{yl)|? [{yl)|?

2 2
0=(zr—Ayle—Ay) = [[z]|" - e — Wz ]l
= |yl =l=P vl = Kyl =[]yl
Damit haben wir beide Richtungen gewiesen.
Wir nutzen Satz aus:
lz + yll* = (2 + ylo + y) = (2]) + (xly) + (ylo) + (yly)
< {zlz) + [(zly)| + [(ylx)| + {yly)
—— Y~ Y—— =~
=zl <l=l-lyl <=yl =yl
<l 42 =) - Iyl + Iyl = (=] + Iyl
Wurzelziehen liefert ||z + y|| < ||z|| + |ly]]. O

12.9 Orthogonalitat

Aufbauend auf das Konzept eines Skalarprodukts lernen wir in diesem Teilka-~
pitel das Konzept der Orthogonalitat von Vektoren kennen und ziehen wichtige
Schlussfolgerungen iiber orthogonale Vektoren.
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Definition 12.57. (orthogonale Vektoren)

Sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt {(x|y), x,y € V. Zwei
Vektoren x,y € V heiflen orthogonal (in Symbolen x L y), falls (z|y) = 0

18t.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 12.58. (orthogonale Vektoren)
(a) Sei V = R? mit dem Standardskalarprodukt.

1 —2
Dann sind |—1| und 0| orthogonal, denn
2 1

1|2
< -1 0 >: (=2)4+(-1)-0+2-1=-240+2=0.

(b) Sei V' =C([0,27]) der R-Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen

auf [0, 2] mit dem Skalarprodukt

2

{(floy = [ flz)g(x)da. (12.29)

0

Seien f : [0,27] — R, f(z) :=sin(z), und ¢ : [0,27] — R, g(z) := cos(z),

aus V' = C([0, 27]). Dann gilt

27‘(1

(ﬂ@z[ﬁ@ﬂ@cwmﬂxzﬁ > sin(22) da

=27

:[—imd%ﬂ :_&C%um—<—iamm>:—i+i:

=0

wobel wir im zweiten Schritt

sin(2x) = sin(x 4+ ) = sin(z) cos(x) 4 cos(x) sin(z) = 2 sin(x) cos(x)

genutzt haben. Also sind die Funktionen f : [0,27] — R, f(z) := sin(x),
und g : [0,27] — R, g(z) := cos(z), orthogonal.
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Wir betrachten nun Teilmengen von Vektorrdumen, die aus sogenannten ,paar-
weise orthogonalen” Vektoren bestehen.

Definition 12.59. (Orthonormalsystem)

Ser V' ein K- Vektorraum mit einem Skalarprodukt (x|y), x,y € V. Ein System

(e1,€9,...,6en) von Vektoren ey, e, ... ey €V heifit ein Orthonormalsys-
tem (ONS) in V, falls

(eilen) 1, wenn ¢ =k,
€ L) —
’ 0, wenn 1 # k.

Wir sagen dann, die Vektoren ey, e, . .., e, sind paarweise orthogonal (da
(eilex) = 0 wenn i # k) und normiert (da ||e;|| = +/{eile;) = 1 fiir alle
i=1,2,...,m).

Betrachten wir einige Beispiele fiir Orthonormalsysteme.

Beispiel 12.60. (Orthonormalsysteme)
(a) Sei V = K" mit dem Standardskalarprodukt, und seien

1 0 0
0 1
er= 1|01, e=|0], ..., e=]0
: : 0
0] 0] 1]
die Vektoren den Standardbasis. Die Standardbasis (51) €3, ... ,e_n’) ist ein

Orthonormalsystem in K" (mit dem Standardskalarprodukt).
(b) Sei V' = C([0,2x]) mit dem Skalarprodukt ({12.29)). Seien

e1:[0,27] = R, ei(x) = % sin(z),
ez : [0,21] = R, es(x) = L cos(z).

Aus der Rechnung in Beispiel [12.58][(b)| folgt direkt, dass gilt

2 1 . 1 B 1 21 ' B
(e1]es) = /0 NG sin(x) NG cos(x)dx = ;/0 sin(z) cos(z)dx = 0.
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Also sind e; und ey orthogonal. Analog zeigt man (z.B. mit partieller Inte-
gration), dass gilt

27r1 1 1/27r
eiler) = — sin(x) — sin(z)dzr = — sin?(z) dz = 1,
(@ler) = | = sinfa) = singa) de =~ [ sin’ (o
e = [ con(a) = costeyar = L [ eostyan =1
€9|€o) = —— COS\T) —= COS\T)dx = — COS |T Tr = 1.
o o VT VT T Jo

Damit ist nachgewiesen, dass (eg, e3) ein Orthonormalsystem in C([0, 27])

mit dem Skalarprodukt ((12.29)) ist.

Der néchste Satz stellt einen Zusammenhang von Orthogonalitdt mit linearer
Unabhéngigkeit her.

Satz 12.61. (Orthonormalsystem und lineare Unabhéngigkeit)

Ser V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (z|y), =,y € V.
Ist (e1,€e9,...,en) ein Orthonormalsystem in V, so sind die Vektoren
€1, €9,...,e, linear unabhdngig.

Beweis von Satz|12.61): Seien A, Ag, ..., Ay € K mit
Aer+ e+ ...+ A em = oy.

Fiir jedes i = 1,2, ..., m nehmen wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit e;,
also

0= <€i|OV> = <€i|)\1€1+)\2€2+-'-+>\i6i+--'+>\mem>
= A1 (eiler) +2 (eilea) +...+ A {eiler) +. .. + A (eilem) = Ai.
—— —— —— ——

=0 =0 =1 =0
Also folgt Ay = Xy = ... = A\, = 0, und wir haben gezeigt, dass ey, es, ..., e,
linear unabhéngig sind. L]

Folgerung 12.62. (Orthonormalbasis)

Sei 'V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (zly), xz,y € V. Ist
dim(V) = n und (e, es,...,e,) ein Orthonormalsystem in V, so ist

(e1,€9,...,€,) eine Basis von V. Wir nennen eine solche Basis eine Or-
thonormalbasis (ONB) von V.
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Betrachten wir ein Beispiel fiir eine Orthonormalbasis.

Beispiel 12.63. (Orthonormalbasis)

Die Standardbasis (ef,e3,...,e,) von R bzw. C" mit dem Standardskalarpro-
dukt von R™ bzw. C" ist eine Orthonormalbasis dieser Vektorraume.

Bemerkung 12.64. (Finden einer Orthonormalbasis in einem end-
lichdimensionalen Vektorraum)

In jedem endlich dimensionalen Vektorraum mit einem Skalarprodukt kann
man eine Orthonormalbasis wahlen. Mit Hilfe des ,,Orthogonalisierungs-
verfahrens von Gram-Schmidt* kann man aus jeder gegebenen Basis eine
Orthonormalbasis machen. Wir besprechen dieses auf einem Ubungszettel.

Als Letztes lernen wir, wie sich Vektoren als Linearkombination bzgl. einer Or-
thonormalbasis besonders elegant darstellen lassen.

Satz 12.65. (Darstellung von Vektoren bzgl einer Orthonormalbasis)

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (z|y),
z,y €V, und sei E = (ey,es,...,e,) eine Orthonormalbasis von V. Seien
x,y € V. Dann gelten:

n

(1) z=) (ex|z) e

(2) (zly) = (ex|z) (exly)

k=1

(3) lll* =) Kexla)?
k=1

Schauen wir uns die Aussagen in Satz[12.65] genauer an, um diesen sehr wichtigen
Satz zu verstehen:

Satz |12.65 gibt Informationen iiber die Darstellung von Vektoren bzgl. der
Orthonormalbasis £ = (eq, es. ..., e,). Genauer gilt fiir x,y € V

n

T = Z (er|x) e = Zxk e, und y= Z (exly) exr = Zyk er, (12.30)

=Tk b= Ry
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d.h. die Koeffizienten z;, = (ex|z), &k = 1,2,...,n, bzw. y. = (ex|y), k =

1,2,...,n, sind gerade die Koordinaten von x bzw. y bzgl. der Orthonormalbasis
E = (ey,e9,...,6,). Genauer ist

X1 (e1]x) 1 (e1]y)

In <€n|(L'> Yn <en|y>

Satz [12.65 besagt, dass fiir die Vektoren x und y in ((12.30)) gilt

n

(ely) = > {exle) lenly) = Zxk Ui (12.31)

|
k=1 =T =Yk

d.h. das Skalarprodukt (z|y) lésst sich einfach berechnen, indem man auf die
Koordinatenvektoren Xz und yz von z und y das Standardskalarprodukt fiir K"
anwendet.

Satz [12.65 ist ein Sonderfall von Satz [12.65 mit x = y, und an (12.31])
lesen wir ab, dass Satz[12.65([(3)| nun

n

(x|z) = Z (eg|x) ek\x Zxk T = Z |z (12.32)

=l = :xk

ist. Auch hier berechnet sich die Norm einfach, indem man die Standardnorm fiir
K" auf den Koordinatenvektor Xz von z anwendet.

Achtung: Es ist ganz wichtig, zu beachten, dass die einfachen Formeln
und nur gelten, wenn die Koordinatendarstellungen bzgl. einer Ortho-
normalbasis vorliegen! Ebenso gilt die einfache Formel xp = (ex|z) fiir die Ko-
ordinaten in nur bei Koordinaten bzgl. einer Orthonormalbasis.

Wir beweisen nun Satz 12.65]

Beweis von Satz[12.63:

(1) Da E = (ey,ea,...,e,) eine Basis von V ist, hat x eine eindeutige Darstel-
lung

T=1x1€ +Toes+...+x,6€, (12.33)

mit eindeutig bestimmten x1,xs, ..., x, € K. Da (e, e, ..., e,) ein Ortho-

normalsystem ist, konnen wir xj, direkt berechnen, indem wir in ((12.33)) auf
beiden Seiten das Skalarprodukt mit e; bilden:

<ek\x>=<ek\xlel+xgeg+...+xkek+...+xnen> —
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(ep|x) = x1 (ex]er) +x2 (exlea) + ... + xx (exlex) + ... + x, (ex]en) = xp,
~——

weil (e;lex) = 1 wenn i = k und (e;le) = 0 wenn ¢ # k. Also gilt z;, =
(eg|lx) fir k=1,2,...,n

(2) Wir nutzen Satz [12.65 und die Eigenschaften des Skalarprodukts: Fiir
x,y €V gilt

r = (e1|x) e; + {ea]x) e + ... + (e,|x) €, —
v)
(e1]) (erly) + (ealw) (ealy) + - . + (en]) (enly)

(ex|z) (exly)-

k=1

(3) Wir nutzen Satz [12.65][(2)}

2] = (e1]z) {erlw) + (ealz) (ealw) + ... + (eal2) (en]2)
= [{e1|z)|* + [ealz)|* + ... + [en|z)|"

= ZI (ex|z)[*
k=1

Damit ist Satz [12.65] beweisen. O

S

(e1|x) er + (es|x) ea + ... + (e,]7) €,

(zly) =

3

Betrachten wir zwei Beispiele zu Satz [12.65]

Beispiel 12.66. (Darstellung von Vektoren bzgl. Orthonormalbasis)
(a) Sei V = K" mit dem Standardskalarprodukt, und seien

1 0 0
0 1
e = (0], e, = (0], e e,= |0
: : 0
0] 0] 1]
die Vektoren den Standardbasis. Die Standardbasis (6{ €3, ... ,e_n)) ist eine

Orthonormalbasis in K" (mit dem Standardskalarprodukt): Fir X € K"
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gilt also
X

ol
Il

Ln

und wir haben in der Tat

n

o —

= E Tk €k,
k=1

<€T/:|;(>>:0~l‘1—|—...+0'$k_1+1'$k+0'$k+1+...+0-£€n:xk

fir k=1,2,....n.
(b) In R? mit dem Standardskalarprodukt ist

1 _ 1
f V2
— 1 1
E— 2 o~
€

V2

Y \/5 Y
0

NI N

1

V2

eine Orthonormalbasis, denn: Es handelt sich um dim(R?) = 3 Vektoren,

und

IR
NI A N
: 1) 22 202
vad | Lvad
e -
< V2 \/§> 1
T Ve ().
1 IE ISR
Lo ||| 0 V2
_l_ _l_
2 2
1 1|\ 1
2 2 -5
ST 2
L Vved I L V2l
111
=4 -4-=1,
47472

NS S U S S
V2 V2442
1>+1 L1l
v2) vz V222

d.h. die Vektoren von E sind normiert, und

1

/\
% — NI~ N
o

V2

e 1 1\ 1
V2 2 NV

1 1

it
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O
i>£L&E+L«EL>1+LAO
1) 22 220 2 V2) 4 4 2 7
V2.

.

: 1\ 1 1 1 1

g >Qﬁ§>5+735+0<‘7§

V2

1 1
ity

d.h. die Vektoren von E sind paarweise orthogonal.

Die Darstellung des Vektors

1
X = |2
3

als Linearkombination bzgl. der Orthonormalbasis E berechnet sich mit

1_ — -
2
1 1 1 14 /2
51112 :—-1+—-2+—-3:§+3:3(+\/_>,
N 2 2 V2 2 V2 2
geniih
L 2 —<—i>-1+i-2+0-3——1+2—1
{f V2 V2 V2 V2 V2
S a4 e
2
1 1 1 -2
5 21y == 142 2+(——)-3:§—3:3( v2)
1 2 V2 2 V2 2
als
1 1 1 1
2 2
BV 1| L[ 230V |,
2 2 -
1 \/i \g 2 _ 1 3
V2 V2



KAPITEL 13

Quadratische Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir ausschliefslich quadratische Matrizen und lernen
diverse teils neue Konzepte kennen, die nur fiir quadratische Matrizen definiert
werden konnen. Als Erstes ist sind hier die inverse Matrix (siehe Teilkapitel
und die Determinante (siehe Teilkapitel , und zu nennen. In Teil-
kapitel lernen wir dann die neuen Begriffe des Eigenwertes und Eigenvektors
einer quadratischen Matrix kennen.

In diesem Kapitel sei, wie bereits in den vorigen Kapiteln, K immer entweder R
oder C, und es sei n € N.

13.1 Einfiihrung zu quadratischen Matrizen

In der HM A (siehe Kapitel 2] im Skript der HM A) haben wir bereits die folgende
Definition gelernt:

Definition 13.1. (quadratische Matrix)

Gilt bei einer Matriz A € K™, dass m = n ist, also wenn die Matrix
genauso viele Zeilen wie Spalten hat, dann nennen wir die Matrix eine
quadratische Matrix.

Von jetzt an betrachten wir in diesem Kapitel nur noch quadratische Matrizen.

95
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Definition 13.2. (Diagonalmatrix, Einheitsmatrix, untere/obere
Dreiecksmatrix und Spur)

Sei A = [a; ] € K" eine quadratische Matri.

(1) A = [a;j] heifit eine Diagonalmatriz, wenn a;; = 0 fir i # k, also

wenn 3 }
az; 0 - 0
A — 0 az2 :
0 0 ann
(2) A = a;x] heifit die Einheitsmatriz (von K" ), wenn A eine Diago-
nalmatriz ist mit a1 = ass = ... = a,y = 1, also wenn
(1 0 0]
A = 0 Lo — E,.
P ¢
0 0 1

(3) A =a;x] heifit eine untere Dreiecksmatrix, wenn a;y = 0 firi < k,

also wenn _ _
aj; 0 . 0
as) Qg2 5
A — '7 b
0
Qp1 " QApn—1 Ann

(4) A = la; 1] heifit eine obere Dreiecksmatrixz, wenn a;; =0 firi > k,

also wenn ) )
aiq ai2 -0 Qip
0 as 9
A =
Ap—1n
O A 0 a/n,n

(5) Die Spur von A = [a; ] ist definiert durch

afl,l @172 R R

as1 A292 ... A9
Spur(A) = Spur ] A :’n =a11+aso+ ...+ app.

an,l CLmQ afn,n
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(Also: Die Spur ist die Summe der Fintrige auf der Diagonale der Ma-
triz von links oben nach rechts unten.)

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 13.3. (Diagonalmatrix, Einheitsmatrix, untere /obere Dreiecks-
matrix und Spur)

()

Hier sind einige Diagonalmatrizen:

10 0 0] [—17 0 0 0 O]

1 00 020 0 000 00

A:O_lo’BZOOSO’C: 001 00

1

0 0 000 4 000 V20

- - . 000 0 7]
005

Die Matrix D= [0 3 0| ist keine Diagonalmatrix, denn:

100

Die Diagonale einer Matrix verlauft von links oben nach rechts unten!

Die Einheitsmatrix in R?*? und C?*2 bzw. in R**? und C**3 ist jeweils

100
10
00 1
Seien
(1 2 3] -3 0 —7]
A=1(01 2|, B=| 0 v2 1],
00 1 0 0
(10 0] [ 3 0 0]
C=|11 0], D=|-2 -7 0
111 0 -1 —2

Dann sind A und B obere Dreiecksmatrizen, und C und D sind untere
Dreiecksmatrizen.

Jede Diagonalmatrix ist sowohl eine untere als auch eine obere Dreiecksma-
trix.
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(d) Berechnen wir die Spur fiir einige quadratische Matrizen

1 47
Spur | |2 5 8 =1+5+4+9 =15,
369
[ 2 -1 6 —7]
-3 3 -8 13
Spur A —9 4 —3 +34+4+(-9)=0
| 7 6 8 —9]

Fiir die Einheitsmatrix gilt

(1 0 0]
o 1 . :
Spur(E,,) = Spur =1+1+4+...+1=n.
; .. . .. . 0 A\ -~ e
n mal
0 0 1

Wir halten eine wichtige Eigenschaft der Einheitsmatrix als Hilfssatz fest: Diese
spielt bei der Multiplikation von Matrizen die Rolle der Zahl 1 bei der Multipli-
kation von reellen oder komplexen Zahlen.

Hilfssatz 13.4. (Multiplikation mit der Einheitsmatrix)
Seir E,, die Einheitsmatrixz von K"*". Dann gilt

AE,=E,-A=A fiir alle A € K™

und
E,X=x fiir alle X € K".

Beweis von Hilfssatz [13.4 Diesen Hilfssatz haben wir in einer Ubungsaufgabe
bewiesen. ]

Als Letztes lernen wir noch einen niitzlichen Satz iiber die Spur des Produkts
zweier Matrizen kennen.
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Satz 13.5. (Spur des Produkts zweier Matrizen)
Fir B € K"? und C € KP*" gilt B- C € K" und C - B € KP*P und

Spur(B - C) = Spur(C - B).

Beweis von Satz .' Wir beweisen diesen Satz in einer Ubungsaufgabe. ]

13.2 Invertierbare Matrizen

Als Vorbereitung fiir die Definition der inversen Matrix starten wir mit einem
Hilfssatz, der uns schon bekanntes Wissen neu zusammenstellt.

Hilfssatz 13.6. (Aquivalente Aussagen iiber quadratische Matrizen)
Sei A = [a;;] € K", und sei (5{, e, ... ,e_n’) die Standardbasis von K".
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das lineare Gleichungssystem A X = b st fir jedes b € K" eindeu-
tig losbar.

(ii) Dien linearen Gleichungssysteme AX =e; , AX =¢€3,..., AX =

sind eindeutig losbar.

(iii) Es existiert genau ein X € K" mit A - X = E,,.

a
e

Beweis von Hilfssatz[13.6: Wir zeigen (i) < (ii) und (ii) < (iii). Durch Verkettung
dieser beiden Aquivalenzen folgt daraus dann auch (i) < (iii).

e Beweis von (i) = (i1): Ist A X = b fiir Jedes b € K" elndeutlg 16sbar, so

—>

gilt dieses insbesondere fiir b —=e;,b=e, ..., bzw. b —e,.
e Beweis von (ii) = (i): Es seien AX =e] , AX =€, ..., AX = ¢,
eindeutig losbar, und wir bezeichnen deren Losungen als x1,Xs, . . ., X,,, also

Ax, =e firi=1,2,...,n
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Jeder Vektor b € K" hat die eindeutige Darstellung

b
— by o
b=| | = Zbi e
: i=1
Oy, |
bzgl. der Standardbasis (5{ €3, . .. ,e_n’) von K". Wir zeigen nun, dass

- S
i=1
eine Losung von A X = b ist: In der Tat gilt
bxz —NApx=> b A% = b&=bh.

Dass wir die Matrix in die Summe schieben diirfen, liegt an dem Distribu-
tivgesetz fiir die Matrizenrechnung.

xl
||

. . . —> —> . . . .
Wir miissen uns noch iiberlegen, warum x = »_ b; X; die einzige Losung von

1=1
—>

A X = b ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass die Vektoren xi,Xs,..., X,
linear unabhéngig sind und somit eine Basis von K" bilden: Sei also

1=1 1=1

— Z&sz— — Z)\ S =0,

=€

i

i{

und es folgt \j = Xy = ... = )\, = 0, d.h. X1,X3,...,X, sind linear
unabhéngig und bilden somit eine Basis von K",

Wir nehmen nun an, es gebe eine weitere Losung y mit Ay = b. Dann hat
n

y eine eindeutige Darstellung y = Y ¢; X; bzgl. der Basis (x7,%3, ..., X,)
i=1

von K". Es folgt

n n n n
;biagA?A<;Cz‘¥i> :;Cifx&:;@a;

—>

und da (e_{, €s,...,€e,) cine Basis von K" ist folgt ¢ =0b,1=12...,n,

dh. y

X, Also ist die Losung von A X = - b eindeutig bestlmmt
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e Beweis von (i) < (iii): Es gilt B, = [e7 € --- €,]. Essei X die Matrix
deren Spaltenvektoren die Losungsvektoren Xi,X3,...,X, von AX; = €j,
Ax; =65, ..., AX, =e, sind. Dann gilt:
— —> —> —> —> —>
A-X=E, <~ A[Xl X9 - Xn]:[el ey --- en}
— <A>?1’:e_1’, A =&, ... Af,j:@)

Daran sehen wir direkt, dass A - X = E,, genau dann in K"*" eindeutig 16s-
bar ist, wenn A X =e1, AX =es, ..., AX = e, jeweils in K" eindeutig
l6sbar sind. ]

Wir interessieren uns nun fiir die Matrix X in Hilfssatz [(ii1)], falls diese exis-
tiert. Diese werden wir weiter unten als die inverse Matrix zu A einfiihren.

Zunéchst einmal wollen wir uns noch iiberlegen, dass, falls ein X € K" mit
A - X = E, existiert, die Matrix X eindeutig bestimmt ist und auch

X-A=E,

erfiillt. (Da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, ist dieses nicht selbst-
verstandlich!)

Es existiere also X € K™" mit A - X = E,,.

N}aeh Hilfssatz [13.6] ist dann das lineare Gleichungssystem A X = b fiir jedes
b € K" Iosbar. (Da wir die Eindeutigkeit von X nicht verlangen, verlieren wir
auch in Hilfssatz und die Eindeutigkeit. Man macht sich dieses klar,
wenn man den Beweis des Satzes noch einmal durchgeht.) Mit den Resultaten
aus Teilkapitel folgt daraus Rang(A) = n. Mit Satz folgt Rang(AT) =
Rang(A) = n.

Nach Satz [12.49| folgt aus Rang(AT) = n, dass das lineare Gleichungssystem
ATY = € ist fiir jedes € € K" eindeutig 16sbar ist. Nach Hilfssatz existiert
daher ein Y € K™ mit A - Y = E,,. Durch Transponieren finden wir

AT YW =E «— Y'-A=E,, (13.1)
und Multiplikation mit X von rechts liefert

Y A-X=E, X, = YI=Y".E,=X.
B D -X

Aus ([13.1]) folgt wegen YT = X, dass X € K" mit A-X = E,, auch X-A = E,,
erfiillt.
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Um zu zeigen, dass die Matrix X eindeutig bestimmt ist, nehmen wir an, es gebe
eine weitere Matrix X mit A - X = E,,. Multiplikation von links mit X hefert

~

X-AX=X-E, < E, X=X-E, <+ X=X
%, " X
p— n :X P

d.h. die Matrix X ist eindeutig bestimmt.

Nach diesen Vorbereitungen fithren wir die inverse Matrix ein.

Definition 13.7. (invertierbar; inverse Matrix)

FEine Matrix A € K™" heifit invertierbar, falls eine Matriz X € K™
existiert mat

A -X=E,.

(Es gilt dann auch X - A = E,,. Die Matriz X ist eindeutig bestimmt.) In
diesem Fall heifft X die zu A inverse Matriz. Sie wird mit A=' bezeichnet.
(Man sagt auch, A= ist die inverse Matriz von/zu A.)

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 13.8. (invertierbar; inverse Matrix)

11

(a) A= {0 1

1 —1
] ist invertierbar mit A~! = [O )

LGB

3 =21 : : (12
(b) B = ist invertierbar mit B™' = , denn
-1 1 13

IR T R

1
0} ist nicht invertierbar, denn fiir jedes X = [

] ,  denn

T11 T12
c K2><2
21 T22

01 T11 %12 To1 T22 1 0
C.X= e e _E,.
{0 0] [302,1 fzj [ 0 0 } 7 [0 1] ’
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Wir kommen nun noch einmal auf Hilfssatz zuriick, denn dieser liefert uns
Zusammen mit Satz [12.49) den folgenden wichtigen Satz.

Satz 13.9. (dquivalente Aussagen fiir invertierbare Matrizen)
Sei A € K™". Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist invertierbar.
(11) Rang(A) = n.
(iii) A fj b ist fiir jedes b € K" eindeutig losbar. (Es gilt dann X =
A7'b.)
(iv) Dien linearen Gleichungssysteme AX =e;, AX=e3, ..., AX =
sind eindeutig losbar.

(v) AX = 0 hat nur die Lésung X = 0.

=)

Beweis von Satz [13.9: Betrachten wir zundchst Hilfssatz [13.6] Aussage (iii) in
Hilfssatz besagt nach Definition [13.7] gerade, dass A invertierbar ist. Also
sind nach Hilfssatz Aussagen (i), (iii) und (iv) dquivalent. Aus Satz
folgt weiter, dass (iii) zu (ii) und (v) dquivalent ist. Damit ist gezeigt, dass alle
Aussagen in Satz [[3.9) dquivalent sind. O

Ist A € K™ invertierbar, so folgt:

AX=b — ATAR=A"'Dp — X=A'b
=E

Was ist, wenn A € K™ nicht invertierbar ist? Mittels Kontraposition (vgl.
Anhang [B|im Skript der HM A) erhélt man, dass die Verneinungen der Aussagen
in Satz aquivalent sind.

Folgerung 13.10. (4quiv. Aussagen fiir nicht invertierbare Matrizen)

Ser A € K", Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist nicht invertierbar.
(i) Rang(A) < n.
(iii) AX = b ist nicht fiir jedes b € K" eindeutig losbar. (Es gibt dann
mindestens ein b € K", fir das AX = b nicht losbar oder nicht
eindeutig losbar ist.)
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(iv) Dien linearen Gleichungssysteme AX =e;, AX=e;, ..., AX =e,
sind nicht alle eindeutig l6sbar. (Insbesondere gibt es mindestens ein
ey, fir das A X = ey, nicht losbar ist.)

(v) AX = 0 hat unendlich viele weitere Losungen aufier X = 0.

Aus Satz ergibt sich ein niitzliches Verfahren zur Berechnung der In-
versen A~! einer invertierbaren Matrix A: Wir suchen eine Matrix X mit
A - X = E,,. Dieses konnen wir auch als die Losung der folgenden n linearen
Gleichungssysteme

—> —> —> —> —> —>
Axi=e;, Axs=ey, ..., AXx,=e¢€,,
fiir die Spaltenvektoren X, X3, ...,X, von X auffassen, denn
—> —> —> —> — —>
A-X=E, <— A-[Xl Xy - Xn}:[el e, --- en].

Wir behandeln alle n linearen Gleichungssysteme gemeinsam und schreiben dazu
die erweiterte Koeffizientenmatrix [A |E, } . Wenn wir diese erweiterte Koeflizien-
tenmatrix mit elementaren Zeilenoperationen in eine Form bringen, bei der links
E,, steht, also [En | X}, so konnen wir die Inverse A~! := X ablesen. Wir halten
diese Vorgehensweise als Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix fest.

Methode 13.11. (Gauft-Jordan-Verfahren)

Falls A € K™ invertierbar ist, so ldsst sich [A\En} mit elementaren

Zeilenoperationen in die Form [En | X} bringen. Die inverse Matrix von A
ist dann A1 = X.

(Falls A nicht invertierbar ist, so ist es micht maglich, [A | En] mit ele-
mentaren Zeilenoperationen in die Form [E, |X] zu bringen.)

Beispiel 13.12. (Berechnung der Inversen mit Gauft-Jordan-Verfahren)

(a) Sei A — [?1) i]

Da keiner der beiden Spaltenvektoren von A ein Vielfaches des anderen ist,
sind die beiden Spaltenvektoren linear unabhéngig. Es folgt Rang(A) = 2,
und nach Satz [13.9] ist A invertierbar. Wir berechnen nun A~! mit den
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GauBk-Jordan-Verfahren:

Zl*>le+Z2
1211 0 Zﬁg”l 1 2] 10 Z:Z)ZQ 10]=2 1
34100 1 0 —2|-3 1 01| 3 -1
9 1
Also gilt All 3 1].
5 3
3 1
5 03
(b) Sei A= [0 3 0
3
3 03

Man kann sehen, dass die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind
(und dieses rechnet man auch leicht nach), und somit gilt Rang(A) = 3,
und nach Satz [13.9] ist A invertierbar. Wir berechnen nun A~! mit den
Gauls-Jordan-Verfahren:

Z2_>% Z2

3 1 3 1
030/010 <= Jo10f0lo
1 3 3 9
2 0 2 001 5 0 5 00 3
Zl—>,221
Z3—Z3—277 % 0 % 10 Zg*)%Zg 10 % % 00
JEN 010/ 0ol < |o1o0] 0o
1 3
004[-10 3 001|-1o32
Zy—2,—1 7 100 20 —4 30 -1
JEN 010[ 0L 0f = Al=| 0! o0
1 3
oo0o1|-to 3 1 3
3 1
10—
Somit ist die zu A inverse Matrix A™'=| 0 5 0
~Ly 3
4 4

Wir halten abschlielsend noch einige Resultate iiber inverse Matrizen fest.
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Satz 13.13. (Resultate fiir invertierbare Matrizen)

(1) Ist A € K™" invertierbar, so ist auch ihre inverse Matriz A~ inver-
tierbar, und es gilt (Afl)_1 = A.
(2) Sind A, B € K™ invertierbar, so ist auch A - B invertierbar, und es
qilt
(A-B)'=B"'- A"

(3) Ist A € K™ invertierbar so ist auch AT invertierbar, und es gilt

(A7) = (AT,

Bemerkung 13.14. (Transformationsmatrizen und ihre Inversen)

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und seien B und B Basen von V.
Fiir die Transformationsmatrizen Tz 5 und T 5 5 gilt dann: Tz ;- T 5 = E,,.

Alsoist Ty 5= (Tz5) tund Ty ,=(Tz5) "

Zum Abschluss beweisen wir Satz 13.13]

Beweis von Satz[13.13:
(1) Nach Definition der inversen Matrix A~ von A gilt

A-A'=A"1 A=E,

Daran kann man direkt ablesen, dass A~! invertierbar ist und dass die
inverse Matrix (A™1)~! von A~1 gerade A ist, also (A7)~ = A.

(2) Wir iiberpriifen, dass X := B~ A~! die Eigenschaft (A -B)-X = E,, der
inversen Matrix besitzt. Da die inverse Matrix zu A - B eindeutig bestimmt
ist, folgt dann (A -B)"!=B7!. AL

(A-B)-X=(A-B)- B'"AH=A-B-B'.A"!
=E

=A-E, AA'=A-A'=E,.

N—_——
= A_l

Also ist gilt in der Tat (A-B)'=B~1. AL

(3) Wir wissen aus Satz|12.46, dass Rang(AT) = Rang(A) gilt. Ist A invertier-
bar, so gilt nach Satz Rang(A) = n und somit auch Rang(AT) = n.
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Nach Satz ist somit auch AT invertierbar. Wir zeigen nun, dass X :=
(A~HT die Inverse von AT ist, indem wir die Eigenschaft AT - X = E,
nachpriifen:

AT . X=AT . A HY' =(A " AT=E'=E,,

wobei AT - (AT = (A1 A)T nach Hilfssatz [11.18|(3)| folgt. Also ist
X = (AT die inverse Matrix zu AT, d.h.. (AT)™t = (A~1)T, O

13.3 Die Determinante

In diesem Teilkapitel lernen wir die Determinante fiir beliebige quadratische
Matrizen A in K"*" kennen. Wir werden sehen, dass wir mit Hilfe der Determi-
nante sehr leicht iiberpriifen konnen, ob eine Matrix invertierbar ist.

Wir erinnern uns zunachst an die Determinante von 2 x 2-Matrizen bzw. 3 X 3-
Matrizen, die wir bereits in Kapitel [3 der HM A kennengelernt haben:

a1 a
Fir A = [ b 1’2] gilt:
a2,1 @22
a1 a
det(A) = det ([ b 12}) =0a1,1 022 — 41203 1. (13.2)
(g1 Q22
a11 Aar2 a3
Fir A= |as1 as2 as3| gilt (Regel von Sarrus):

azi1 az2 ass

)

a1 air2 a3
det(A) = det Q21 G292 G23
azi1 az2 33
=0a1,1022033 +A12023031 + A1,30271 032
— 13022031 — (1,1 423032 — (12021 (3 3. (13.3)
Die Tatsache, dass wir nun Matrizen aus K?*? bzw. K3*3 betrachten, macht fiir

die obigen beiden Formeln keinen Unterschied; diese gelten auch fiir Matrizen mit
komplexen Eintragen.

Weiter haben wir in Kapitel [3 der HM A im Kontext der Cramerschen Regel
bewiesen, dass fiir n = 2 und n = 3 gilt: Das lineare Gleichungssystem A X = b
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mit A € R"" ist genau dann eindeutig lésbar, wenn det(A) # 0 ist.
Auch die Cramersche Regel fiir n = 2 und n = 3 gilt fir Matrizen A € C"*"
mit komplexen Eintrigen, wenn A X - b eindeutig losbar ist. Wir wissen aus
der HM A, dass sich dann die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
mittels der Cramerschen Regel mit Hilfe der Determinante berechnen lasst.

Zusammen mit Satz und dem Wissen iiber den Rang einer Matrix aus Teilka-
pitel erhalten wir somit fiir A € K" mit n = 2 oder n = 3 die folgenden
aquivalenten Aussagen:

(i) det(A)#0
(ii) A ist invertierbar.
(iii) Rang(A)=n

)
)
(iv) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.
(v) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.

)

(vi) Das lineare Gleichungssystem A X = b ist fiir jedes b ¢ K" eindeutig
16sbar.

Wir werden jetzt det(A) auch fiir n > 4 definieren, und wir werden sehen, dass
die obigen Aquivalenzen dann fiir Matrizen in K"*" mit beliebigem n gelten (siehe

Satz [13.26] weiter hinten).

Definition 13.15. (Determinante — Laplacescher Entwicklungssatz)

Sei A = [a;;] € K" mit n > 2. Dann definieren wir die Determinante
det(A) ,rekursiv durch Entwickeln nach einer beliebigen Zeile: Durch
Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

det(A) := i(—l)”k a;, det(Az). (13.4)

Alternativ kénnen wir die Determinante det(A) ,rekursiv® durch Entwickeln
nach einer beliebigen Spalte definieren: Durch Entwicklung nach der
k-ten Spalte erhalten wir

det(A) == f:(—n”k aix det(Apy). (13.5)

1=1

Sowohl in (13.4) als auch in (13.5) ist A diejenige Matriz in K(=Dx(n=1)
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die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte entsteht, also

a1 o Q1k-1 1 k+1 -+ Q1np
A~ — ai—11 - Aj—1k-1 Ai—1k+1 " Qi—1n
i,k Qig11 " Qg1 k-1 Qiplh+1 - Qigrln
Qp1 - OGpk—1 pk+1 - Qpn

Bemerkung 13.16. (Laplacescher Entwicklungssatz)

(1)

Mit der ,rekursiven“ Berechnung ist Folgendes gemeint: Indem wir
die Formel bzw. erneut anwenden, kénnen wir dann eben-
falls det(Aaﬂ) berechnen. Wir wiederholen diesen Prozess solange, bis wir
irgendwann nach Streichen von Zeilen und Spalten Matrizen in K™*" mit

n = 3 oder n = 2 erhalten, deren Determinante wir bereits mit (13.3)
bzw. ({13.2)) berechnen konnen.

Wichtig ist die (nicht offensichtliche) Information, dass die Formeln
(13.4) und ((13.5)) fiir jedes ¢ bzw. k den gleichen Wert fiir die De-
terminante det(A) liefern.

Mit der Definition det(A) := ay; fiir die Determinante einer 1x 1-Matrix
A = [ay ] gilt der Laplacesche Entwicklungssatz auch fiir n = 2.

Fir n = 2 bzw. n = 3 liefert der Laplacesche Entwicklungssatz jeweils

die gleiche Formel wie (13.2)) bzw. (13.3) (siehe auch Spezialfall [13.18
bzw. Spezialfall |13.19)).

In der Mathematik wird die Determinante eigentlich anders iiber Permu-
tationen eingefiihrt. Die Formeln und treten dann als Satz,
der sogenannte Laplacesche Entwicklungssatz, auf. Fiir Anwender ist es
aber sinnvoll, die Determinante mit der Formel aus dem Laplaceschen
Entwicklungssatz zu definieren.

Betrachten wir zunéchst vier Beispiele.
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Beispiel 13.17. (Determinante)

(a) Wir wollen die Determinante der Matrix

A_:

~N b+~ =
co Ot N
O O W

mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz berechnen. Wir entwickeln nach
der ersten Zeile und erhalten

det(A) = (—=1)""" - 1 - det ([Z SD HEDT 2 det ([;l SD

+ (=17 . 3 - det ([;1 :D

=(5-9-6-8)—2-(4-9-6-7)+3-(4-8-5-7)
= (45 — 48) — 2 (36 — 42) + 3 - (32 — 35)
=-3-2-(—6)+3-(-3)

=-3+12-9=0.

(b) Wir wollen die Determinante der Matrix

-1 4 2 1
2 1 -2 1
B =
1 0 0 3
| 3 -1 2 -1

mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz berechnen. Wir diirfen uns dabei
aussuchen, nach welcher Spalte oder Zeile wir entwickeln. Da in der dritten
Zeile zwei Eintrage null sind, ist die Entwicklung nach der dritten Zeile vom
Rechenaufwand her besonders giinstig!

4 2 1
det(B) = (—1)>*1 . 1 - det 1 -2 1
-1 2 -1

—1 4 2

+0+0+(=1)*".3. det 2 1 —2
3 -1 2
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Mit der Regel von Sarrus erhalten wir

4 2 1

det 1 -2 1| |=4-(-2)-(-)+2-1-(-1)4+1-1-2
-1 2 -1

—1-(=2)-(-1)—4-1-2—2-1-(-1)
=8—-24+2-2-8+42=0,

-1 4 2

det 2 1 =2||=(-1)-1-244-(-2)-34+2-2-(—-1)
3 -1 2

—2:1-3—=(=1)-(-2)-(-1)—4-2-2
=—-2—-24—-4—-6+2—16 = —5H0.
Also finden wir

det(B) = (—=1)*™ - 1.0+ (=1)**.3.(=50) = 0+ (=3) - (—50) = 150.

(¢) Wir wollen die Determinante der Matrix

21 14
10 —1 2
C —
43 01
-1 2 3 0]

berechnen und entwickeln dazu nach der dritten Spalte:

det(C)
10 2 \ 2 1 4
= (—=1)"3 .1 det 4 3 1| | + (=1 (=1) - det 4 31
~1 20 ) 120
( 2 1 4] 2 1 4
4+ (=1)* .0 - det 102 |+ (-D*.3.det| |1 0 2
\ 120 431

=1-(040416+6—-2-0)+1-(0—-1+32+12—-4—-0)
+0+(=3)- (0+8+12—-0—-12—1)
=20 + 39 — 21 = 38.
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(d) Die Determinante der Matrix

D —

o= O oW
w
Njw O N

berechnet man an einfachsten durch Entwicklung nach der zweiten Spalte
(oder der zweiten Zeile):

det(D) = (—1)*"2. 3 - det ([

NI~ N
Ol NI
1
N——

I

o
VR
= ©

|
N
N—

I

W

[\)

I

&

Als weiteres Beispiel und als Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes
wollen wir die Formeln fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix und einer 3 x 3-
Matrix mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz herleiten. Daran sehen wir, dass

(13.2) und ((13.3)) nur Sonderfille der allgemeinen Definition (13.15[sind.

Spezialfall 13.18. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)

Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz finden wir fiir die Determinante der
beliebigen 2 x 2-Matriz
ay, a
A — [ 1,1 1,2}

a1 Q22
ber Entwicklung nach der ersten Zeile
det(A) = det ([al’l a1,2]> = (=) ay; det(A) + (—1)"?ar 2 det(As)
21 G292 ’ ’

= a1 det(Aﬁ) — 1.2 det(A/\) (136)

12

Die beiden Matrizen Ay und A erhalt man jeweils durch das Streichen der
ersten Zeile und der ersten bzw. zweiten Spalte; also gilt

A = az] und A = aza].

Definieren wir nun die Determinante einer 1 X 1-Matriz, also einer reellen
oder komplexen Zahl, als diese Zahl selber (vgl. auch Bemerkung 1(3)),

so haben wir

det(Ay) = azp und det(A) = ag;.
FEinsetzen in liefert

11 Q12
det = a1, 022 — (12021,
21 Q22
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und dieses ist gerade die Formel (13.9).

Spezialfall 13.19. (Determinante einer 3 x 3-Matrix)

Wir wollen nun die Regel von Sarrus mat Hilfe des Laplaceschen Ent-
wicklungssatzes herleiten. Fir eine beliebige 3 x 3-Matrix

ay1 air2 a3
A= lay azs asy

9

azi1 az2 33

)

finden wir durch Entwicklung nach der ersten Zeile

a1 a1 a3

a a
det(A) = 21 Q22 G23 = (—1)1+1 ay1 det <[ 22 2’3]>
az2 ass3

asy1 Q32 as3

+ (—1)1+2 12 det ([CL?J a2’3]> + (—1)1+3 a3 det <[a271 CLZQ])

azi1 33 azi as?2

= a1,1 (CL2,2 azz3 — a3 a3,2) —a12 (CL2,1 a3z — a3 a3,1)
+ a3 (a2,1 az2 — a2 a3,1)

=da110G220a33 — Q11023032 — A120a210A33
+a12a23a31 +a130210a32 — 413022031

= a1,1022033+ a12023031 + G1,30271032

— 13022031 — A11023032 — 412021033,

und wir erhalten in der Tat die Regel von Sarrus (13.5).

Als Letztes untersuchen wir den Fall von unteren bzw. oberen Dreiecksmatrizen.

Hilfssatz 13.20. (Determinante von unteren bzw. oberen Dreiecks-
matrizen)
Sei A = [a;1] € K™ mit n > 2 eine untere Dreiecksmatriz bzw. eine
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obere Dreiecksmatrix, also

aiq; 0 e 0 _Cl1,1 a2 - Qip
asy @ e : 0 aze
A= | T baw. A=
T T 0 An—1,n
_an 1 an,n—l an,n_ | 0 0 An.n ]
Dann qilt
det(A) =a11-a22 ... Apn, (137)

d.h. die Determinante ist das Produkt der Eintrdge auf der Diagonalen
(von links oben nach rechts unten) der unteren bzw. oberen Dreiecksmatriz.

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung von Hilfssatz [13.20)]

Beispiel 13.21. (Determinante von unteren/oberen Dreiecksmatrizen)

Gegeben seien die Matrizen

1 0 --- 0] [ 2 0 0 0] 1 3 -7 9]
S 3 -5 0 0 0 100 2 —13

E, = 01 |, A= . B=
Lo 0 13 —19 4 0 0 0 3 —11
0 - 0 1] -7 1017 23 1 0 0 0 5]

Die Matrizen A und E,, sind untere Dreiecksmatrizen, und die Matrix B ist eine
obere Dreiecksmatrix. Also konnen wir Hilfssatz [13.20] anwenden und finden

det(E,)=1-1-...-1=1,
n-mal

det(A) =2 (=5)-4-1 = —40,
det(B) = (—1) - 100 - 3 - 5 = —1500.

Zuletzt beweisen wir Hilfssatz [13.20] mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssat-

VASSR

Beweis von Hilfssatz [15.2(): Wir geben den Beweis mit vollstdndiger Induktion
iiber n fiir n > 2, und wir betrachten nur obere Dreiecksmatrizen. Der Fall unterer
Dreiecksmatrizen kann analog behandelt werden.
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(IA) n = 2: Sei A eine beliebige obere Dreiecksmatrix in K?*2, also
iy ai2
A = :
0 a2 2

Nach der Formel ((13.2)) fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix finden wir
det(A) = CL1’1 : CLQ,Q — CL172 -0 = CL171 . CL272. v

(IS) n ~ n + 1: Sei A eine obere Dreiecksmatrix in K" +D*(+1) " also

al’l o« o o o o o a/17n+1
0 a2 -+ agp+1
A — b ‘ 7.
0 e 0 An+1,n+1

Dann entwickeln wir die Determinante von A nach der ersten Spalte und erhalten

a/2,2 ce e e a2’n+1
0 e N
det(A) = (—=1)"*! ap, - det I (13.8)
——— :
=1 0 0 Ap4+1,n+1

n X n-Matrix

Nach der Induktionsvoraussetzung finden wir fiir die Determinante der verblei-
benden n X n-oberen Dreiecksmatrix

a272 o . e “ e e a2’n+1
0 azz -+ azn+1
det . . . =22 -a33 " ... Apntln+l-
0 e 0 An41,n+1
Einsetzen in ([13.8)) liefert nun
det(A) =a11-az2-a33- ... Gpyin+tl,
und wir haben bewiesen, dass die Formel ((13.7)) auch fir n + 1 gilt. O

13.4 Rechenregeln fiir Determinanten

In diesem Teilkapitel lernen wir wichtige Rechenregeln fiir Determinanten kennen.
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Satz 13.22. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil I)
(1) det(A - B) =det(A) - det(B)  fiir alle A,B € K"*".
(2) Falls A invertierbar ist, gilt det(A) # 0, und

1

det(A™) = det(A)

(3) det(AT) = det(A) fiir alle A € K™,

Beweis von Satz[13.22:

(1) Diese Formel werden wir nicht beweisen.
(2) Ist A invertierbar, so gilt A - A~! = E, und nach Rechenregel folgt

1 =det(E,) =det (A-A™") =det(A) - det(A™).

Daraus folgt insbesondere, dass det(A) und det(A™!) beide ungleich null
sein miissen (sonst wire die rechte Seite gleich null), also det(A) # 0 und
det(A™1) # 0. Division durch det(A) # 0 liefert nun die gesuchte Formel.

(3) Diese Formel kann man mit vollstdndiger Induktion iiber n > 2 beweisen,
indem man det(A) nach der ersten Zeile entwickelt und det(AT) nach der
ersten Spalte entwickelt. ]

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 13.23. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil I)
(a) In Beispiel [13.17][(a)l haben wir berechnet, dass fiir die Matrix

123
A=14 56
789

gilt det(A) = 0. Nach Satz [13.22 folgt nun fiir die zu A transponierte
Matrix

AT =

W N =
S Ot
© o0

dass gilt det(AT) = det(A) = 0.
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(b) Wir wollen die Determinante der Matrix

3 1
10—
_ 1
B=] 03 0
1 3
-1 0 i
berechnen. Nach Beispiel [13.12)[(b)] wissen wir, dass B die inverse Matrix
der Matrix
3 0 1
2 2
D=0 30
1 3
2 U3

ist. Deren Determinante haben wir bereits in Beispiel [13.17|[(d)| berechnet
und fanden det(D) = 6. Also gilt nach Satz [13.22]|(2)| wegen D = B! und

(B')'=B

1 1

1
" det(BY)  det(D) 6

det(B)

(c) Die Determinante der Matrix

2 3 1
02 2 123 20 —3
3 7 1
325 789 [-10 3

ist nach Satz [13.22[(1)| und Beispielen (a) und (b)

det = det(A -B) =det(A)-det(B)=0-—-=0.

1
6

W wIw O
wW|Co WUt WIN
(G2 S NTEN B \O)

Zur Motivation des nachsten Satzes iiberpriifen wir einige wichtige Eigenschaften
der Determinante fiir den Fall n = 2. In Folgenden sei also A € K?*2 immer

A — [am a1,2] .

a1 G2

e Vertauscht man zwei Zeilen (oder Spalten) von A, so dndert sich das Vor-
zeichen der Determinante:

21 Q22
det ( [a 4 ] ) = CL2,1 al’g—ag’g al,l = — [al,l CL272—CL1’2 CL271] = — det(A)
1,1 1,2
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e Einen gemeinsamen Faktor A € K einer Zeile (oder Spalte) darf man aus

det(A) herausziehen:

A A
det ( [ a1 a1’2:| ) =\ 11022 — A 12 a21

a1 G2

3

= A (CL171 292 — 12 Clg,l) = A det(A)

Insbesondere gilt det(XA A) = A% det(A).

e Wird zu einer Zeile (oder Spalte) von A ein Zeilenvektor b! = (b1 o]

1

]) addiert, so gilt
C2

(bzw. ein Spaltenvektor ¢ = [

b b
det <|:a1,1+ 1 a12+ by

]) - (al,l + bl) a2 — (a1,2 + bg) a1
a21 az 2

= (CL171 292 — A1.2 az,l) + (bl 29 — by a2,1)
a a b b
=t (Lo ] 9o ([ o))
a1 a22 a1 A22
ai a2
det ([ ]) = a1 (CL272 + bQ) — a2 (CL271 + bl)

as1 + by ags + bo

= (@171 22 — Aa12 a2,1) + (al,l by — ay2 bl)
a a a a

_ det ([ 1,1 1,2]) det <[ 11 1,2])7
21 G292 by by

und analog fiir den Fall mit Spalten statt Zeilen.

Addiert man das p-fache einer Zeile zu einer anderen Zeile, so dndert sich
die Determinante nicht:

a1 a9
det ’ ’ =dai1 a/2,2+/,La,1,2 — Q19 a21+1ua11
<[a2,1+ua1,1 az,2+ua172D 1 ) 2 (as, 1)

=qa11 022 — a1 a1 = det(A),

a1+ pazyr ar2+ pazp
det
a21 a2 9

] ) = (11 + pasy)ags — (a12 + pLasz) asa
=a1,1022 —Q120G21 = det(A)

Analoges gilt fiir die Spalten: Addiert man das p-fache einer Spalte zu einer
anderen Spalte, so dndert sich die Determinante nicht.
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e Nach den Voriiberlegungen zu Beginn von Kapitel gilt fir A € K**%

Die Spaltenvektoren von )

det(A) =0 <= Rang(A)<2 <= ( A sind linear abhangig.

Die Rechenregeln, die wir oben fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix iiberpriift
haben, gelten auch fiir Matrizen in K™ mit beliebigem n > 2.

Satz 13.24. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil II)

Sei A € K" ". Zur Formulierung der nachfolgenden Rechenregeln fiir die
Determinante schreiben wir A auch als

mit  den  Spaltenvektoren  §1,S5,...,8, bzw. den  Zeilenvektoren

2> 2T

z17, 757, ..., Z," von A. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(4) Beim Austausch zweier Zeilen bzw. Spalten von A wechselt det(A) das
Vorzeichen.

(5) Fiir jedes A € K und jedes i,k € {1,2,...,n} gilt

a7y ([E )
zZi 1! Zi 1
det | [A-z7| | =)-det z,! = X -det(A),
Zit! Zil
\L %7 ]/ \L#" )
det([§{ Sk__T )\.S—kf Sﬁf S—n)]>
= A-det ([ST -+ Si=1 St Spp1 -- 8p)) = A-det(A).

In Worten: Einen gemeinsamen Faktor A € K einer Zeile (oder Spalte)
darf man aus der Determinante herausziehen.
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(6) Sei b? € K" ein Zeilenvektor und © € K ein Spaltenvektor. Dann
qilt fiir jedes i =1,2,...,n

(1]

—>T — 5T
Z; zi_lT Z;
—> > —>
det | |z7 +bT| | =det z,’ + det b’ :
—>T —>' T —>T
Zi+1 Zi+1 Zi+1

\[ zr )

und fir jedes k =1,2,...,n gilt

det ([T -+ &1 57+ T Sp1 - 5))
et ([§ - 87 & st 5]
+det ([T -+ 87 € St - 8])

(7) Sei u € K. Die Addition des p-fachen der i-ten Zeile (oder Spalte) von
A zur k-ten Zeile (oder Spalte) von A dndert den Wert von det(A)
nicht, wenn i # k ist.

(8) Sind zwei Zeilenvektoren bzw. zwei Spaltenvektoren von A linear ab-
hédngig, so gilt det(A) = 0. Insbesondere: Wenn eine Zeile (oder Spalte)
von A der Nullvektor ist, so gilt det(A) = 0.

Die Regeln [(4)| bis [(8)] aus Satz kann man benutzen, um die Determinante
einer Matrix konkret zu berechnen: Bei , und handelt es sich um ele-
mentare Zeilenoperationen bzw. um elementare Spaltenoperationen, mit
Hilfe derer man die Matrix, deren Determinante berechnet werden soll, vereinfa-
chen kann. Um elementare Zeilenoperationen oder elementare Spaltenoperationen
an der Matrix anzugeben, nutzen wir wieder die in Teilkapitel eingefiihrte
Notation. Die Spalten der Matrix bezeichnen wir dabei mit Si, S5, ..., S, und
notieren elementare Spaltenoperationen analog zu den elementaren Zeilenopera-
tionen.

Natiirlich kann man die Regeln , und aus Satz [13.24] auch zusammen

mit dem Entwicklungssatz von Laplace verwenden, indem man die Matrix zu-
néchst geeignet mit den Regeln |(4), |(5)| und |(7)| vereinfacht und danach nach
einer geeigneten Zeile oder Spalte entwickelt.
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Wir iiben dieses an einigen Beispielen.

Beispiel 13.25. (Berechnung der Determinante)

(a) Wir verwenden elementare Zeilenoperationen (d.h. die Regeln|(4)),[(5)[und |(7)|

aus Satz [13.24]), um die Matrix

21 14
10 —1 2
43 01

-1 2 3 0]

auf obere Dreiecksgestalt zu bringen und anschlieffend ihre Determinante
leicht mit Hilfssatz berechnen zu konnen.

det(A) = det
Z1<—)Z2 [
Z4—>% Zy
X 2. det
ZQHZ4
= 2-det

S O O =

1
0
0
0

—_— W = O

S O = O

o w O

e S O

2

=2.1-1-1-19 = 38,

1 4]
~1 2
0 1
3 0]
,
0
—7
1_
2]
1
~10
~1

1 —71—2 75
Zs—Z3—4 Zs
Ia— L+ 2o
1

det

Lo—yLo—

Z3—>Z3 3 Z4

—2 - det

Z4—)Z4
1

2 Zs
2 - det

01
10
0 3
0 2
(1
0
0
\ |0
1
0
0
0

wobei wir im letzten Schritt Hilfssatz [13.20] benutzt haben.

Wir hétten die Determinante auch wie folgt berechnen konnen

det(A) = det

B = N

—_

N W O =

1 4
-1 2
01
30

Zl—>Zl -2 ZQ
Z3—L3—4 7o
Z4—>Z4—|—Z2
1

det
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Entwicklung
nach der
1. Spalte 1 3 0
X 04 (=11-det| {34 7] | +0+0
2 2 2
Zg—)% Z3 1 3 0
£ 2.det| |34 -7||=-2-4-2140-0+7—9) =38
11 1

(b) Wir verwenden elementare Spalten- und Zeilenoperationen (d.h. die Regeln
[(4), [(5)] und |(7)| aus Satz [13.24)) und gegebenenfalls den Laplaceschen Ent-
wicklungssatz, um die Determinante der Matrix

(4 3 0 1]

9 723
B =

4 021

3 —1 4 0]

zu berechnen. Wir gehen wie folgt vor (es gibt viele andere Varianten die
zum Ziel fiithren):

430 4 30 1
o 723/ |7P” 9 713
B) = X 9.
det(B) = det i 091 det 4 011
3 —1 4 0] 3 -1 20
([0 3 -1 0])
&*f‘%z I BERE R I
- “fTla o 11
\|[3 -1 2 0]/
Entwicklung

e (9 13
X042 (=) 3 det | [4 11
320

3
1| | +0
0
——6-(0+3+24—9—-18—-0)—2-(0+21 —12—0+9—0)

=0—-2-18 = —-36.
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(¢) Wir wollen die Determinante der Matrix

1 2 —-10
-1 -2 3 2
C= 5 =7 11
| —10 14 0 0
berechnen:
1 2 —1 0]
-1 -2 3 2
det(C) = det e 711
_—10 14 0 O_
ZQ*)ZQ+Z1 _1 2 _]_ O_
I I -t S T B s
_O 0o 2 2_

wobei die Determinante der neuen Matrix nach Regel [(8)|in Satz [13.24] null
ist, da der zweite und vierte Zeilenvektor linear abhéngig sind.

13.5 Einige Anwendungen von Determinanten

Als Erstes halten wir einen Satz fest, den wir zu Beginn von Teilkapitel
bereits fiir den Fall n = 2 und n = 3 formulieren konnten.

Satz 13.26. (dquiv. Charakterisierungen invertierbarer Matrizen)
Fiir A € K™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) det(A) #0
(ii) A ist invertierbar.
(117) Rang(A) =n
(iv) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.

(v) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(vi) Das lineare Gleichungssystem A X = b ist fir jedes b e K" eindeu-
tig losbar.
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Durch Bilden der Kontraposition (vgl. Anhang [B]im Skript der HM A) folgt, dass
die Verneinungen der Aussagen aus Satz [13.26] &quivalent sind.

Folgerung 13.27. (aus Satz (13.26))

Fiir A € K™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) det(A) =0
(1) A ist nicht invertierbar.
(111) Rang(A) <n
(iv) Die Spalten von A sind linear abhdngig.
(v) Die Zeilen von A sind linear abhdngig.

(vi) Es gibt mindestens ein b ¢ K", fir das das lineare Gleichungssystem
A X = b nicht lésbar oder nicht eindeutig losbar ist.

Beweis von Satz[13.24:

e Aus Satz zusammen mit Bemerkung [12.41] erhalten wir, dass Aussagen
bis dquivalent sind. Wir zeigen nun noch [(i)] <= [(iv)]

e [Beweis von — [(i): Sind die Spaltenvektoren von A linear unabéngig,
so ist das lineare Gleichungssystem A X = 0 eindeutig losbar und wir
konnen die Matrix mit elementaren Zeilenumformungen in die reduzierte
Stufenform bringen. Die Determinante der reduzierten Stufenform ist 1, und
nach Satz[13.24]ist det(A) ein Vielfaches (mit Faktor # 0) der Determinante
der Matrix in reduzierter Stufenform. Somit gilt det(A) # 0.

e Beweis von (i) = [(wv): Statt ,det(A) # 0 = Die Spalten von A sind
linear unabhéngig.”“ zeigen wir die dquivalente Aussage ,Die Spalten von
A sind linear abhéngig. = det(A) = (0“. Seien also die Spaltenvekto-
ren von A linear abhangig. Dann konnen wir durch elementare Spalte-
numformungen eine Matrix A erzeugen mit einer Spalte, die der Nullvek-

tor ist. Nach Satz |13.24]|(8)| gilt dann det(A) = 0 und nach Satz [13.24

~

det(A) = p det(A) = - 0 = 0 mit einem p € K\ {0}. O

Der vorige Satz liefert viele wichtige Anwendungen. Betrachten einige dieser An-
wendungen mit zugehorigen Beispielen.
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Anwendung 13.28. (Bilden n Vektoren in K" eine Basis von K"?)

. — —> — .
Aufgabenstellung: Gegeben seien n Vektoren vi,vs,...,v, in K". Ist
(Vl, Vo, ... ,Vn) eine Basis des K7
.o . . —> —> B B
Lésungsansatz: Wir schreiben v, va, ..., v, als Spaltenvektoren in eine n x n-

Matrix A und berechnen die Determinante.
o Ist det(A) # 0, so sind v1, Vs, ..., Vv, nach Satz[13.26linear unabhingig
und bilden somit eine Basis von K".

e Ist det(A) = 0, so sind v1,v3,...,Vv, nach Folgerung [13.27] linear ab-
hangig und bilden somit keine Basis von K".

Beispiel 13.29. (Sind 3 gegebene Vektoren in K* eine Basis von K37)

1 4 7
Ist | |2], 5], |8] | eine Basis von R3?
3 6 9
1 47
Aus Beispiel [13.23|(a)| wissen wir, dass gilt det | |2 5 8| | =0
369
1 4 7
Also sind die Vektoren [2], |5]|, | 8| nach Folgerung (13.27
3 6 9
1 4 7
linear abhéngig, und somit ist 21,15], 1|8 keine Basis von R3.
3 6 9

Anwendung 13.30. (Ist eine Matrix invertierbar?)
Aufgabenstellung: Gegeben sei eine Matrix A € K™, Ist A invertierbar?

Lésungsansatz: Wir berechnen det(A).

e Gilt det(A) # 0, so ist A nach Satz |13.26] invertierbar.
e Gilt det(A) =0, so ist A nach Folgerung (13.27| nicht invertierbar.
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Beispiel 13.31. (Ist eine Matrix invertierbar?)

Ist die Matrix A = invertierbar?

W N =
S Ot e
© 0o =3

Aus Beispiel |13.23]|(a

~—

S NS I
© 0
I
-

1
wissen wir, dass gilt det | |2
3

Somit ist die Matrix A nach Folgerung [13.27| nicht invertierbar.

Wir lernen noch weitere Anwendungen der Determinante sind.

Satz 13.32. (Formel zur Berechnung der inversen Matrix)

Ser A € K™ mit det(A) # 0, d.h. A st invertierbar. Sei C = [¢; ] € K"*"

gegeben durch |
cip = (—1)"". det(A).

Dann gilt
-1 _ I
det(A)
Fiir den Spezialfall n = 2 erhalten wir die folgende Formel:
a 0] 1 d —]" 1 d —b
— : = : . (13.9)
c d ad—bc |—b a ad—bc |—c a

Beispiel 13.33. (Berechnung der Inversen mit Satz |13.32)

. . 1 2]
a ur die allrlx = 1
(a) Fiir die Matrix A {3 4] gilt

det(A):det<E) i]>:1-4—2-3:4—6:—27§0,

und somit ist A invertierbar. Mit (13.9)) finden wir die Inverse

A B



13. Quadratische Matrizen

(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

127

01 —4
(b) Fiir die Matrix A= |1 2 —1| gilt
11 2
01 —4
det(A)=det | |1 2 1| | =0-1-4+8+0-2=1+0,
11 2

und somit ist A invertierbar. Mit Satz finden wir die Inverse
det(Ay) —det(Am)  det(Am)]"
A= S det(Ag)  det(Ag) —det(Agy)
det(A?ﬁ) — det(A@) det(A@)

L[5 -3 g 5 —6 7
— |6 4 1| =8 4 -4
7 —4 —1 11 -1

wobei wir die det(A ) mit der folgenden Nebenrechnung bestimmt haben:

5 1]
det(Aﬁ):det< ) =4+4+1=25,

det(Aps) = det ) =2+4+1=3,

12
—1-2=—1,
i)

):2+4:a

(
(
(1
stz =ae([! ) =0 4-s
i
(
(
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01
det(Agz) = det ([1 2]) =0—-1=-1.

Als Letztes lernen wir die Cramersche Regel (vgl. Kapitel [3{im HM A Skript)
fiir beliebiges n > 2 kennen.

Satz 13.34. (Cramersche Regel)
Seien A € K™" mit det(A) # 0 und b € K". Dann ist das lincare Glei-
chungssystem A X = b eindeutig l6sbar. Die Lisung
]
— X2
X =
[T
lisst sich wie folgt berechnen: Sind ay,as, ..., a, die Spaltenvektoren von A,
so qilt
([ @& a)
= det(A) ’
(@ B @ )
= det(A) ’
B det([zi’ a - a, ] l—))])
= det(A)

Die Cramersche Regel fiir n = 2 bzw. n = 3 erhalten wir als Sonderfall von Satz
13.34] In Kapitel |3 der HM A haben wir bereits diverse Beispiele zur Anwendung
der Cramerschen Regel fiir n = 2 und n = 3 kennengelernt.

13.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Teilkapitel lernen wir die neuen Begriffe des Eigenwertes und Eigenvek-
tors einer quadratischen Matrix kennen.
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Definition 13.35. (Eigenwert und Eigenvektor)
Sei A = [a;;] € C". X\ € C heifst ein Eigenwert (EW) von A, falls
X € C"\ {0} emistiert mit

AX =)X. (13.10)

Ein X € C"\ {6}, das (13.10) erfillt, heifit ein Eigenvektor (EV) zum
FEigenwert \.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 13.36. (Eigenwert und Eigenvektor)

3 00
Die Matrix A = |0 —4 0| hat die Eigenwerte A\ = 3 und Ay = —4, denn
0O 03

0 3 00 0
Al =10 —4 0| |1| =|-4|=-4]1
0 0 0 3| |0 0
1
Also ist x7 = |0| ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3,
0
0
und x5 = | 1| ist ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —4.
0
7
Auch 7x] = |0] ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3, denn

0
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7 3 0 0] |7 21 7
A|0]=1|0 —4 0] |0]=|0]=3]0
0 0 0 3| |0 0 0
0
Wir sehen, dass weiter auch x3 = |0| ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 3 ist,
1
denn
0 3 00| (0 0 0
A |0l =10 —4 0] |0] =|(0] =310
1 0 0 3| (1 3 1

) 1 0
0| =-2-10| +5-|0| =-2x+5%,

5 0 1
) 3 00| [-2 6 )
Al ol=1]0o—-40|l]| 0ol=]| ol=3]| o0
5 0 03] 5 15 5

Am vorigen Beispiel sehen wir, dass eine Matrix mehr als einen Eigenwert haben
kann, und dass zu einem Eigenwert mehrere Eigenvektoren existieren konnen.
Fiir \; = 3 haben wir sogar zwei linear unabhiingige Eigenvektoren X7 und X3
gefunden. Aufgrund unseres Beispiels vermuten wir:

e Vielfache a ¥ mit a # 0 von einem Eigenvektor X zu einem Eigenwert \
sind ebenfalls Eigenvektoren zu demselben Eigenwert \. In der Tat gilt

AaX)=a(AX)=a(AX)=)(aX).

e Nicht-triviale Linearkombinationen o X + 8y # 0 von Eigenvektoren X
und y zu demselben Eigenwert ) liefern wieder einen Eigenvektor zu diesem
Eigenwert. In der Tat gilt

A(aX+8Y)=AaX+ABy=aAX+[AY
za/\§)+ﬁ)\§f’:/\(a}?+ﬂ§7).

Unsere Untersuchungen im Rahmen des vorigen Beispiels fiihren uns zu dem Be-
griff des Eigenraums eines Eigenwertes.
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Definition 13.37. (Eigenraum eines Eigenwertes)

Sei A = [a; ;] € C", und sei A € C ein Eigenwert von A. Wir nennen die
Menge
Ea()) = {eC" : AZ =A%)

den Eigenraum zum Figenwert . Ea(X) enthdlt alle Eigenvektoren zu \ und
den Nullvektor 0. Wegen

AX =)%X — AX-AE,X=0 — (A-AE,)X =0

ist also Ea(N\) = L[A—AEnlﬁ)] die Losungsmenge des homogenen linearen Glei-

chungssystems (A —AE,) X = 0 und somit ein Untervektorraum von

Cc.

Wir kennen nun zwar Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume aber noch wis-
sen wir nicht, wie man diese berechnet. Dieses wollen wir jetzt untersuchen:

Ist A ein Eig_;)enwert von A € C"™" so hat die Gleichung A X = \ X eine Losung
X € C*\ {0}. Wir schreiben diese Gleichung wie folgt um:

AX=AX% < AX-)E,X=0 << (A-)AE)X=0

Die Gleichung (A —\E,) X = 0 hat immer die triviale Losung X = 0. Sie hat

genau dann weitere Losungen X # 6, wenn det (A —\E,) = 0 ist. Also
gilt:

A € C ist Eigenwert von A € C"*" — det (A — AE,) = 0.
Wir halten diese Erkenntnis als Satz fest.

Satz 13.38. (Bestimmung der Eigenwerte)

Ser A € C™". Die Eigenwerte X von A sind genau die Losungen der cha-
rakteristischen Gleichung

det (A — AE,) = 0. (13.11)

pa(A) = det (A — )\En) ist eine komplexe Polynomfunktion n-ten Grades,
und man nennt pa das charakteristische Polynom von A. Nach dem Fun-
damentalsatz der Algebra (siehe Satz Kapitel |4 im Skript der HM A)
hat pa genau n nicht notwendigerweise verschiedene komplexe Nullstellen,
d.h. hat genau n nicht notwendigerweise verschiedene komple-
xe Losungen.
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Jetzt haben wir alle Informationen, um die Eigenwerte, zugehdrigen Eigenvektoren
und Eigenrdume einer Matrix A € C"*" praktisch zu berechnen.

Methode 13.39. (Bestimmung der Eigenwerte und Eigenrdume)

Zur Bestimmung der Eigenwerte und der zugehorigen Eigenrdume einer Ma-
trix A € C"™ gehen wir wie folgt vor:

(1) Da alle Figenwerte Lisungen der charakteristischen Gleichung
det (A — )\En) = 0.

sind, bestimmen wir die Losungen dieser Gleichung. Dieses lie-
fert uns n nicht notwendigerweise verschiedene komplexe Eigenwerte

ALy A2y ooy A

(2) Fiir jeden Eigenwert \; bestimmen wir anschlieffend alle Losungen des
linearen Gleichungssystems

(A-\NE,)X=0, (13.12)

denn (A — N\ En) X=0 «— AX= \i X. Die Menge der Losungen
von bildet den Eigenraum FEa(N;), und alle nicht-trivialen
Lésungen von sind Eigenvektoren von A zum Eigenwert \;.

Beispiel 13.40. (Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume)

(a) Berechnen wir die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume der Matrix

3 00
A=10 -4 0
0 03

aus Beispiel [13.36] nun systematisch.

(3 0 0 100
det (A —AE3) =det | [0 —4 0| —A [0 1 0
0 0 3 00 1
(3—\ 0 0 \
= det 0 —4—X 0
0 0 3—)\)
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=B=N(4=0)B -1 =B-1)(-4-N),

und wir lesen die Eigenwerte A; = 3 (mit der algebraischen Vielfachheit 2)
und Ay = —4 ab.

Fir Ay = 3 finden wir

3 00 100
(A-3E)X=0 < [[0 —40[-3]|010
001

X=0
0 03
3-3 0 0 | 0 00
— 0 -4-3 0 |®=0 < |0 -7 0/X=0,
0 0 3-3 0 00

und wir haben nur eine nicht-triviale Gleichung —7 x5 = 0, also x5 = 0. Wir
setzen 1 = o und z3 = [ und erhalten somit den Eigenraum von A\ = 3,

also
)
«
Ea(3)=< |0l €C® : a,BeC
5

\

Fir Ay = —4 finden wir

3 — (—4) 0 0
(A—(-4)E;)) X =0 <+ 0 —4-(-4) 0 |[X=0
0 0 3—(—4)
Z1—>%Z1
700 7000 z-iz [100]0
— [000/X=0 < |000|0] <= |oo0o0]lo|,
007 00 710 001|0
und es gilt 1 = x3 = 0. Somit ist der Eigenraum von Ay = —4
0 0
Ea(—4) = |7| €C® : yeCp=L1LH| |1

0 0
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(b) Gesucht sind die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume der Matrix

a=[ 7
Wir berechnen zunéchst
A—)\E, = E _ﬂ —\- [(1) (1)] = lle 1:&} . (13.13)
Also gilt
1—X -1

det(A—)\Eg):det([ , 1_)\]>:(1—)\)2+1:(1—/\)2—j2

== A=) A=A+ =0-7=-NA+j=N),

d.h. det (A — )\EQ) = 0 gilt genau dann wenn A = 1+ j oder A =1 —
ist. Die Eigenwerte von A sind also A\; ;=147 und Ay :=1— 3.

Nun berechnen wir den Eigenraum zu A; = 1 + j: Mit ((13.13)) finden wir

L > 1—(1+ ) 1 N
L A R R
i -1, = —j —110
“— =0 <—
ll—JX 1—AJ

i 1 —510 Zryla 1 —5 |0
1 —j 0 0 o]0/

Wir setzen 9 = p und finden 1 = j x9 = j p. Somit gilt

nasss= ([ e e} ()

Nun berechnen wir den Eigenraum zu Ao = 1 — j: Mit ({13.13]) finden wir
1—(1—-j) —1
1 1—(1—y

;o3 g =10
@ X = <‘:>
1 1 410

(A—(1—)B)R =0 <« [ Jzzﬁ

Zi——i 7 1 5|0l z—z-z 1 710
=L PN .
110 000
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Wir setzen x9 = p und finden 1 = —j 29 = —7 p. Somit gilt

pai-n={[ 7] e wech-un([7])

(¢) Gesucht sind die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume der Matrix

0 —1 1
A=1|-3 -2 3
-2 =2 3
Wir berechnen zunéachst
[0 -1 1 100
A-)NEs=|-3 -2 3| -X|010
-2 -2 3 001
[\ -1 1
=|[-3 -2—X 3 ) (13.14)
—2 -2 3=

Nun berechnen wir das charakteristische Polynom von A mittels Entwick-
lung nach der ersten Spalte (bei der Berechnung von det(A — AE3))

—A —1 1
pa(N) = det (A — /\Eg) = det -3 -2—-X 3
—2 —2 3—A

:(—)\)-det<[_2_;)\ 3:])—“3)'01“({:; 3iAD
R

=X [(=2=NB=N)+6]+3-[-(B=AN)+2] —2-[=3+2+ )]
=AM =N+3A=-1D)-20-D=-XAN-1D+AN-1)
=A==+ =- A=)\ =-1)=—-A-1D*N\+1).
Also gilt

pa(A) =0 = (A=1oder A = —1).

Also sind die Eigenwerte A\; = 1 (mit algebraischer Vielfachheit 2) und
Ag = —1.
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Fiir Ay =1 finden wir mit ((13.14)

~1 -1 1
(A-1-E)X=0 < |-3 33/ X=0
—2 -2 2
—1 -1 1l0] 232957 [-1 -1 10
— |-3 -3 3]0 VEN 0 0 0|0
—2 -2 210 0 001|0
Also gilt mit 2o = a und x3 = §, dass 1 = —x9 + v3 = —a + (. Der
Eigenraum von A; = 1 ist damit
( —Q+/6
Ea(l) =4 o) cC®: a,BeC
| B
([ [-1 1 11 [1
={al| 1| +p5(0leC®: aq,peC)=LH 1,10
0 1 o] |1
\
Fiir Ay = —1 finden wir mit ((13.14])
(A-(-1)-E3)X=0
1 -1 1 1 -1 1]0
= |-3 -13/X%X=0 < |-3 -13]0
—2 -2 4 —2 -2 4|0
725707 [1 -1 1]0] zoz-z [1 -1 1|0
PEN 0 —4 6|0 PEI 0 —4 6|0
0 —4 610 0 001|0
1
Zor =12 L -l 110 =2 +Zs 0 2
S [ )| B 01 -3
0 0 010 0 0

Also gilt mit x3 = ~, dass x1 = %’y und xo = %fy. Der Eigenraum von
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A9 = —1 ist damit

1 1

27 2
Ea(-1)=¢ |3~4| €C’ : yeCp=LH| |3| | =LH

¥ 1

Wir fiithren noch eine weitere Bezeichnung ein.

Definition 13.41. (algebraische/geometrische Vielfachheit eines Ei-
genwerts)

Sei A € C"", und sei \ ein Figenwert von A.

(1) Ist X eine k-fache Nullstelle der charakteristischen Gleichung pa(\) = 0,
so heifit k die algebraische Vielfachheit von \.

(2) Die Dimension dim (Es (X)) des Eigenraums Ea()\) heifit die geome-
trische Vielfachheit von \.

Wir bemerken, dass immer fiir jeden Eigenwert A von A gilt:

(geometrische Vielfachheit von /\) < ( algebraische Vielfachheit von )\).
(13.15)

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele

Beispiel 13.42. (algebraische/geometrische Vielfachheit eines EWs)

(a) Fiir die Matrix aus Beispiel [13.40][(a)],

3 00
A= |0 -4 0],
0 03

fanden wir, dass der Eigenwert \; = 3 die algebraische und geometrische
Vielfachheit 2 hat. Der Eigenwert Ay = —4 hat die algebraische und geome-
trische Vielfachheit 1.

(b) Fiir die Matrix aus Beispiel [13.40[[(b)]

1 -1
A= ,
b
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fanden wir die beiden Eigenwerte \y = 14 7, Ao = 1 — j. Fiir beide Eigen-
werte gilt:

geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit = 1.

Fiir die Matrix aus Beispiel [13.40 ,

0 —1 1
A=|-3 -2 3
-2 =2 3
fanden wir die beiden Eigenwerte A\ = 1, Ay = —1.

Fir Ay = 1 gilt: geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit = 2.

Fiir Ay = —1 gilt: geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit = 1.

2 1

Fiir die Matrix A =
0 2

] berechnen wir das charakteristische Polynom:

pA(A):det<[26)\ 2i)\]>:(2—)\)2—0:(2—)\)2

—> A hat den Eigenwert A = 2 mit der algebraischen Vielfachheit = 2.

Wir berechnen nun den Eigenraum zu A = 2:

(A QE)“’—ﬁ = 01“’—6 = 0110
2) %= 00/ *7 0 0lo|’

und wir lesen ab, dass 9 = 0 und x; € C beliebig ist. Also ist
1 . . .
FEa(2) =LH <[0}) — geometrische Vielfachheit = 1

Hier gilt also fiir den Eigenwert A = 2

geometrische Vielfachheit = 1 < 2 = algebraische Vielfachheit.

Als Letztes halten wir noch einen niitzlichen Satz fest, den wir in Kapitel
benotigen werden.
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Satz 13.43. (EVen zu verschiedenen EWen sind linear unabhingig)
A € C"™" habe genau m < n wverschiedene FEigenwerte. Seien

A, Ao, .. A € C diese m wverschiedenen FEigenwerte von A, und seien
X1,X9, ..., X, € C"\ {0} zugehorige Eigenvektoren, also Ax; = N\ X,
i=1,2,...,m. Dann sind die Vektoren X1,X>, ...,X,, linear unabhdngig.

Beweis von Satz [13.43: Wir zeigen nur, dass zwei Eigenvektoren zu verschiede-
nen Eigenwerten linear unabhéngig sind. Man kann die Idee verallgemeinern und
dann mit vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der betrachteten Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten zeigen, dass m Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten linear unabhangig sind.

. . . . . —> —>
Seien also A1 # Ay zwei verschiedene Eigenwerte von A, und seien Xj bzw. X
jeweils ein Eigenvektor zu A1 bzw. A\y9. Wir betrachten nun

aXi+ X =0. (13.16)

Multiplikation mit der Matrix A von links liefert:

AKX+ A =A0 <= aqMX+elx=0. (13.17)
v v
=M\ X7 =2 X5

Da A; # As ist, muss mindestens einer dieser beiden Eigenwerte von null verschie-
den sein. Wir nehmen an, dass A; # 0 gilt. Wir multiplizieren nun ({13.16)) mit A\
und erhalten

AMX 4+ A% =0. (13.18)
Subtrahieren der Gleichung ([13.18)) von der Gleichung ((13.17)) liefert
02)\2)?2)_02>\1>?2):(_)) e Co ()\2—>\1) )?2) :6 — 02:0,
N—— \/_'f
#0 £0

und durch Einsetzen von ¢y = 0 in (|13.16]) folgt

—
g X1 =0 — c1 = 0.
~

40

Also folgt aus ((13.16]), dass ¢; = ¢o = 0 gelten muss, und wir haben gezeigt, dass
die beiden Eigenvektoren X7, X linear unabhingig sind. ]
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KAPITEL 14

Lineare Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

In Kapitel [9)der HM A haben wir bereits gelernt, wie man lineare Differentialglei-
chungen erster Ordnung 16st. Dieses wird in diesem Kapitel verallgemeinert, und
wir lernen, wie man lineare Differentialgleichungen zweiter und héherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten 16st. Dabei verallgemeinern wir die Ideen, die bereits
in Kapitel [9 der HM A vorkamen, und nutzen unser neu erworbenes Wissen aus
der Linearen Algebra.

In den Vorlesungen wird dieses Kapitel in Absprache mit dem Dozenten der
GET B nach Teilkapitel eingeschoben.

14.1 Einfiihrung zu linearen Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung

In diesem Teilkapitel lernen wir zunédchst die neue Notation und Terminologie
kennen.

Definition 14.1. (lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung)

Ser I C R ein offenes Intervall, sei n € N, und seien ag, ay,...,a,-1,0: 1 —
R stetige Funktionen. FEine Gleichung der Form

v 4 a1 () y "+ ar () Yy + aolt) y = b(t)

143
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heifst eine lineare Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 14.2. (lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung)

(a) 3" + sin(t)y' + cos(t)y = €' ist eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

(b) ¥ — 5y =T ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

(c) yW + %y” = 0 ist eine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung.

Bemerkung 14.3. (lineare DGL n-ter Ordnung in Anwendungen)
Fiir die Anwendungen sind besonders die folgenden Fille interessant:

(1) n=1: y+at)y=0(l) <= y =—alt)y+b()
Dieser Fall wurde bereits in Kapitel [J) der HM A behandelt.
2) n=2: y'+a(t)y +a(t)y = b(t)
(Fiir Anwendungsbeispiele siehe Skript der GET B, Kapitel 7)

Wir lernen nun, was man unter einer Losung einer linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung versteht.

Definition 14.4. (Losung einer linearen DGL n-ter Ordnung)

Es seien die Voraussetzungen und Notation wie in Definition[14.1]. Eine Funk-
tiony : I — R heift eine Losung der Differentialgleichung

Y+ an 1 () Yy 4+ ar (D) Y+ ao(t) y = b(t)

falls

(1) y auf I n-mal stetig differenzierbar ist und

(i1) Y™ () + an 1 () y" V(@) + .+ ar(t) y' (1) +ao(t) y(t) = b(t)  fir alle
t € I erfullt ist.
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Beispiel 14.5. (Losung einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Die lineare DGL 2ter Ordnung ¢” +y = 2¢' hat bespielsweise die Losung

y:R— R, y(t) := sin(t) + cos(t) + €',
denn mit  y/(¢) = cos(t) —sin(t) + €', " (t) = —sin(t) — cos(t) + €' gilt

2

y' 4y = (— sin(t) — cos(t) + et) + (sin(t) +cos(t) + et) =2¢ fiir alle ¢ € R.

Als Letztes lernen wir analog zu den linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung (siehe Kapitel [0 im HM A Skript) auch noch die Begriffe homogen bzw. in-
homogen kennen.

Definition 14.6. (homogene bzw. inhomogene lineare DGL n-ter Ord-
nung)

Es seien die Voraussetzungen und Notation wie in Definition [14.1. Die Diffe-
rentialgleichung

g™ a1 () y" Y + 4 ai(t) Y + ao(t) y = b(t) (14.1)

heifst homogen, falls b(t) = 0 fir alle t € I. Andernfalls heifit sie inhomo-
gen.

Falls eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung st
(also wenn b(t) auf I ungleich der Nullfunktion ist), so nennen wir

y(") + a,_1(t) y(”*l) +.oo+at)y +at)y=0

die zu gehorende homogene lineare Differentialgleichung.

Betrachten wir auch hier zwei Beispiele.

Beispiel 14.7. (homogene bzw. inhomogene lin. DGL n-ter Ordn.)
(a) y® +4ty” +17y =0 ist eine homogene lineare DGL dritter Ordnung.

(b) y" + sin(t)y' + cos(t)y = €' ist eine inhomogene lineare DGL zweiter
Ordnung.

Die zugehorige homogene lineare DGL ist " + sin(¢) ¢’ + cos(t) y = 0.
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14.2 Losungstheorie fiir die homogene lineare Dif-
ferentialgleichung

In diesem Teilkapitel lernen wir die Losungstheorie fiir homogene lineare Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung kennen.

Dabei gelten in diesem Teilkapitel immer die folgenden Voraussetzungen:

Sei I C R ein offenes Intervall, sei n € N, und seien ag,ay,...,a,_1: I — R ste-
tige Funktionen. Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung

y ™+ a1 )y 4+ ai(®) Y + ag(t) y = 0. (H,)

Satz 14.8. (Losungsmenge von (H,))

Die Losungsmenge Ly )y der homogenen linearen Differentialgleichung (H,) ist
ein Untervektorraum des R-Vektorraums C"(I) der n-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen auf I.

Wir beweisen den Satz fiir den Sonderfall n = 2.

Beweis von Satz[14.8 (fir n = 2): Wir betrachten die Differentialgleichung

y" +ai(t)y' +ao(t)y = 0. (Hy)

Sei L,y € C*(I) die Losungsmenge von (H,). Wir verwenden Satz [12.7;

(i) Die Nullfunktion y(t) = 0 fiir alle ¢ € I ist in L), denn

Y () 4+a )y (t)+ao(t)y(t) = 0+ay(t)-0+ag(t)-0=0  fiirallet € I.

(ii) Seien y,z € Lyy,). == y+z€Llm,, denn:

<> <><y+ ><>+ao<><y+z><>
= (5 () + 2"() + ar(t) (5 () + 2'(D) + aolt) (y(t) + (1))

:y() 1) + 1)y <>+al<t> (t) + ao(t) y(t) + ao(t) 2(2)
Y () + <t>y'<>+ao<> y(6) + (1) + an(t) £(0) + ao(t) (1)

~

= :O

(y +2)

=0+0=0 (Well y und z jeweils Losungen von (H,) sind)
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(iii) Seien y € Ly, A €R. = Ay €Lpy,, denn:

(Ay)"(t) + ax(t) (Ay)'(t) + ao(t)(Ay)(t)
= Ay () + ar(t) Ny (t) + ao(t) Ay(t)

=X [y"(t) + ar(t) ¥ (t) + ao(t) y(t)]

o g
~

—0
=A-0=0  (weil y Losung von (H,) ist)

Damit haben wir die drei Eigenschaften eines Untervektorraums nachgewie-
sen und somit gezeigt, dass Ly,) ein Untervektorraum von C2(I)ist. O

Als Untervektorraum des R-Vektorraums C"(I) ist die Losungsmenge Ly ) der
homogenen linearen Differentialgleichung (H, ) selber ein R-Vektorraum. Wir spre-
chen daher im Folgenden auch vom Losungsraum statt von der Losungsmenge.
Welche Dimension hat dieser R-Vektorraum? Die Antwort gibt folgender
Satz, den wir hier nicht beweisen.

Satz 14.9. (Lésungsraum und Fundamentalsystem)

Der Lésungsraum Ly ) von (H,) hat die Dimension n. Eine Basis des
Lésungsraums bezeichnet man als Fundamentalsystem (FS) fir (H ). Es
besteht aus n linear unabhdngigen Lésungen von (H, ).

Spezialfall n = 2: Der Lisungsraum L)) von (H,) hat die Dimension 2.
Jedes Fundamentalsystem fir (Hy) besteht aus zwei linear unabhdngigen Li-
sungen von (H,). Es reicht also, zwei linear unabhdngige reelle Lisungen y
und yo von (Hy) zu finden. Dann ist die reelle allgemeine Losung von (H,)
durch

y: I — R, y(t) = c1yi(t) + coayalt), c1,c2 € R,

gegeben, also

L,y = LH(y1, 1) = {y: T = R, y(t) = coyn(t) + e2u(t) = cr,00 € R},

Beispiel 14.10. (Losungsraum und Fundamentalsystem)

Gesucht ist die allgemeine Losung von
Yy +y=0. (14.2)

Die homogene lineare DGL zweiter Ordnung ((14.2) hat die beiden L&sungen
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y1(t) = sin(t) und yo(t) = cos(t), denn
sin”(t) + sin(t) = cos'(t) + sin(t) = —sin(t) +sin(t) =0  fiir alle t € R,
cos”(t) + cos(t) = —sin'(t) + cos(t) = —cos(t) + cos(t) =0  fiir alle t € R,

Nach Beispiel [12.24][(b)] sind y;(¢) = sin(¢) und yo(t) = cos(t) linear unabhingig.
Also ist (sin(t), cos(t)) ein Fundamentalsystem fiir (14.2). Die allgemeine Lésung
von (({14.2)) ist somit

y:R— R, y(t) = c1 sin(t) + c2 cos(?), c1,c € R,
und der Losungsraum ist
Ln,) = LH(sin(t), cos(t))
= {y 'R — R, y(t) := ¢ sin(t) + o cos(t) : c1,¢9 € R}.

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, da die
Koeffizientenfunktionen a1(¢) = 0 und ag(t) = 1 hier konstant sind. Wie man
im Fall konstanter Koeffizienten(funktionen) ag,as,...,a,-1 € R in (H,) ein
Fundamentalsystem bestimmen kann, lernen wir in Teilkapiteln [14.4] und [14.5]

14.3 Losungstheorie fiir die inhomogene lineare
Differentialgleichung

In diesem Teilkapitel lernen wir die Losungstheorie fiir inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung kennen.

Dabei gelten in diesem Teilkapitel immer die folgenden Voraussetzungen:

Sei I C R ein offenes Intervall, sei n € N, und seien ag,aq,...,a,-1,b: I - R
stetige Funktionen. Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialglei-
chung n-ter Ordnung

g+ ana () y" Y+ a()y + aot)y = b() (IH,,)
und die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

y" a1 () y" TV + L+ a () Y+ ao(t)y = 0. (H,)

Der nachfolgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den Losungen von
(IH,) und (H,) her.
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Satz 14.11. (Zusammenhang zw. den Lésungen von (IH ) und (H,))

Sind w und z Losungen von (IH, ), so ist w — z eine Losung von (H,).

Beweis von Satz|14.11] (fiir n = 2): Seien w und z Lésungen von (IH, ) mit n = 2.
Dann gilt

(w—2)"(t) + ax(t) (w = 2)'(t) + ao(t) (w — 2)(t)
=w'(t) — 2"(t) + ar(t) w'(t) — ar(t) 2'(t) + ao(t) w(t) — ao(t) z(t)
Iw"(t) + a1 () w'(t) + ap(t) w(t) l iz" + a1 (t) 2'(t) + ap(t) z(t)l
— (1) — (1)
=b(t) — b(t) =0. (weil w und z Losungen von (IH, ) mit n = 2 sind)

Also ist w — z eine Losung von (H,) mit n = 2. O

Mit Hilfe von Satz[14.11] ldsst sich nun leicht der folgende Satz herleiten.

Satz 14.12. (Darstellung der Losungsmenge von (IH ))

Kennt man eine spezielle Losung ys von (IH, ) und ein Fundamentalsystem
(y1,92,---,yn) von (H)), so kennt man die allgemeine Lésung von (IH,):

y=yst+cayi+cy+...+cyn mit ¢1,Ca, ..., Cp € R.
Die Losungsmenge von (IH,) ist also

]L(IHn)z{y:yg—i—clyl—l—@yg—l—...—l—cnyn : 01,02,...,cn6R}
—{y=vs+yn : yu €L} (14.3)

Es ist zu beachten, dass die Losungsmenge (14.3) der inhomogenen Differential-
gleichung kein Untervektorraum von C™([) ist.

Den Beweis von Satz [14.12| fithren wir in einer Ubungsaufgabe durch.

Betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel 14.13. (allgemeine L6sung einer inhom. lin. DGL 2. Ordn.)

Gesucht ist die Losung von
y' +y=5.

Mit Inspizieren, sieht man leicht, dass ys : R — R, yg(t) := 5, eine spezielle
Losung ist. (In der Tat gilt y4(t) + ys(t) =0+5=15.)

Aus Beispiel wissen wir bereits, dass
(sin(t), cos(t))
ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Gleichung
Yy +y=0
ist. Nach Satz ist daher
y:R— R, y(t) =5+ ¢y sin(t) + ¢y cos(t), c1,c0 € R,
die allgemeine Losung von y” 4+ y = 5. Die Losungsmenge ist somit

L, = {y:R—R, y(t) :=5+c sin(t) + ¢y cos(t) : c1,c0 € R}

14.4 Homogene lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten: Der Fall n = 2

In diesem Teilkapitel betrachten wir homogene lineare Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (d.h. die Koeffizien-
tenfunktionen ag und a; sind jeweils konstant, also ag(t) = ap und a4(t) = ay fiir
allet € I):

y' +ary +agy =0 (H,)

mit ag, a; € R. Um diese Differentialgleichung zu losen, macht man den komple-
xen Exponentialansatz

Ableiten liefert
y(t)=se  und (1) = s*e.

Einsetzen in (H,) ergibt nun:
sPettarset +age’ =0 — (S2+a18+a0)68t20

= s+ ays+ag=0 (14.4)



14. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
(© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn 151

R

<— 8+2—8+<2
1
7 (a1 —4ap) =0

aq 2

= (+3) -
2

Die Gleichung (14.4)) heifst die charakteristische Gleichung von (H,). Fiir jede

Losung s von ((14.4)) ist e eine Losung von (H,). Wir miissen also (14.4)) 1osen.

Dabei konnen drei Falle auftreten:

e Fall 1: (14.4) hat zwei verschiedene reelle Losungen sp,ss (falls gilt
—4ag > 0)
o Fall 2: (14.4)) hat eine zweifache reelle Losung s (falls gilt a3 — 4ay = 0).
Dann gilt s = —a;/2.

o Fall 3: (14.4) hat keine reellen Losungen (falls gilt a? —4 ag < 0). Dann hat
(14.4]) zwei konjugiert komplexe, nicht-reelle Losungen der Form

si=a+ 7 und So=a—pFj mit o, 8 € R, wobei § # 0.
(Dabei sind «, 8 € R passend zu bestimmen.)

Anmerkung: Andere Félle konnen nicht auftreten, d.h. wir konnen keine ,dop-
pelte” komplexe, nicht-reelle Losung finden und auch keine zwei verschiedenen
komplexen, nicht-reellen Losungen, die nicht konjugiert komplex zueinander sind.
Das sieht man wie folgt: Sie s; € C \ R eine komplexe, nicht-reelle Losung von
(14.4). Dann gilt (indem wir die Gleichung komplex konjugieren)

s%+a151+a0:() <~ s%+a151+a0:0
— s+ asi+a=0
<— S+ si+ag=0 (weil ag, a; € R sind).

Also ist sy := 37 ebenfalls eine Losung von ([14.4). Mehr als zwei verschiedene
Losungen kann es bei einer quadratischen Gleichung nicht geben.

Fall 1 (d.h. a? > 4ay): Die charakteristische Gleichung (14.4) von (H,) habe
zweil verschiedene reelle Losungen sq, so. Dann sind

y1(t) = es1t und yo(t) = e

Losungen von (H,). Da s1 # s9 ist, sind diese Losungen linear unabhéngig. Um
die lineare Unabhéngigkeit von y; und yo nachzuweisen, betrachten wir fiir alle
teR:

A+ he? =0 = M+ e =0 = N\ = Al
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Wir haben nun auf der linken Seite die Konstante A\; und auf der rechten Seite
—\o multipliziert mit der (wegen sy # s5) nicht-konstanten Funktion e(s>=s1)t,
Diese Gleichung kann fiir alle ¢ € R nur gelten, wenn A; = A\ = 0 ist. Damit gilt

der nachfolgende Satz.

Satz 14.14. (zwei verschiedene reelle Losungen der char. Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (H,) zwei verschiedene reel-
le Losungen s1, so € R, so ist (eslt, e®2') ein Fundamentalsystem fiir (H,).
Die reelle allgemeine Losung von (H,) ist dann

y:R— R, y(t) := ci e + ¢y e c1,co € R.

Beispiel 14.15. (zwei verschiedene reelle Losungen der char. Gleichung)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung

y' =4y +3y=0
Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit y/'(t) = se’’ und y’(t) = s*e™)
liefert

e’ —dse+3e" =0 <= (-4s5+3)e" =0 < —4s+3=0.
Die charakteristische Gleichung
0=s5"—45+3=(s—1)(s—23)

hat die Losungen s; = 1 und s = 3. Damit ist (et, e3t> ein Fundamentalsystem,
und die reelle allgemeine Losung ist

y:R— R, y(t) :=cre' +cye, c1,co € R.

Fall 2 (d.h. a? = 4 ay): Die charakteristische Gleichung (14.4)) von (H,) habe die
(einzige) reelle Losung s = —ay/2. In diesem Fall liefert der Exponentialansatz
nur eine Lésung von (H,), némlich

Wir zeigen nun, dass
Yo (t) = te*

ebenfalls eine Losung von (H,) ist: Mit

va(t) = (1) = et = (14 st) e,



14. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 153

Ya (1)

(1+st) eSt)/ =se” + (1+st)se” = (2s+57t) e
folgt

Yo (1) + a1 y5(t) +aoya(t) = (2s+ s*t) e + a1 (1 + st) e + apt e
[(s"+ars+ag) t+(2s+ar)] e =0,
———

\ . 7
TV
=0

=0

da s = —a;/2 eine Losung von s>+ a1s+ay=0und 2s + a; = 0 ist. Die
Losungen
pi(t)=e*  und  g(t) =te”

sind linear unabhéngig, denn betrachten wir
0=X e+ \test = ()\1 + Ay t) et fiir alle t € R,

so folgt A\; + Aot = 0 fiir alle t € R (weil e # 0 fiir alle ¢ € R) und somit
A1 = Ao = 0. Damit haben wir den nachfolgenden Satz bewiesen.

Satz 14.16. (genau eine zweifache reelle Losung der char. Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (H,) die einzige (zweifache) reelle
Lésung s = —ay /2, so ist (eSt, t eSt) ein Fundamentalsystem fiir (H,). Die
reelle allgemeine Lésung von (Hs) ist dann

y:R— R, y(t) :=cre +cote’ = (01 + ¢ t) et c1, 09 € R,

Beispiel 14.17. (genau eine zweifache reelle Losung der char. Gleichung)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung

1
y' Y+ 7y =0

Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/(t) = se® und y"’(t) = s?e*)
liefert

1 1 1
SQGSt—I—SeSt—f—Z@St:O — (52+3+1>65t:0 — 82+s+Z:0.

Die charakteristische Gleichung

1 1\2
O: 2 —_ = —
st s+ <$+2)
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hat genau eine reelle Losung s = —1/2. Also ist (e*%t,te*%t) ein Fundamental-
system. Die reelle allgemeine Losung ist damit

y: R — R, y(t) == (01 + ¢ t) e_%t, c1,0 € R.

Fall 3 (d.h. a? < 4ag): Die charakteristische Gleichung von (H,) habe die zwei
konjugiert komplexen Lésungen s; = a+ fj und s = a — 57 (mit «, 5 €
R, wobei 5 # 0). Damit erhalten wir die folgenden zwei linear unabhéngigen
komplexen Losungen von (H,):

Zl(t) — S1t — e(a+jﬂ)t — ejﬁt
— [Cos(ﬁt) +J sin(ﬁt)] = ™ cos(Bt) + j e sin(Bt),
ZQ(t) _ esgt _ e(ozfjﬁ)t _ eat e—jﬂt

= e [ cos(—ft) + j sin(—Bt)] = e cos(Bt) — j e sin(Bt),

wobel wir die Euler-Formel

e’ = cos(¢) + j sin(¢)

(vgl. Kapitel 4 der HM A) und sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z) be-
nutzt haben. (In einer Ubungsaufgabe zeigen wir, dass die beiden Lsungen auch

tatséchlich linear unabhéngig sind.) Wir bemerken, dass gilt z;(t) = 2z2(¢) und
Zg(t) =21 (t)

Wir sind aber eigentlich an den reellen Losungen (und nicht an komplexwertigen
Losungen) von (H,) interessiert. Wir beobachten, dass die reellen Funktionen

y1(t) := % [zl(t) + ZQ(t)} = ™ cos(ft),
lt) = % [21(8) — ()] = e sin(B)

als Linearkombinationen von z; und 2o nach Satz ebenfalls Losungen von
(H,) sind. (Anmerkung: Es gilt y1(t) = Re(z1(t)) = Re(22(t)) und yo(t) =
Im(21(¢)) = —Im(22(¢)).) Da 8 # 0 ist, kann man zeigen, dass die beiden Lo-
sungen linear unabhéngig sind und somit ein reelles Fundamentalsystem von (H,)
bilden. Wir weisen die lineare Unabhingigkeit von y;,v» in einer Ubungsaufgabe
nach. Damit gilt der nachfolgende Satz.



14. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 155

Satz 14.18. (zwei zueinander konjugiert komplexe, nicht reelle Lo6-
sungen der charakteristischen Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (H,) die beiden konjugiert kom-
plexen Lésungen sy = o+ Fj und so =a — 7 mit 3 # 0, so gelten:

(1) (e, e*') ist ein komplezes Fundamentalsystem fiir (H,). Die all-
gemeine komplexe Lésung von (H,) ist

z:R—=C, 2(t) i= ky e + kg 32t = Ky 0T |y 0Bt
= ™ [kl elPt + ko 67‘7‘&], ki, ke € C.

(2) (eo‘t cos(fBt), e sin(ﬁt)) ist ein reelles Fundamentalsystem fiir
(H,). Die allgemeine reelle Lésung von (H,) ist

y:R— R, y(t) := c1 e cos(Bt) + cy e sin(Bt)
= e ¢y cos(Bt) + ¢ sin(Bt)], c1,c0 € R

Betrachten wir auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 14.19. (zwei zueinander konjugiert komplexe, nicht reelle Lo-
sungen der charakteristischen Gleichung)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung
y' +2y +2y=0.

Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/(t) = se’ und y’(t) = s*e)
liefert

el 4256426 =0 = (52—|—25—|—2) =0 = 4+25+2=0.
Die charakteristische Gleichung
0=s"+2s+2=(s+1) *+1=(s+1) - =(s+1—75)(s+1+7)
hat die zwei zueinander konjugiert komplexen Losungen
si=—147 und S9=—1—17.
Wir finden als ein komplexes Fundamentalsystem

(6(_1+j)t, 6(—1—j)t> — (e—t ejt’ e—t e—jt)’



14.4. Homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten: n = 2

156 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn
—— Graph vone!  —— Graph von e?! —— Graphvone™! —— Graph von e 2!
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Abbildung 14.1: Funktionen der Form e* mit o > 0 wachsen exponentiell. Funk-
tionen der Form e* mit o < 0 streben exponentiell (wie e™") gegen null.

und die allgemeine komplexe Losung ist
z2:R— C, 2(t) ==k L S e L e
—e ! [k:l et + ks e‘jt], ki, ke € C.

Wir finden als ein reelles Fundamentalsystem
(e7" cos(t), e sin(t)),

und die reelle allgemeine reelle Losung ist

y:R =R, y(t) :=cre " cos(t) + ca e sin(t)

—e! [cl cos(t) + ¢ sin(t)}, c1, 0 € R.

Bemerkung 14.20. (Zshg. zwischen reeller und komplexer Losung)

Es gilt fiir eine geeignete Wahl der Konstanten kq, ko € C bzw. ¢, € R:
e [ky ' + ky e 77'] = € [c1 cos(Bt) + o sin(Bt)]
k1 el 4 ky e 9Pt = ¢ cos(Bt) + ¢y sin(ft)
k1 [ cos(Bt) + j sin(Bt)] + ko [ cos(Bt) — j sin(Bt)]
= ¢ cos(ft) + ¢y sin(5t)
= (k1 + ko) cos(Bt) + j (k1 — ko) sin(f8t) = ¢1 cos(5t) + ¢y sin(St)

<~
<~
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—— Graph von sin(#) —— Graph von COS(t)
—— Graph von sin(2 1 —— Graph von cos(2 t)
—— Graph von sin ;— —— Graph von cos( 1 )

A, W

1

Abbildung 14.2: Funktionen der Form sin(/t) und cos(5t) sind klassische Wellen
oder Schwingungen. Der Wert 3 steuert die Frequenz der Schwingung.

= (k1 + ko) — c1] cos(Bt) + [j (k1 — ka) — c2] sin(Bt) =
e (k1—|-]€2)—01:0 und j(kl—kg)—CQIO
e c1 =k + ko und (CQIj(kl—kg) S jCQZkQ_kl)

1
<— ki = =

1 :
2( (et o), (145)

1 —jc) und k:2:2(

wobei wir von der viertletzten Zeile in die drittletzte Zeile die lineare Unabhén-
gigkeit von sin(5t) und cos(ft) benutzt haben. Es folgt aus dieser Rechnung: Die
komplexe Losung

y(t) = e [k e + ky e ']

ist genau dann reellwertig, wenn (14.5) mit ¢, co € R gilt, also wenn ke = k; gilt.

Abschliefsend schauen wir uns in Abbildung bis Abbildung Bilder der
verschiedenen Typen von Losungen an, um ein Gefiihl fiir die durch solche Funk-
tionen beschriebenen Phéanomene zu bekommen.
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Abbildung 14.3: Funktionen der Form sin(St) e* und cos(ft) e** sind Schwingun-
gen, deren Amplitude exponentiell wéchst, wenn o > 0 ist, bzw. deren Amplitude
exponentiell (wie e”") geddmpft wird, wenn a < 0 ist.
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14.5 Homogene lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten: Der Fall n € N be-
liebig

In diesem Abschnitt betrachten wir homogene lineare Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten,

y(n) + a1 y(n_l) + ...+ a y/ +apgy = 0, (Hn)

mit ag, ai,...,a,-1 € R. Wie im Fall n = 2 machen wir den komplexen Expo-
nentialansatz
y(t) = e, s e C.

Ableiten liefert nun
y'(t)=set, '(t) =35t ..y =s"tet, y(t) = s" e,
und Einsetzen in (H,) liefert
s"etta, 18" et + . farse +age =0

<— (3”+an_1sn_1+...+a15—|—a0)68t:O
= s" 4+ ap-18" "+ +ars+ag = 0. (14.6)

~

::pn(s)

Die Gleichung (14.6) heikt die charakteristische Gleichung von (H,). Der
Fundamentalsatz der Algebra (siche Satz in Kapitel 4] der HM A) besagt,

dass es n (nicht notwendigerweise verschiedene) sy, ..., s, € C gibt mit
p(s) =(s—s1)(s—82) ... (s — sp). (14.7)
Diese komplexen Zahlen sq, s9,...,s, sind also Losungen der charakteristi-

schen Gleichung (14.6)), d.h. die Funktionen

sind Losungen der Differentialgleichung (H, ).

Definition 14.21. (k-fache Lésungen der charakteristischen Glg.)
Ist z € C eine Losung der charakteristischen Gleichung (14.0]), so kommt z




160

14.5. Homogene lineare DGL mit konst. Koeffizienten: n € N beliebig
© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

unter dem si, So, ..., S, € Cin vor. Wir zdhlen, wie oft der Linearfaktor
(s — z) in der Faktorisierung

vorkommt: Kommt er genau k-mal vor (wobei k € N und k < n), so sagen
wir, z ist eine k-fache Losung der charakteristischen Gleichung (14.6)).

pn(s) =(s—s1)(s—82) ... (s — $n)

Betrachten wir zunachst zwei Beispiele.

Beispiel 14.22. (mehrfache Losungen der charakteristischen Gleichung
bei homogenen linearen DGLen héherer Ordnung)

(a)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Y +2y +y=0.

st

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e* (und damit y'(t) = se® und

y'(t) = s%et) liefert

sfe 25 et =0 <= (s°+2s+1)e =0
— s?4+2s5s+1=0.

Die charakteristische Gleichung
0=s"+2s+1=(s+1)

hat also eine 2-fache (oder doppelte) Losung s; = so = —1. Mit den Kennt-
nissen aus dem vorigen Teilkapitel wissen wir bereits, dass die reelle allge-
meine Losung der Differentialgleichung durch

y:R— R, y(t) :=cre " +eate ™, c1,c0 € R,

gegeben ist.

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung
— 4y + 4y =0.

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e (und damit y/'(t) = se*,
y'(t) = s2est und y"'(t) = s3 e%) liefert

sPe’ — 45t e+ 4set =0 = (s° =45 +4s)e =0
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= §° —4s*+45=0.
An der charakteristischen Gleichung
0=25"—4s’+4s5s=s5(s"—45+4)=5(5s—2)°

lesen wir ab:

e s5; = 0 ist eine einfache Losung von s — 4524+ 45 = 0.
® sy = s3 = 2 ist eine 2-fache (oder doppelte) Losung der charakteristi-
schen Gleichung s® —4s? + 45 = 0.

Was ist hier die reelle allgemeine Losung? Wir vermuten in Analogie zu dem
Fall zweiter Ordnung, dass die reelle allgemeine Losung

:R—-R t)i=c " tegte”
Y : y(t) :=c1 fil +coe” +cgte

2t 2t
=c+ce” +c3te”, c1,Co,c3 € R,

ist. Dieses ist auch korrekt, wie man durch Einsetzen von y3(¢) := t e* in die
Differentialgleichung und Uberpriifen der Funktionen yy (¢) := 1, yo(t) := €*
und y3(t) = t e* auf lineare Unabhiingigkeit zeigen kann.

Nachdem wir nun das Konzept der Vielfachheit einer Losung der charakteristi-
schen Gleichung verstanden haben, kommen wir auf die allgemeine Losung einer
homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zuriick.

Satz 14.23. (allgemeine Lésung einer homogenen linearen DGL n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(”) + ap—1 y(n_l) + ...+ a y' +apy =0 (Hn)

mit konstanten Koeffizienten ag, aq,...,a,-1 € R und deren charakteristische
Gleichung
s"ta, 18" . daystag=(5s—51)(s—89) ... (s—s,) =0 (14.8)

mit den mn (nicht notwendigerweise verschiedenen) komplezen Losungen
S81,892,...,8, € C.

(1) Ist s eine k-fache Losung der charakteristischen Gleichung , 50
sind

6St, t@St, . tk—l est
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k linear unabhdngige Lisungen von (H,). Damit haben wir k (im
Allgemeinen komplexe) linear unabhdingige Losungen von (H,) gefunden.

(2) Betrachtet man alle Losungen von (14.8), so erhdlt man mit ins-
gesamt n (komplexe) Losungen von (H ). Man kann zeigen (vgl.
Kapitel |15 dieses Skripts), dass diese n Lisungen linear unabhdngig
sind. Also bilden sie ein (komplexes) Fundamentalsystem fiir (H,). Sind
S1,89,...,S, alle reell, so haben wir damit bereits ein reelles Fundamen-
talsystem gefunden.

(3) Ist z=a+ Bj (mit o, € R und p # 0) eine k-fache komplexe Lo-
sung der charakteristischen Gleichung (14.8), so ist ebenfallsz = a—fj
eine k-fache komplexe Liosung der charakteristischen Gleichung. In
diesem Fall sind die 2k reellen Funktionen

e cos(Bt),  te™ cos(Bt), o, tRTh e cos(Bt)
e sin(Bt),  te* sin(Bt), o, tFT e sin(Bt)

2k linear unabhdngige Lésungen von (H,). Sie entstehen durch Bil-
dung von Real- bzw. Imagindrteil aus den komplexen Ldsungen (siehe
2u 2 bzw Z. Mit dieser Beobachtung konnen wir ein komplexes Fun-
damentalsystem leicht in ein reelles umwandeln.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 14.24. (allgemeine Lésung einer homogenen linearen DGL n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

(a) Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung
y/// - 2y// + y/ — 0

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e (und damit y/(t) = se*,
y'(t) = s2est und y"'(t) = s3 e%) liefert

sPef — 257 e 4 set =0 = (s° =25+ ) e =0,
d.h. wir finden die charakteristische Gleichung
0=5"-25"4+5=5(s>—25+1)=s5(5s—1)%

Deren Losungen sind s; = 0 (1-fach), s = s3 = 1 (2-fach). Somit finden
wir ein reelles Fundamentalsystem

(€O-t7€1-t’t€1-t) _ (l,et,tet)



14. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
(© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn 163

und die reelle allgemeine Losung

y:R—=R, yt):=c-l+eeteste =ci+(catest)e, c1,c9,c3 €R.

(b) Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung vierter Ordnung

y(4) —y =0.

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e (und damit /() = se*,

(1) = s%e, y"(t) = 3 et und yW(t) = st e?) liefert
stest — et =0 = (s* = 1)e* =0,
d.h. wir finden die charakteristische Gleichung
O=s'—1=(s"—1)(s*+1)=(s* = 1)(s* — 59
= (=1 (s+1)(s=35)(s+J)

Deren Losungen sind sy = 1, s9 = —1, s3 = 7, s4 = —j (jeweils 1-fach).
Damit finden wir ein komplexes Fundamentalsystem

(et, e_t, ejt, e_jt),
und das zugehorige reelle Fundamentalsystem ist
(e',e™", cos(t),sin(t)).

(Erklirung: Es gilt mit der Euler-Formel e/! = cos(t) 4 j sin(¢) und e 7 =
cos(t) — 7 sin(¢), und der Realteil bzw. der Imaginérteil dieser Funktionen
sind cos(t) bzw. +sin(t).)

Die reelle allgemeine Losung ist also

y:R—=R, y(t):=cre+cye ' +ec3cos(t)+eysin(t), e, e 03¢0 €R.

(c) Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung vierter Ordnung
y W +2y" +y =0

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e (und damit 3/(t) = se*,
y'(t) = s%est, y"(t) = 3 et und yW(t) = stet) liefert

stefl 425%™ e =0 = (s +25*+1)e =0,
d.h. wir finden die charakteristische Gleichung

0=s5"+252+1=(s2+1) = (s — j%)?
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= [(s—5) (s+5)]" = (s—5)* (s +J)*

Deren Losungen sind s; = s9 = j (2-fach) und s3 = sy = —j (2-fach). Wir
finden also ein komplexes Fundamentalsystem

(ejt,tejt, e_jt,te_jt).
Das zugehorige reelle Fundamentalsystem ist
(cos(t),t cos(t),sin(t),t sin(t)).

(Erklirung: Es gilt mit der Euler-Formel e/! = cos(t) + j sin(t) und e 77! =
cos(t) — j sin(t), und der Realteil bzw. der Imaginérteil dieser Funktio-
nen sind cos(t) bzw. £sin(t). Analog gilt mit der Euler-Formel te/t =
t cos(t) +jt sin(t) und te 7' =t cos(t) — jt sin(t), und der Realteil bzw.
der Imaginérteil dieser Funktionen sind ¢ cos(t) bzw. £t sin(t).)

Die reelle allgemeine Losung ist somit
y:R—= R, y(t):=cy cos(t) + cat cos(t) + c3 sin(t) + ¢4 t sin(t)

= (c1 + cot) cos(t) + (c3 + g t) sin(t), ¢1,09,¢3,¢4 € R.

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung vierter Ordnung
y(4) _ 4y/// +13 y// —0.

Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/'(t) = se*,
y'(t) = s%et, y"(t) = 3 e und yW(t) = stet) liefert

stet —45%e 4 135%" =0 = (s* —45°4+13sH) e =0,
d.h. wir finden die charakteristische Gleichung
0=s'"-4s*+13s> =5 (s —4s+13) =" [(s — 2)* + 9]
=5 [(s—2°—(3)))] =5 (s—2—34) (s —2+3}).

Deren Losungen sind sy = so = 0 (2-fach) und s3 =2+ 37, s4 = 2 — 3.
Also finden wir ein komplexes Fundamentalsystem

( Ottt e(2+3])1f7 e(2—3j)t) _ (17t7 e2t eIt o2 6—]31‘,).
1 1

Das zugehorige reelle Fundamentalsystem ist

(1,¢,€* cos(3t), e* sin(3t)).
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(Erklirung: Es gilt mit der Euler-Formel
o243 2 i3t e%[cos(St) + j sin(3t)]
= e cos(3t) + j e* sin(3t),
et — 2 =i — (X[ cos(—3t) + j sin(—3t)]
= ¢* cos(3t) — je* sin(3t),

und der Realteil bzw. der Imaginirteil dieser Funktionen sind e cos(3t)
bzw. +e* sin(3t).)

Die reelle allgemeine Losung ist somit
y:R =R, y(t):=c +cot+cze? cos(3t) 4 cye? sin(3t)
=c+ct+ (63 cos(3t) + ¢4 sin(3t)) e?. ¢1,c9,03,¢4 €R.

e) Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Wir betrachten die h li Differentialgleich ter Ord
v +ay=0 mit a € R.
Der komplexe Exponentialansatz y(t) = e* (und damit /() = se*) liefert
se’ +ae =0 = (s+a)e’ =0,
d.h. wir finden die charakteristische Gleichung
s+a=0 — s = —a.

Damit finden wir das reelle Fundamentalsystem (e‘“t) und die reelle allge-
meine Losung

y:R—R, y(t) :==ce ™, ceR.

Die homogene lineare Differentialgleichung 3’ + ay = 0 konnen wir bereits
mit den Kenntnissen aus Kapitel [9] der HM A 16sen, und wir erhalten die
bereits aus der HM A bekannte Losung als Sonderfall fiir n = 1 der allge-
meinen Theorie fiir homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten.

14.6 Inhomogene lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten

Sei I C R ein offenes Intervall, sein € N, und sei b : I — R stetig. Wir betrachten
die inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

g™ a1y ary +agy=0bt)  (IH)



14.6. Inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten
166 (© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

mit konstanten Koeffizienten ay,ay,...,a, 1 € R und die zugehorige ho-
mogene lineare Differentialgleichung

y(”) + a1 y(”_l) +...tay +ayy =0. (H,)

Im Folgenden seien sq, s9,...,s, € C die Losungen der charakteristischen Glei-
chung

S"+a, 18"+ +ars+ag=0 (14.9)
zu (H,) und (y1,v2,...,yn) das daraus resultierende reelle Fundamentalsystem

(wie in Teilkapitel erarbeitet). Nach Satz|14.12|reicht es, eine spezielle (reelle)
Losung ygs von (IH,) zu finden. Dann ist die allgemeine (reelle) Losung von (IH,)

nach Satz [14.12| gegeben durch

Y(t) = ys(t) +cryi(t) + covalt) + ... + crnyn(t), C1,Co,...,Cp € R.

Wie kann man eine spezielle Lésung ys von (IH,) finden?

Methode 1: Raten. Bitte hier immer nachweisen, dass es sich tatsédchlich um
eine Losung von (IH, ) handelt, indem Sie IThre geratene Lésung in die Differenti-
algleichung (IH, ) einsetzen!

Methode 2: ,Methode der unbestimmten Koeffizienten* mit einem An-
satz nach Tabelle [14.1] Zuerst ist zu beachten, dass diese Methode nur ange-
wendet werden kann, wenn die rechte Seite b(t) der Differentialgleichung von einer
Form ist, die in der Tabelle aufgefiihrt ist. Ist dieses der Fall, so wahlt man ge-
mafs der Tabelle einen Ansatz yg fiir die spezielle Losung und setzt diesen in die
inhomogene lineare Differentialgleichung (IH, ) ein, um die Koeffizienten (d.h. die
Konstanten) im Ansatz zu bestimmen.

Bemerkung 14.25. (zu Tabelle [14.1))

(1) Merken muss man sich nur die letzte Tabellenzeile. Alle anderen Zeilen
sind darin als Spezialfille enthalten.

(2) Ist b(t) eine Linearkombination der in der linken Spalte genannten Funk-
tionen, so wahlt man als Ansatz fiir yg die Summe aus den entsprechen-
den Ansétzen in der rechten Spalte. Dabei miissen die Konstanten (also
die ,Koeffizienten®) alle unterschiedlich benannt sein.

Betrachten wir einige Beispiele zur Anwendung der ,Methode der unbestimmten
Koeffizienten".
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Beispiel 14.26. (Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen
linearen DGL mit der ,Methode der unbestimmten Koeffizienten‘)

(a) Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
y// . 23// +y= 63t.
Schritt 1: Bestimmung des Fundamentalsystems der zugeh. hom. lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e finden wir die charakteris-
tische Gleichung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung

y' =2y +y=0.
Die charakteristische Gleichung ist
0=s"—25+1=(5s—1)? d.h. sy =s9 =1 (Vielfachheit: 2).

Damit finden wir ein reelles Fundamentalsystem (e, ¢ €').

Schritt 2: Finden einer speziellen Losung. Es gilt b(t) = €3, und s = 1 ist

die einzige (und eine zweifache Losung) der charakteristischen Gleichung.
Damit ist s = 3 also keine Losung der charakteristischen Gleichung. Gemaf

Tabelle wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) = ye*, ys(t) = 3ye, ya(t) = 9ye*.
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

1
e 4=

9yed =23y et = = 4yt =¢ 1

Also ist |
ys :R—=R,  ys(t) = 1 e,
eine spezielle Losung.

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung y" — 29/ +y = €% ist also

1 1
y:R—=R, y(t):= 163t+cl elteotel = Zegt—l—(cl—i—@ t) e\, ¢, €R.

(b) Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
y' =2y +y=¢.
Schritt 1: Bestimmung des Fundamentalsystems der zugeh. hom. lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e finden wir die charakteris-
tische Gleichung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung

y' =2y +y=0.
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Die charakteristische Gleichung ist
0=s"—25+1=(s—1) d.h. s; = sy =1 (Vielfachheit: 2).

Damit finden wir ein reelles Fundamentalsystem (e, ¢ e').

Schritt 2: Finden einer speziellen Lisung. Es gilt b(t) = e = el!, und

s = 1 ist eine zweifache Losung der charakteristischen Gleichung. Geméf
Tabelle wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) =t?ve's  ys(t) = 2t +t) e, yit) = 2+4t+17)ye"
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

+ 41+ e — + e + e =e
(244t +t)ye =22t +tH)yel + 2 yel =€
=  (24+4t+ -4t -2+ )y =¢

— 2ye = = 2y =1 = =5

Also ist eine spezielle Losung

1
— 2 ¢l

yS:R%R7 yS(t) ::2

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung y” — 2y +y = e’ ist also

1
y: R — R, y(t) ::§t2€t+(cl+02t)et

1
= (01+62t+§t2> et, c1,c2 € R.

Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
y' — 2y +2y = e cos(t).

Schritt 1: Bestimmung des Fundamentalsystems der zugeh. hom. lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e* finden wir die charakteris-
tische Gleichung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung

y' =2y +2y =0,
Die charakteristische Gleichung ist

0=5"-25+2=(s—1)0 4+1=(s—1)° -2 =(s—1—7)(s—1+7)
—— s1=14+7, so=1—17,
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d.h. @« = 1 und § = 1. Damit erhalten wir ein reelles Fundamentalsystem
(¢! cos(t), e sin(t)).

Schritt 2: Finden einer speziellen Losung. Es gilt b(t) = e cos(t), und
s = 1+ j ist eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung. Geméf
Tabelle wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) =t SA cos(t) + B sin(t)) ej = tyg(t),

=yu(t)
Ys(t) = yu(t) + typ(t),
Ys(t) = yu(t) + yu(t) + typ(t) = 2yu(t) + typ(t),
wobei wir bereits wissen, dass die mit yz abgekiirzte Funktion eine Losung
der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist. Einsetzen in

die inhomogene lineare Differentialgleichung und Ausnutzen, dass yy eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist, liefert

Ys(t)' = 2y5(t) + 2ys(t) = €' cos(t)

= 2yy(t) +typ(t) — 2 (ya(t) + tyut) + 2t yn(t) = € cos(t)
= 2yy(t) —2yn(t) +t (ya(t) — 295 () +2yn(t)) = €' cos(t)
—  2yy(t) —2yn(t) = €' cos(t).
Mit
yr(t) = (A cos(t) + B sin(t)) €',
yu(t) = (— Asin(t) + B cos(t)) e + (A cos(t) + B sin(t)) €'
finden wir

29 (t) — 2ym(t) = €' cos(t)

= 2 (— Asin(t) + B cos(t)) ' + 2 (A cos(t) + B sin(t)) €'
— 2 (A cos(t) + B sin(t)) e = ¢ Cos(t)

= 2(—A81n ) + B cos(t )et—e cos(t

= 2(—A81n ) + B cos(t )

= —2Asin(t)+ (2B —1) cos(t) = O

= —2A=0 und 2B-1=0

= L

A=0 d B=
un 5
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Also ist .
ys : R — R, ys(t) == §tet sin(t),

eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung ¢ — 23y’ + 2y = €' cos(t) ist also

1
y:R—=R, y(t):= §tet sin(t) + (e cos(t) + ¢ sin(t)) €', ¢1,c0 € R.

In der Literatur finden Sie weitere Methoden zur Bestimmung einer speziellen
Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung, beispielsweise:

e Variation der Konstanten,

e den Potenzreihenansatz.

Diese werden aber hier nicht weiter behandelt.

14.7 Anfangswertaufgaben

In diesem letzten Teilkapitel betrachten wir nun noch Anfangswertprobleme.

Definition 14.27. (Anfangswertproblem fiir eine lineare DGL n-ter
Ordnung)

Ser I C R ein offenes Intervall, sei n € N und seien ag,aq,...,0,-1,b :
I — R stetige Funktionen. Seien yo, Y1, ..., Yn—1 € R und ty € I. Die lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung

Y™+, )y + ()Y + aglt) y = b(t)
zusammen mit den Anfangsbedingungen
y(to) = Yo, y'(to) = u1, . y" D (t) = Y1

heifit ein Anfangswertproblem (AWP) oder eine Anfangswertaufgabe.

Durch die Vorgabe der Anfangsbedingungen werden die n Konstanten in der allge-
meinen Losung festgelegt. Betrachten wir zwei Beispiele fiir Anfangswertprobleme.
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Beispiel 14.28. (Anfangswertprobleme)

(a) Betrachten wir das Anfangswertproblem
y'+2y +2y=0 y0)=1, y(0)=2

Schritt 1: Bestimmung des Fundamentalsystems der homogenen lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e* finden wir

el +2s5e! 126 =0 — s +25+2=0,
und die charakteristische Gleichung kann wie folgt faktorisiert werden:

0=5"4+25+2=(s+1)?+1=(s+1)2=2=(s+1—5)(s+1+7)
— 81:—1—|—j,82:—1—j,

d.h. @« = —1 und 8 = £1. Damit finden wir ein reelles Fundamentalsystem
(e7* cos(t),e" sin(t)),
und die reelle allgemeine Losung ist
y:R—= R, y(t) = cre " cos(t) + cae ! sin(t)
— et [cl cos(t) + ¢ sin(t)], c1, 0 € R.
Schritt 2: Anfangsbedingung einarbeiten. Mit
y(t) = e " [er cos(t) + ¢ sin(t)],
y(t) =

finden wir fiir die gegebenen Anfangsbedingungen in ¢t = 0:

[ =1 cos(t) = co sin(t) — ¢ sin(t) + ¢y cos(t)],

Q¥

1 =y(0) = €" [¢1 cos(0) + ¢ sin(0)] = ¢y,
2=1y'(0) =€’ [ — 1 cos(0) — ¢z sin(0) — ¢ sin(0) + ¢z cos(0)]

—C1 + Ca.

Also gilt ¢y =1 und ¢o =24 ¢; = 3.

Ergebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ist

y:R =R, y(t) :=e" [cos(t) + 3 sin(t)].

(b) Betrachten wir das Anfangswertproblem

y' — 6y +9y=2e" +9t— 15, y(0) = 7/(0) = 0.
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Schritt 1: Bestimmung des Fundamentalsystems der zugeh. hom. lin. DGL.
Wir finden die charakteristische Gleichung der zugehérigen homogenen li-
nearen Differentialgleichung

y' =6y +9y=0
mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e
sPef —6se +9e" =0 = s —65+9=0
Die charakteristische Gleichung ist
0=5"-65+9=(5-3)? = s =s5y,=23 (Vielfachheit: 2).

Somit finden wir ein reelles Fundamentalsystem (e*,¢e3).

Schritt 2: Finden einer speziellen Losung. Gemals Tabelle wahlen wir
den folgenden Ansatz:

ys(t) = Ae' + By + By t, ys(t) = Ae' + By, ys(t) = Ae.
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

ys(t) — 6ys(t) + 9ys(t) = 2¢€' + 9t — 15,

& A —6(Ae'+B))+9(Ae' + By+ Byt) =2 +9t—15

— (4A-2)e"+(9By— 6B, +15)+ (9B, —9)t=0

& 4A-2=0 und 9By—6B;+15=0 und 9B;—9=0

= A:l, By =1, 30:1(631—15):1(6—15):—1.
2 9 9

Also ist

1
ys : R = R, ys(t)Z:§6t+t—1
eine spezielle Losung.

Zwischenergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung ist

1
y: R — R, y(t)::§et+t—1—|—(01+02t)e3t, c1,0 € R.
Schritt 3: Anfangsbedingungen einarbeiten. Mit

1
y(t)z§6t+t—1—|—(01+62t)63t,

1
y'(t) = §€t+1+(02+361+362t)63t
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finden wir fiir die gegebenen Anfangsbedingungen in t = 0:

O:y(o):560+0_1+(01+02'0)€O:5—14—01:_§_|_Cl’

1
0:y’(0)2560+1+(02+301+302-0)60

1 3
:§+1+02+361:§+301+C2,

1 3 3 3
also 6125 und 02:—5—301:—5—52—3.

Ergebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ist

1 1
y:R—=R,  y(t) ::§ef+t—1+(§—3t>e3f.



KAPITEL 15

Systeme linearer Differentialgleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir Systeme linearer Differentialgleichungen erster
Ordnung. Die Losungstheorie linearer Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten fiihrt auf quadratische Matrizen und nutzt die Eigenwer-
te, Eigenvektoren und Eigenrdume quadratischer Matrizen, die wir in Teilkapitel
kennengelernt haben. Auch hier spielt ein komplexer Exponentialansatz eine
Rolle. Am Ende lernen wir, dass man lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung leicht in ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung iiber-
fithren kann.

15.1 Wege in R"

Wir starten mit einem Teilkapitel iiber Wege im R", weil man die Losung eines
linearen Differentialgleichungssystems als einen solchen Weg interpretieren und
veranschaulichen kann.

Definition 15.1. (Weg in R")
Seien I C R ein Intervall und n € N. Eine Funktion

I’l(t)
x2<t)

T (t)

175
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heifst etn Weg in R™.

Ein Weg ist also eine Funktion einer Variable mit Werten in R”. Sie sollten sich
einen Weg X (t) als eine Kurve im R vorstellen, die mit der Zeit durchlaufen wird.
Zum Zeitpunkt ¢ befindet man sich am Ort X (¢). Natiirlich konnen wir auch nach
der Geschwindigkeit dieser Bewegung fragen — darauf kommen wir weiter unten
zuriick.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 15.2. (Wege im R")
(a) Seien P,V € R" mit vV # 0. Der Weg
X :R — R", X(t):=Pp +tV,

durchlauft eine Gerade in R".

(b) Der Weg
t
X [0,21] > R%,  R(t):= [Cf’s( )] ,
sin(t)
durchlduft die Kreislinie in der Ebene um (0, 0) mit Radius 1 genau einmal
im Gegenuhrzeigersinn.
(¢) Der Weg
cos(t)
X:R— R X(t) := |sin(t) |,

beschreibt eine Schraubenlinie in R3.

Da Wege als Komponenten (oder Eintrige) reellwertige Funktionen haben kénnen
wie die iiblichen Begriffe der Analysis, also Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc. auf
Wege iibertragen, indem wir verlangen, dass die entsprechende Eigenschaft fiir
alle Komponenten(funktionen) gelten.

Definition 15.3. (stetiger und differenzierbarer Weg, C!-Weg)
Seien I ein Intervall, X : I — R™ ein Weg und ty € I.

(1) X heifit stetig in to, falls fir jedes k € {1,2...,n} die Funktion
xr : I — R stetig in ty 1st.
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(2) X heifit stetig in I, falls X in jedem ty € I stetig ist.

(3) X heift differenzierbar in ty, falls fir jedes k € {1,2,...,n} die
Funktion z - I — R differenzierbar in ty ist. In diesem Fall heift

27 (to) ]

x5 (to)

| 77, (t0) ]

die Ableitung von X an der Stelle t.

(4) X heifit differenzierbar in I, falls X in jedem ty € I differenzierbar
ist. X'+ I — R™ heifit dann die Ableitung von X.

(5) Ist X differenzierbar in I und ist die Ableitung X' stetig in I, dann heifit
X cin stetig differenzierbarer Weg oder kurz ein C'- Weg.

Wir halten zunachst einige Beobachtungen zu differenzierbaren Wegen fest.

Bemerkung 15.4. (differenzierbare Wege)

(1) Ist ein Weg X : I — R" differenzierbar in t), so ist X auch stetig
in to.

(2) Wir haben Differenzierbarkeit in der HM A nur auf offenen Intervallen
betrachtet. Falls I ein abgeschlossenes Intervall (oder ein halboffe-
nes Intervall) ist, so verlangen wir bei einem in I differenzierbaren
Weg (bzw. bei einem C'-Weg auf I) X : I — R" dass dieser auf
einem offenen Intervall ]a,b] mit I Cla,b[ definiert werden kann und
dort in allen Punkten ¢ € I differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar)
ist. (X :]a,b[— R" ist dann eine Fortsetzung des Weges X von I auf
das offene Intervall ]a,b[.)

(3) Analog ist X : I — R" in ty € I differenzierbar, wenn X auf einem
offenen Intervall |ty — e, ty+ | (mit einem beliebig kleinen festen £ > 0,
das in der Regel in Abhéngigkeit von ¢y gewahlt ist) definiert ist und in
to differenzierbar ist.

Beispiel 15.5. (stetig differenzierbare Wege)

Die Wege X aus Beispiel sind alle stetig differenzierbar. Wir bestimmen
jeweils die Ableitung X'
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L0
4\

X(t)

Abbildung 15.1: Veranschaulichung der Ableitung eines C!'-Wegs als Tangential-
vektor oder Geschwindigkeitsvektor.

X RoR", Rt) =P +tV, mit BVER", V£0 — X(t)=V
cos(t =
<>] I

e [t

(Bei diesem auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 27] definierten Weg, be-
trachten wir fiir das Differenzieren z.B. einfach seine Fortsetzung auf das

offene Intervall R.)

(b) X:[0,21] - R? X(t):= {

cos(t) — sin(t)
(c) X:R = R? X(t) := |sin(t) — X'(t) = | cos(t)
t 1

In der néchsten Bemerkung halten wir die geometrische und die physikalische
Interpretation der Ableitung eines C'-Wegs fest.

Bemerkung 15.6. (geometrische und physikalische Interpretation der
Ableitung eines C!-Wegs)

(1) Geometrische Interpretation der Ableitung: Sei X ein C'-Weg.
X'(t) kann man als Tangentialvektor im Punkt X () interpretieren.
Man denkt sich X'(t) oft als Pfeil, der tangential an den Punkt X ()
angeheftet ist (vgl. Abbildung [15.1)).

(2) Physikalische Interpretation der Ableitung: Ist X ein C'-Weg, so
kann man X'(t) als Geschwindigkeitsvektor interpretieren (vgl. Ab-
bildung [15.1)). Da die Ableitung, also der Geschwindigkeitsvektor, stetig
ist dandert sich die Geschwindigkeit kontinuierlich und nicht abrupt.

Als Letztes halten wir Rechenregeln fiir die Ableitung von Wegen fest. Diese Re-
chenregeln folgen direkt aus den Rechenregeln fiir die Ableitungen reellwertiger
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Funktionen, die wir in der HM A (siehe Kapitel |7 des Skripts der HM A) kennen-
gelernt haben.

Satz 15.7. (Rechenregeln fiir die Ableitung differenzierbarer Wege)
Seien X : I =+ R", ¥ : I — R" differenzierbare Wege und \ € R.

(1) Linearitit: X +y und \- X sind differenzierbar in I und

(R+5) 1) =X+ 71,
AR (t) = AR (1).

(2) Produktregeln:

o Ist ¢ : I — R cine differenzierbare Funktion, so ist o X ein diffe-
renzierbarer Weg und

(pR)'(t) = &' () R(t) + () X'(2)

e Das Standardskalarprodukt (X|y) : I — R der Wege X und 'y st
eine differenzierbare reellwertige Funktion und die Ableitung ist

d -

FXOIY ) = X'OYE) + (XOIY'(?)).

o Ist n = 3, dann ist das Vektorprodukt X x y : I — R3 differen-
zierbar und

(%% ¥)'(1) = R'(0) x F(t) + (1) x (1)

(3) Kettenregel: Ist J C R ebenfalls ein Intervall und o : J — I differen-
zierbar, so ist der Weg X oo : J — R" differenzierbar und

(Roa)(t) =a/(t) X' (a(t).

Bemerkung 15.8. (C}(I,R") ist ein R-Vektorraum)

Die Menge C(I,R") aller C-Wege X : I — R" mit der iiblichen Addition und
der iiblichen Multiplikation mit Skalaren ist ein R-Vektorraum. Man iiberpriift
dieses, indem man die Vektorraumeigenschaften nachrechnet.

Die Tatsache, dass die Menge aller C'-Wege ein R-Vektorraum ist, werden wir im
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nédchsten Teilkapitel benutzen.

15.2 Allgemeine Systeme linearer Differentialglei-
chungen

Als Vorbereitung erinnern wir uns zunéchst an den Losungsweg fiir inhomo-
gene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung (vgl. Kapitel [0 im
Skript der HM A)

y = a(t)y + b(t).
Schritt 1 des Losungswegs: Losen der zugehorigen homogenen linearen Differenti-

algleichung v/ = a(t) y.

Schritt 2 des Losungswegs: Variation der Konstanten, also wir wahlen den Ansatz
ys(t) = u(t) yu(t), wobei yy eine nichttriviale Losung der zugehdrigen homogenen
linearen Differentialgleichung y' = a(t) y ist.

Unser Ziel in diesem Teilkapitel ist es, diesen Ansatz auf Systeme linearer Diffe-
rentialgleichungen zu verallgemeinern.

Notation 15.9. (Voraussetzungen fiir dieses Teilkapitel)
In diesem Teilkapitel seien immer I C R ein Intervall und fiir t €

_Clljl(t) CLLQ(t) o Cbl’n(t)_ b1 (t)
A(t) := a271:(t) aza() a2’7?(t) e R™™ und B(t) = bZ(t): € R",
s (8) aal®) - unlt)] (1)

wobei diea;, : I - Rund b; : I - R, e =1,2,...,n; k =1,2,...,n, stetige
Funktionen seien.

In anderen Worten: b : I — R" ist ein stetiger Weg und A : I — R™" ist
eine stetige matrixwertige Funktion.

Zunichst definieren wir Systeme linearer Differentialgleichungen und die entspre-
chenden Anfangswertprobleme
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Definition 15.10. (Systeme linearer DGLen und AWPe)
(1) Die Gleichung
X = A(t) R+ b(b), (15.1)

oder ausgeschrieben

/

vy =a11(t) x1 +ara(t) ro+ ...+ ain(t) x, + b1(t)
l',Q = az’l(t) T + a272(t) i) 4+ ...+ a27n(t) Ty, + bg(t)

xy = ap1(t) 21 4+ ano(t) Ta 4+ ...+ apn(t) x, + by(t),

heifst ein System linearer Differentialgleichungen erster Ord-
nung.

Ist B)(t) -0 fiir alle t € I, so nennt man (15.1) ein homogenes Sys-
tem linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. Andernfalls nennt
man ein inhomogenes System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung.

Ist ein inhomogenes System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung, so nennt man X' = A(t) X das zugehérige homo-
gene System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung.

(2) Ein Weg X : I — R"™ heifit eine Lésung von (15.1)), falls
(i) X ein Ct-Weg ist und
(ii) fir allet € I gilt: R'(t) = A(t) R(t) + b(t).
(3) Anfangswertprobleme: Seien ty € I und 'y € R™ vorgegeben.

(i) Die Gleichung zusammen mit der Anfangsbedingung
X(ty) = Y heift dann ein Anfangswertproblem (AWP) fiir
15.1).

(ii) Ein Ct-Weg X : I — R" heifit eine Lésung des Anfangswert-
problems

R=AN)R+b(t), ) =7,

falls X eine Losung von ist und zusdtzlich X (ty) =y erfiillt.

Betrachten wir ein Beispiel fiir ein System linearer Differentialgleichungen erster
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Ordnung mit einem Anfangswert, also fiir ein Anfangswertproblem.

Beispiel 15.11. (Anfangswertproblem)
Sei I =]0,00[, ty = 2, und wir betrachten das Anfangswertproblem

N 0 1
X =1 _2 2
t2 t

Ausgeschrieben lautet dieses

T = a9 4+ 4,
2

Th=——ux —I—gx + ¢

mit dem Anfangswerten z1(2) = 1 und x2(2) = 4.

Bemerkung 15.12. (L6sbarkeit eines Anfangswertproblems)

Man kann zeigen, dass jedes Anfangswertproblem fiir (15.1)) genau eine Lo-
sung hat.

Satz 15.13. (Losungsmenge des homogenen Systems linearer DGLen,
Fundamentalsystem, Fundamentalmatrix, allgemeine L6sung)

1) Die Lésungsmenge Ly y des homogenen (zu (15.1) gehdrenden) Sys-
(H,)
tems linearer Differentialgleichungen

X =A()X ()

st ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Fine Basis ( 1, Py ey gon)

von Ly ) heifit ein Fundamentalsystem (FS) fiir (H,). Die daraus
gebildete Matrix

O(t) = [pi(t) wa(t) - @at)], tel

heifst eine Fundamentalmatriz (FM) fir (H,).

(2) Ist (@1, @3, ....@,) ein (reelles) Fundamentalsystem fiir (H
die zugehorige Fundamentalmatriz, so ist

) und ®(t)

n

Xp: I =R xgt)=cp,(t)+cap(t)+...+crp,(t)
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C1

C2
=®(t)| |, c,60...,0 €ER,

die allgemeine Lésung von (H, ).

(3) Ist x5 : I — R" irgendeine (,,spezielle”) Lésung von und ist
xp die allgemeine Losung von (H,) aus (2), so ist X = X3 + Xg die
allgemeine Losung von (15.1)).

Beweis von Satz[15.13:

(1) Zunéchst zeigt man, dass die Losungsmenge Ly ) von (H,)) ein Untervek-
torraum des R-Vektorraums aller C-Wege auf I ist. Wir zeigen dieses in
einer Ubungsaufgabe.

Wir zeigen nun, dass dim (L(Hn)) =n gilt.

Sei (€1, €3,...,€,) die Standardbasis von R" und sei ¢, € I. Nach Bemer-
kung [15.12 hat jedes der n Anfangswertprobleme

X'=At)X, X(t) =ey, k=1,2,...,n,

genau eine Losung ;..

Wir zeigen nun, dass (g?l), I g?,:) eine Basis von Ly ) ist:
(i) @1,@5, ..., @, sind linear unabhiingig, denn:
Seien ¢y, ¢o, ..., ¢, € R mit

c1¢{+cz@’+...+cn¢;: 6
Dann gilt
clg?l)(t)—kczg?;(t)—k...—kcn@’(t):6 fir alle t € I,
und insbesondere folgt fiir t = ¢,

C1 Q?l)(to) +cCo @(to) +...+¢cy Q?n)(t()) =0

=€ = €2 =€,
— — — =
= crei+ces+...4+c,e, =0,
und wegen der linearen Unabhingigkeit von ej, e, ..., e, folgt, dass

c1=cy=...=c, = 0ist. Alsosind 7, ., ..., p, linear unabhiingig.
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(ii) Jedes X € Lq ) ist eine Linearkombination von @1, Py, P, denn:

Sei X € Lx ) und sei

€1
- €2 -
C = = X (tg) € R"™.
[Cn
Dann ist
Wi=c1p P+t p,
eine Losung von (H, ), da @7, @5, . .., @, Losungen von (H ) sind und

da Ly ) ein R-Vektorraum ist. Aukerdem gilt
W(tg) = c1 1 (tg)+ca @a(ty)+. . . 4cn @, (tg) = crel+cyes+...+c, e, = C.
Also sind sowohl X als auch W Losungen des Anfangswertproblems

X' =A(t) X, X(ty) = €.

Nach Bemerkung[15.12] gibt es aber genau eine Losung dieses Anfangs-
wertproblems, d.h. es folgt

X=W=¢@ +ep,+ +co,.

Also gilt X € LH(®71,95,...,0,).
Damit haben wir gezeigt, dass (61’, I c,?n’) ein Basis fir Ly ) ist und

dass somit insbesondere Ly  ein n-dimensionaler R-Vektorraum ist.

(2) Satz [15.13 folgt direkt aus den Eigenschaften einer Basis, weil jedes
Fundamentalsystem eine Basis von Ly ist.

(3) Um Satz [15.13 zu zeigen, betrachten wir eine beliebige Losung X des
inhomogenen Systems linearer Differentialgleichungen ((15.1)). Dann gilt fiir

- —> —>
Yy =X —Xg

Al)Y

Il I
(— >
>
~ SN—
~  —~
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Umgekehrt ist jeder C'-Weg der Form X := Xg + Xz mit Xy € Ly ) eine
Losung von ((15.1]), denn:

Daraus folgt dann, dass X = Xg + Xy mit Xg € L(Hn) die allgemeine

Losung von ((15.1)) ist. O

Bemerkung 15.14. (Wronski-Determinante)

Seien  ®7,@,...,@, Losungen von (H ). Um herauszufinden, ob
(#1,#3,---,¢,) ein Fundamentalsystem fiir (H,) ist, bildet man die
Wronski-Determinante

W(t) := det([g?{(t) ot) - ag(t)]), tel.

Falls W (t) # 0 fiir irgendein ¢t = ty € I gilt, so sind @, 5, ..., @, linear
unabhangig.

(Erklirung: Aus der Gleichung ¢1 @, + c2@5+ ...+ cop, = 0 folgt das
insbesondere

—>

n(t) =
0

ﬁl

cla{(t)+c2$2’(t)+ e
—=  [e) @) P (t)]

Cn
ﬁ
C

fiir jedest € I. Aus Kapltel.\mssen wir, dass dieses lineare Gleichungssystem
genau dann nur die Losung € = -0 hat, wenn

det ( [1() @3() -+ @a()] ) #0 (15.2)
—W(t)
ist. Finden wir ein t =ty € I mit (15.2)), so folgt c; =co = ... =¢, =0. 0O)

Beispiel 15.15. (homogenes System linearer Differentialgleichungen,
Fundamentalsystem, Fundamentalmatrix, allgemeine Lésung)

Sei I =]0, 0o[, und wir betrachten das homogene System linearer Differentialglei-
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chungen erster Ordnung

R R | [ 0 1]
X' =A(t) X mit A(t) := ;

2 2
t

also ausgeschrieben

Ty = T2,
, 2 2
Ty = —t—2$1+¥$2
Hier sind
N N t N N t2
e R—=R*  o(t) = [1], und @y R =R @y(t) = {Qt]’

zwei linear unabhangige Losungen, denn:

(i) Es gilt
A(t) Qol(t) - 02 i t] - 21 2| — [1 - Qoll(t)a
Rtz B ) B i 3 R
A(t) ps(t) = 02 i t2] = . = Ft =, (t)
__t_2 ?_ _2t _2 + 4 2

—>

Also sind 7, ¢, Losungen von X' = A(t) X.
(i) Weiter gilt

t ¢
W (t) = det ([&71(t) @’(t)])det([l QtD =27 —t" =" #0

fiir alle t € I, d.h. 7, 5 sind linear unabhingig.

@7 = (1] )

ein Fundamentalsystem fiir X’ = A(t) X. Die Fundamentalmatrix ist

() t
Sl o2¢|]
und die allgemeine Losung ist

N R R2 _,(t) [t:| n [t2] t t2 C1 cR
X : : X(t):=c c = : 1, C :
. 2 oy L 2t] e 1,C2

Also ist
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Bemerkung 15.16. (DGL der Fundamentalmatrix)

Ist (5{ N7 cfn’) ein Fundamentalsystem fiir das homogene System linearer
Differentialgleichungen (H,) und ist

O(t) = |pi(t) Ha(t) -+ @),  te [

die zugehorige Fundamentalmatrix fiir (H, ), so erfiillt diese die Differential-
gleichung

D'(t) = A(t) - ®(t) fiir alle t € 1. (15.3)
Dabei ist die Fundamentalmatrix komponentenweise zu differenzieren, also
'(t) = [p1'(t) @) (t) - @) (1)].

Aus @,/ (t) = At) o (t), k =1,2,...,n, folgt (15.3) dann direkt.

Der néchste Satz erklart, wie man die allgemeine Losung des inhomogenen Sys-
tems linearer Differentialgleichungen findet, wenn man bereits ein Fundamental-
system des zugehorigen homogenen Systems linearer Differentialgleichungen (H,)
kennt. Allerdings miissen wir spéter noch lernen, wie man ein solches Fundamen-
talsystem findet. — Die Methode ,Variation der Konstanten®, die wir im nachfolgen-
den Satz kennenlernen, ist eine Verallgemeinerung der Methode gleichen Namens

fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung (vgl. Kapitel @ im
Skript der HM A).

Satz 15.17. (Variation der Konstanten)

Sei ® = @] @y -+ @, eine Fundamentalmatriz fir X' = A(t)X. Dann
1st die allgemeine Losung von

X' =A() X+ b(t)
gegeben durch
R(t) = ®(1) / (@) " B(t) dr. (15.4)

Dabei ist das Integral so zu lesen, dass wir jede Komponente der vektorwertigen
Funktion (<I>(t))_1 l_))(t) einzeln (unbestimmt) iiber t integrieren, also fir jede
Komponente der vektorwertigen Funktion (<I>(t))_1 l_))(t) eine Stammfunktion
plus eine Integrationskonstante angeben.
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Teilbeweis von Satz[15.17: Nach Bemerkung [15.16] gilt
@'(t)=A(t)P(t) firalletel. (15.5)

Sei nun X durch (15.4) gegeben Wir lelten X ab und zeigen mit Hilfe von ((15.5)),
dass X eine Losung von X' = A(t) X + b ist: Mit der Produktregel finden wir

(1) = % <<I>(t) / (@) ' B) dt)
_ <%<I>(t)> / (@()) ' B(t)dt + (1) (% @) ' B (1) dt)
— ®'(1) / (@) ' b(t)dt + ®(t) (2(2)) " b(t)

-E,
RN (I)(t)/((I)(t))_l B () dt +B (1)
_ (1) ’

— A(H)R(t) + b(b).

Damit haben wir gezeigt, dass X, gegeben durch (15.4]), eine (spezielle) Losung
von X' = A(t) X+ b ist. In dieser Losung kommen n Integrationskonstanten von
den n Integralen iiber die Komponentenfunktionen in ({15.4)) vor, und die Losung

(15.4)) ist von der Form

X=Xi+cp+cps+...+cp,, C2,C2,...,Cn € R. (15.6)

Letzteres werden wir allerdlngs hier nicht beweisen. Nach Satz [15.13]ist (15.6) die
allgemeine Losung von X' = A(t) X + b. O

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 15.18. (Variation der Konstanten)
Sei I =10, 00[, und wir betrachten

R [ |

12
Schritt 1: Finden der allgemeinen Liosung des zugehdrigen homogenen Systems
linearer Differentialgleichungen.

Wie man diesen Schritt durchfiihrt lernen wir in den néchsten Teilkapiteln fiir den
Fall konstanter Koeffizienten. Fiir das gegebene Beispiel wissen wir allerdings be-
reits aus Beispiel [15.15] dass eine Fundamentalmatrix des zugehdrigen homogenen
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Systems linearer Differentialgleichungen durch

o(t) = E ;275]

gegeben ist.
Schritt 2: Variation der Konstanten.

Mit der Wronski-Determinante

W(t) = det (®(t)) = det ([i ZD = 2% — 1* = ¢

gilt
12t —¢2 2 1
(®(t)) —t—zl_l t]:[_’l 1] (15.7)
t2 t
und
2 _q7 4 £3 £3 dt Tt 1 e 144 c
AT [ B R A R
-5 11t 0 det 0+ co 0 C2
mit ¢y, co € R. Nach Satz [15.17]ist
[t 12 2 17 et t 12 14 1
X(t) = t dt | = 4
<o =[] (1 30 - (15 ]+

o
it

144
1t

t

1 +B(1)

t5
+ 1 + Co t4

12 1
2t 4

die allgemeine Losung des inhomogenen Systems linearer Differentialgleichungen.

Cl] (15.8)

C2

Schritt 3: Anfangsbedingung einarbeiten.

Wir setzen ¢t = 2 in die allgemeine Losung (15.8) ein und verlangen, dass die
Anfangsbedingung gilt:

[ x5 o] oo [2] =[] +2e ]
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d.h.c; = —=7und co = 7/4

FErgebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ist

%R R R() = [xl(t)] - H —7

zo(t)| 4|t

t
1

LT
1

t2
2t|

15.3 Homogene Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten: Der Fall n =2

145 7 42
o4+ Te 71
1.4 7

A

In diesem Teilkapitel lernen wir fiir den Fall n = 2, also fiir ein homogenes
System zweier linearer Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten, wie man dieses 16st. Dabei werden wir unser Wissen iiber die
Eigenwerte und Eigenvektoren quadratischer Matrizen aus Teilkapitel an-
wenden.

Im Folgenden sei A € R?*? eine Matrix mit konstanten Eintriigen. Wir betrachten
in diesem Teilkapitel:

x’l(t)] _ [am a2

21 G292

[391(15)

ﬂfg(t)

|

l'/l (t) = al,l xl(t) + CL1’2 xg(t)
< ,
ZC2(t) = ag,l ZEl(t) + CL272 .CL‘Q(t)

In Verallgemeinerung des komplexen Exponentialansatzes aus Kapitel {14 wahlen
wir den folgenden (vektorwertigen) komplexen Exponentialansatz:

] mit AeC, ¥ = m eC2\{0}. (15.9)
2
Die Ableitung dieses Ansatzes ist

(15.10)

Y At
i”(t)AeMﬁ’[ ‘ “1]

A eM gy
Einsetzen des Ansatzes ((15.9) und seiner Ableitung ((15.10]) in (H,) ergibt:
)\e’\tﬁ’:A(e’\tﬁ’) =eMAT ‘ ceM — Ad=Adu. (15.11)

An (15.11)) lesen wir ab: X(t) = eM U ist genau dann eine nicht-triviale
Loésung von (H,), wenn die folgenden Bedingungen beide gelten:
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(i) X ist ein Eigenwert von A € R?*2, und
(ii) U ist ein zu A gehoriger Eigenvektor.

Um (H,) zu l6sen, bestimmt man also die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren von A. Da das charakteristische Polynom pa (A) = det (A— A Ez) eine reelle
Polynomfunktion zweiten Grades ist, konnen die folgenden drei Félle auftreten:

Fall 1: A hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte i, Ao, oder
Fall 2: A hat einen reellen Eigenwert A (mit algebraischer Vielfachheit 2), oder

Fall 3: A hat zwei zueinander konjugiert komplexe, nicht-reelle Eigenwerte
M=a+jfund Ay =a —7p.

Wir betrachten diese drei Félle nun jeweils separat. Dabei ist vieles ahnlich zu dem
Fall einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstan-

ten Koeffizienten (vgl. Teilkapitel [14.4)).

Satz 15.19. (Fall 1: zwei verschiedene reelle Eigenwerte)

A € R**? habe zwei verschiedene reelle Eigenwerte A\, Ao € R mit \; #
Xo. Seien uy,uy € R? zwei zugehorige Eigenvektoren. Dann sind

—>

al) R— R27 ‘1?1)(15) = eAlt lTl)a und 52) R — RQ; @(t) = 6)\2t U9,

zwei linear unabhdngige reelle Lésungen von (H,). (c,?l’, @) st ein re-
elles Fundamentalsystem fiir (H,), und die reelle allgemeine Lisung
von (H,) ist

X:RoRY X)) =apt)+apt) =aea+ene™ s, o,ceR.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 15.20. (Fall 1: zwei verschiedene reelle Eigenwerte)
Wir betrachten

) =221+ 229 ) _ 2 2] [x
rh =21x — T3 ) 2 —1| |xo|’

1 A-|? ? (15.12)
also = 9 _1 . .
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Schritt 1: Bestimmung der Eigenwerte von A

2—-A 2

det(A—AEg):det([ 5 1

D-eonitn

=AM - A=6=(\+2)(\-3),

d.h. die Eigenwerte sind Ay = —2 und A\ = 3.

Schritt 2: Bestimmung der Eigenrdume von A

ZQ%ZQ—%Zl
21%%21
N 4210 ' 2000
L= e 2 110 000 =
1 . L1
—  Ea(-2=LH(| ). dh  @)=c )
Zo—Zo+2 71
N ~1 210 Zl(;)zl 1200 _2
27900 2 —4 0 0 010 = et

- woeu]) -

Ergebnis: Ein Fundamentalsystem von ([15.12)) ist

(= af - 1))

und die zugehorige Fundamentalmatrix ist

6—215 2€3t
®(t) = [ 3t] :

—2e7 2 ¢

Also ist die allgemeine Losung von ((15.12)):

1 2
)_{ZR—)]RQ, )_()(t) ::cle_zt[ ] +Cg€3t[]

2 1
6—2t 2 63t 1 c1
= — @ t 9 9 E R
[_2 o2t o3t ¢ (t) LJ €1, €2
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Zur Ubung iiberpriifen wir fiir das Beispiel noch, dass es sich tatsdchlich um ein
Fundamentalsystem handelt (also dass die beiden Losungen ¢, ¢, linear unab-
héngig sind), indem wir die Wronski-Determinante berechnen:

6—225 2 e3t
W (t) = det (®(t)) = det <[2 o 3 ])

€

—e M 26 (2e M) =€ +4e' =5 #£0  fiirallet € R.

Bevor wir Fall 2 betrachten, wollen wir Satz [15.19| noch beweisen.

Beweis von Satz [15.19: Aus unseren Voriiberlegungen auf Seiten [190] bis [19]]
wissen wir bereits, dass

At Aot

X(t) :=crp1(t) + capa(t) = cre™ ug + e e us.

als Linearkombination der beiden Losungen 7, ¢, von (H,) ebenfalls eine Losung
von (H,) ist. Zu zeigen ist also nun noch, dass die beiden Losungen linear unab-
héangig sind. Um dieses nachzuweisen, berechnen wird die Wronski-Determinante
der beiden Losungen. Dabei bezeichnen wir die Eintridge von u; bzw. a3 jeweils

mit
> Uu1,1 —> Uy 2
u; = bzw. uy = )
U2.1 U2.2

Wir finden

W (t) = det ([@1(t) @5(t)]) = det ([Zii o 6? ULQD

t
Ug1 €72 U9

At

= My, oot Usz — oot Uis oMt Usp = pPrtA2)t (

Uiy Ugo — U2 Uy )

SR Jot (lul,l U1,2]> — it A2)t iiet <[171> 172’})/# 0

U211 U22 ~—
#0 #0 20

fiir alle t € R, wobei wir genutzt haben, dass nach Satz [13.43] die Eigenvektoren
u;, Uy linear unabhéngig sind, da sie zu verschiedenen Eigenwerten gehéren. O

Satz 15.21. (Fall 2: ein reeller Eigenwert)

A € R**2 habe nur einen reellen Figenwert \ € R. Dieser Eigenwert hat
dann die algebraische Vielfachheit 2. Nach in Teilkapitel[13.¢ kann die
geometrische Vielfachheit von A (d.h. die Dimension des Eigenraums FEa (X))
entweder 1 oder 2 sein.
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(1) Ist dim (EA(N)) =2, so gilt A= [g\ ?\]

In diesem Fuall sind

1

o R =R o(t) :=eM [0

0
], und @y R — R% po(t) == e [1],

zwet linear unabhdngige reelle Losungen, (c,?l’, @) st emn reelles
Fundamentalsystem fiir (H,), und die reelle allgemeine Lésung
von (H,) ist

X :R = R?% X(t) = c1 1 (t) + c2 P (t)

1 0
= e [0] + ¢ e L] , ci,co € R.

(2) Ist dim (Ea(X)) = 1, so wihlt man einen Eigenvektor & € R? zum
Eigenwert \. Danach bestimmt man V € R? als Lisung des linearen
Gleichungssystems

(A—AE) ¥ =1.
Dann sind
o1 R—=R% o) =M, und
oy R RY ot) =eM(tU+ V),
zwei linear unabhdngige reelle Losungen von (H,). (g?l’, @) 15t

ein reelles Fundamentalsystem fiir (H,), und die reelle allgemeine
Lésung von (H,) st

X:R — R% X(t) == crp1(t) + capa(t)

— MU+ eeMtU + V), c1,c0 € R,

Beispiel 15.22. (Fall 2: ein reeller Eigenwert)
Wir betrachten

) =4z — 329 — ) _ 4 =3] [
xh=3x1 — 219 ) 3 =2 |x9|’

4 =3
1 A = : 15.1
also {3 _2] (15.13)



15. Systeme linearer Differentialgleichungen

(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

195

Schritt 1: Bestimmung der Eigenwerte von A

det(A—)\Eg):det<[4;>\ _Q_EAD —(4=N(=2=)X)+9

= A2 +1=(\—-1)7?

d.h. A =1 ist der einzige reelle Eigenwert.

Schritt 2a: Bestimmung des Figenraums zu A = 1

Z2—>ZQ_Z1
N1 3 =310 Zl<—>:§>Z1 1 —110 N B
o 3 310 0 00 =t

—>

— EA(l):LquD, dh. @R — R? c,ol(t)::et[

1

Schritt 2b: Finden der zweiten von @) linear unabhdingigen Lisung

1

)
Zo—Zo—171 [1 _1

> 3 _3 1 Z1—>% Z1
A—-1-E = = PN
( 2) ¥ H [3 -3 ‘ 1] 0 0

Finde eine Losung von (A —1- Eg) V= [

1

und z.B. ist ¥V = [(3)] eine Losung.

Also ist eine zweite linear unabhéngige Losung

P RoR got)=c (td+V)=¢ (t

FErgebnis: Ein reelles Fundamentalsystem von ((15.13]) ist

()

und eine reelle Fundamentalmatrix ist

t+ 3
t

|

|

O Wi
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Also ist die reelle allgemeine Losung von ((15.13))

R R 1 t+3
X R — R? X(t) :=cr € + o el 3
1 t+1

et<cl | + ¢ t3 ), c1,co € R.

Zur Ubung berechnen wir noch die Wronski-Determinante, um uns zu iiberzeugen,
dass 7, @, in der Tat linear unabhingig sind.

W(t)=det (®(t)) =c'e't —¢ <t + é) e!

1 1
:tth—(t+§) th:—geZt#O fiir alle t € R.

Beweis von Satz[15.21):

(1) Es gelte dim (Ea (X)) = 2. Da der einzige zwei-dimensionale Untervektor-
raum von C? der Vektorraum C? selber ist, folgt Ea () = C2. Also sind alle
Vektoren von C? Eigenvektoren von A, d.h. AX = A X fiir alle X € C?
Die einzige Matrix in C?*? mit dieser Eigenschaft ist A = A\ E,. Insbeson-
dere sind die Vektoren e7, €, der Standardbasis Eigenvektoren von A. Nach
unseren Vortiberlegungen auf Seiten bis sind somit

o1 (t) = e [0] und  @y(t) = e m

beides Losungen von (H,). Wir berechnen die Wronski-Determinante, um
zu zeigen, dass diese beiden Losungen in der Tat linear unabhéngig sind
und somit ein Fundamentalsystem bilden:

W (t) = det (®(t)) = det ([egt ﬂtD =eMeM—0=eM#£0

€

fir alle t € R.

(2) Falls dim E4(\) = 1, withlen wir einen zu A\ gehérenden Eigenvektor U €
R%. Nach unseren Voriiberlegungen auf Seiten bis ist dann ¢, (t) =
e W eine Losung von (H,). Um eine zweite linear unabhéngige Losung ¢,
zu finden zu finden, machen wir den Ansatz:

Xt)=eMtd+V) mit VeR
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X'(t)=e" (Md+AV+1).
Einsetzen in (H,) liefert
M MTLATHT) = A [N (1T + V)]

= MMTBLATHE) =M FATHAT] | e

— tAU+AV+U=tAUT+AV.
Da U Eigenvektor zum Eigenwert ) ist, gilt A @ = A @ und somit
IAT+HAVHU=tAU+AV << AV4+U=AV
<~ u= (A - A Eg) V.
Ist also V eine Lésung des linearen Gleichungssystems (A —A Eg) V=1,
so ist 5(t) = eM (¢ U + V) eine Losung von (Ha).

Wir miissen noch zeigen, dass die beiden Losungen 7 und @, von (H,) line-
ar unabhangig sind und somit ein Fundamentalsystem bilden. Dazu berech-
nen wir die Wronski-Determinante. Vorab uberlegen wir uns, dass 0 und vV
linear unabhingig sind: Wir wissen, dass 0 # 0 ist, und ¥V muss ebenfalls
unglelch dem Nullvektor sein, denn ansonsten wéare (A )\Eg) v=0 # .
U und V sind genau dann linear abhiingig, wenn ein Vektor ein Vielfaches
des anderen ist. Da beide Vektoren vom Nullvektor verschieden sind, folgt,
dass diese genau dann linear abhangig sind, wenn es eine Konstante y € R
gibt mit V = p d. Dann gilt aber

(A—AEy) V= (A-\Ey) (utd) =p (A - \E)) W =0,

Y
=0 weil 0
Eigenvektor zu A

und diese Gleichung ist ein Widerspruch zu (A — AEy) vV = U. Also sind
u und V linear unabhingig.

Mit den Rechenregeln fiir Determinanten finden wir nun fiir die Wronski-

Determinante:
W (t) = det ([o1(t) 9?5(15)}) —det ([MT M (tT+V)])
e det ([ tT+V])
2N det ([l_i tl_ﬂ)j— e det ([d ¥v])

= M det ([l—f 7]) # 0
fiir alle t € R, da die beiden Vektoren W und Vv linear unabhéngig sind. [J
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Satz 15.23. (Fall 3: zwei konjugiert komplexe Eigenwerte)

A € R**? habe zwei zueinander konjugiert komplexe, nicht-reelle Ei-
genwerte \y = X = a+ 7 und Ay = X = a— 7, wobei o, B € R mit
8 #0.

Ist w = [ 1] € C? ein Eigenvektor zu X\, s0 ist W = [_1] ein Figenvektor
W9 (%)

zu X. Dann sind
J:R—HCQ, '(pl() = und

Py R C2 yt) =e t%:eate-fﬁt%:zm),

zwei linear unabhingige komplexe Lisungen von (H,). Zwei reelle linear
unabhdngige Losungen von (H,) erhdlt man, indem man den Realteil und
den Imagindrteil dieser beiden Lisungen bildet, also

o R = RY o(t) = Re('«,?l)(t)) = Re(e™ /ot w),
@y R =R @ot) = Im(iz(t)) = Im(e" /' W).

Dann ist (g?{, 52)) ein reelles Fundamentalsystem fiir (H,), und die reelle
allgemeine Losung ist

X:R—=RY  X(t):=cro(t) +crpa(t)
= Re( at ojht )+021m( al ejﬁtv_v’), c1,co € R.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 15.24. (Fall 3: zwei konjugiert komplexe Eigenwerte)
Wir betrachten

] = 11 — X9 T 1 =17 [y 1 —1
— = , al A= .
[$12=£E1+332:| [xé 1] [z o 1 1
(15.14)

Schritt 1: Bestimmung der Eigenwerte von A

det (A — \E») =det<[11)\ 1_—1AD =(1-))?+1
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=(1=XN?=7=(1-X—j)(1=A+),

d.h. wir haben zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte Ay = 1 + j und
A=1—7=A\.
Schritt 2a: Bestimmung des Figenraums zu A\ = 1+ j

ZQ—>Z2—j Z1

1 —j |0 0 00 2=

sass= (] - vec) (]

Damit erhalten wir

aee Fo—anf]-ef]

d.h. es gilt

(Weiter erhalten wir nach dem Satz |15.23

Ea(l—j)=LH (H) = LH ([?D und

hy R C ay(t) i=1p(1) = el et H = et [_1]] .

Diese Information brauchen wir allerdings nicht zu der weiteren Losung des Pro-
blems.)

Schritt 2b: Bestimmung zweier reeller linear unabhdngiger Losungen

Wir berechnen den Realteil und Imaginérteil von '(z (t): Mit der Euler-Formel gilt

—

Py(t) = e e H — ¢! (cos(t) + jsin(t)) m
_ [— sin(t)+jcoS(t)] _ !— sin(t)] L [cos(t)]

cos(t) + j sin(t) cos(t)
— ——
=Re(41(0) =1 =Im (1)) =&3(0)

Zwei reelle linear unabhéngige Losungen von ((15.14}) sind also

— sin(t)

o, R > R% () := ¢
P1 — ) 901() € [ COS(t)

] . @l RSRY Bt) = lcos(t)] .

sin(t)
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Ergebnis: Ein reelles Fundamentalsystem von ((15.14]) ist somit

G i A )

und die zugehorige reelle Fundamentalmatrix ist

—el sin(t) € cos(t)]
e cos(t)  e'sin(t)]’

®(t) = [
Die reelle allgemeine Losung von ((15.14]) ist also

i) T l“ﬁ”]

sin(t)
. — sin(t) Cos(t)
= ,co € R.
‘ (Cl [ cos(t) e sm(t) e
Zur Ubung berechnen wir noch die Wronski-Determinante, um uns zu iiberzeugen,
dass die beiden reellen Losungen 3, @, wirklich linear unabhingig sind:

xva):da(¢un::&m<[fﬁﬂMﬂ écw@ﬂ)

e cos(t) e sin(t)

X R = R? X(t) ;= clet[

= —¢% sin®(t) — e* cos’(t)

= —¢” [sin®(t) + cos®(t)] = —e* #£0  fiirallet € R.

Beweis von Satz[15.25: Wir zeigen zunéchst, dass der Vektor W, wie behauptet,
ein Eigenvektor zu Ay = Aq ist: Durch Bilden des konjugiert Komplexen auf beiden
Seiten von Aw = \; W folgt, dass

Aw=M\Ww — AW=X\ — AW =\w,

=l

weil A eine reelle Matrix ist und weil Ao = ); ist. Also ist w in der Tat ein
Eigenvektor zu Ay = ;.

Mit den Berechnungen aus dem Beweis von Satz [15.19 folgt direkt, dass 'L—b—I : {b-;
zwei linear unabhéngige Losungen von (H,) sind. (Eine Inspektion des Arguments
in Satz zeigt ndmlich, dass die Argumentation auch fiir komplexes \; #
Ay funktioniert.) Wir miissen nur noch zeigen, dass ¢, ¢, ebenfalls zwei linear

unabhéngige Losungen von (H,) sind. Wir zeigen zunéchst, dass 'L—b—I (t) = Tp;(t)
ist. In der Tat gilt

- @ —_— —

P, (t) = et elflw = ot eiftw = e eI = s (1).



15. Systeme linearer Differentialgleichungen
(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 201

Wegen Re(z) = 3 (2 +z) und Im(z) = % (z —2) fiir alle z € C folgt

B1(1) = Re(91(1)) = 5 (%1(0) + 91 (1)
=5 (#10) + 92(1)) = 3 B10) + 5 B0,

Bit) = Im($1(0) = 5- (4
= 5= (B0 = B30) = 5 %10 - 5300

1 —

0 5"/’1(75) +

Fi0] +er [ 3910 - 5 w0

N | —

qﬁ+@@:q[

1 1 — 1 1 —
[5 c1 + Z 02] P(t) + [5 c] — Z 02] Py (t) fir allet € R

folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit von '(z , 1?2), dass

1 1
- ey — I aus (I) + (II): ¢ =0,
5 c1 + 2j Co 0 ( )
1 1 1
_ e 5= 0 (II) | einsetzen in (I): 3 co = =0
gelten muss, d.h. ¢, ¢, sind linear unabhéngig. L]

15.4 Ein Anwendungsbeispiel

In diesem Teilkapitel betrachten wir als Anwendung aus der Elektrotechnik einen
Schaltkreis, der in der nachfolgenden Zeichnung skizziert ist.
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L L

R gl R 22

Weiter soll die folgende Anfangsbedingung
i1(0) =142(0) =0
an die beiden Strome ¢; und 79 gelten.

Das Aufstellen der Gleichungen liefert (fiir die beiden Maschen):

di R R. U

LY YRy —i) + Riy = U =2 i 2
dt LT
dis — R R

Mit k := R/L ergibt dieses das folgende inhomogene lineare Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

= |+ . (15.15)
k -2k 19 0

-~ 7
=A

-/
3]

[ié

Schritt 1: Bestimmen der Figenwerte von A

—2k—-X Kk
det({ ! _Qk_AD:(—Qk—)\)z—kQZ(A+2k)2—k2

= (AN +2k—k)(A+2k+k) =\ +k)(A+3k)

Also sind die Eigenwerte von A:
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Schritt 2: Bestimmen der Eigenrdume von A1 bzw. Ay

Z2—>Z2—|—Zl
Z1—>—% Z

—k k0], 1 —10
ek [l =l ol

— =i — Bab-tn(]])

1
Z2_>Z%—Z1
g, [EE[O] T L0
27 kKo 000

e ().

Zwischenergebnis: Die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems
linearer Differentialgleichungen

A1

> N 1
i :R—=R%  igt)=ce™ H + cpe M [

ist also

—1

€ R.
1] ’ C1,C2

Ein Fundamentalsystem ist also

(bl )

und die zugehorige Fundamentalmatrix ist

efkt _e3kt]

—kt e—3k:t

d(t) = [

e

Schritt 3: Bestimmen einer speziellen Losung von

U

Da die Inhomogenitét [é ] nicht von t abhéangt, wahlen wir als Ansatz fiir eine
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spezielle Losung 1_5) eine konstante Funktion:

fo-] = ®o-|]

Finsetzen in ((15.15) mit k = R/L liefert

-0 A0 = 0

und wir berechnen wie gewohnt die Losung durch elementare Zeilenumformungen:

Z1—>%21
R R Zo—L 7, Z17 7]
-27 1 |-% v = A
R _oR| g — 1 -2 0 2 1|-Y
T “T o o T R
Zo—Zo+27 Zy——3 7. I —Z1+2 7 oU
ﬁjl 1 =21 0 2¢521—20 1_>¢210ﬁ
0 -3|-Y 0 1|Z 012}’
R 3R 3R
2U U
d.h. Ilzﬁ und IQZﬁ. Also ist
N > U |2
i¢: R — R? ig(t) := —
1g 3 IS() IR [1]7

eine spezielle Losung von (|15.15)).
Alternative in Schritt 3: Bestimmen einer speziellen Losung von

Wir nutzen die Methode Variation der Konstanten (vgl. Satz [15.17)) zur Bestim-
mung der allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung. Wir bestimmen zuerst

die Inverse (q)(t))fl der Fundamentalmatrix ®(t):
e

—kt _e—Skt
W (t) = det (®(t)) = det <[ ke 34)

e
= ¢ RT3kt 4 o7kt o738kt — 9 =M £ ) fiir alle ¢t € R.

Somit gilt
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Nach Satz [15.17]ist die allgemeine Losung von ((15.15)) durch
. U
i(t):= @(t)/(@(t)) [g] dt

gegeben. Wir berechnen vorab den Integranden

k k
(q’(t)) 5 Y 3kt U
0 2 e3kt o3kt 0 2 | —e 7

Damit erhalten wir

. okt _ 3kt U
()= ~kt -3kt /§f

1 U _e—kt _e—3k‘t_ %ekt + c1
a 2 L _e—kt e—Skt_ —i e3kt + o
By ro—ht =3kt %ekt X ”
= - — . |
2 L ekt Bkt — 3 g3kt Co
r —kt —3kt
2 L _% —a | 2L |kt o8kt |
r —kt —3kt
= 1 g % _|_ 1 E c ¢ Cl
2 L % 2L |-kt -3kt |co

k=r/L U 2] _ _r, [1] o _sr, [—1
= 1 +ce - ) + e L .

Vorliufiges Ergebnis: Die allgemeine Losung von ([15.15]) ist nun durch

- - 1 (T U |[2 r, |1 sr, |—1
i:R—=>R, i(t)= [Zl( )] =g []+cle_Lt []+026_Lt [ 1] , C1,09 € R,

Zg(t) 1 1
(15.16)
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gegeben.
Schritt 4: Finarbeiten der Anfangsbedingung i1(0) = i3(0) =0

Wir setzen ¢ = 0 in ((15.16]) ein und fordern, dass die Anfangsbedingung #;(0) =
i2(0) = 0 erfiillt ist:

ol = Lol =37 [ == [+ [

— Uz N —1
3R T T
— U _2_ . 1 -1 Cl_
3R |1 |1 1] [e]

= [l Vsl 0-s0

Ergebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ((15.15) mit 41(0) = i2(0) = 0 ist

also:
U L
6R 1

T:R-R? ()= [:8

3y

15.5 Homogene Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten: Der allgemeine Fall

Sein € Nund A € R"™". In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man fiir beliebi-
ges n vorgeht, um die reelle allgemeine Losung des homogenen Systems
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

=A% (H)

zu finden.
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Satz 15.25. (allgemeine reelle Losung von (H,))

Sei A ein Eigenwert der Matriz A in (H)) mit dem Figenraum Ea(\),
der algebraischen Vielfachheit m und der geometrischen Vielfachheit { =
dim (Ea(X)). Es gilt dann

1</<m<n.

(1) Analog 2u Teilkapitel [15.9 ist X(t) = e W fiir jedes § € Ea()\) ei-
ne (komplexe) Losung von (H,). Auf diese Weise erhalten wir £ linear
unabhingige Losungen von (H,).

(2) Ist £ < m, so kann man mit Hilfe von Hauptvektoren m — { weitere
(komplexe) linear unabhingige Lisungen von (H, ) berechnen (siehe Satz
weiter unten fir die Bestimmung der Hauptvektoren). Zusammen
mit den Losungen aus (1) hat man dann genau m linear unabhdingige
Losungen.

(3) Ist X\ ¢ R, so ist auch X\ ein Eigenwert von A mit der gleichen algebrai-
schen und geometrischen Vielfachheit wie X. Wie in Satz kann
man komplexe Losungen in reelle Losungen umwandeln.

Betrachtet man auf diese Weise alle Eigenwerte von A, so erhdlt man ins-
gesamt n linear unabhdngige reelle Lésungen von (H, ), also ein reelles
Fundamentalsystem von (H,).

Diesen Satz werden wir nicht beweisen. Wir betrachten zunéachst ein Beispiel.
Danach lernen wir die bereits erwahnten Hauptvektoren kennen.

Beispiel 15.26. (allgemeine reelle Losung von (H ))

Wir betrachten das folgende homogene System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Ty = —z9 + 3 T 0 —1 1| |=
xh = —3x1 — 239 + 323 = zh| = =3 =2 3| [x2| (15.17)
rh=—-2x1 — 229 + 323 xh —2 =2 3| |x3

Es gilt also

0 -1 1
A=|-3 -2 3
-2 =2 3

Schritt 1: Berechnung der Eigenwerte von A
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Aus Beispiel und Beispiel wissen wir, dass A die Eigenwerte
M =1 mit der algebraischen und geometrischen Vielfachheit 2,

Ay = —1  mit der algebraischen und geometrischen Vielfachheit 1

hat.

Schritt 2: Bestimmung der zugehérigen Figenrdume

Aus Beispiel (13.40 wissen wir, dass A die zugehorigen Eigenrdume

~1] 1 1
Ea(1) =LH 1], ]o bzw.  Ea(-1)=LH| |3
0| |1 2

sind. Fa(1) liefert nach Satz [15.25| die folgenden zwei linear unabhéngigen Lo-

sungen

—1 1
o R—=RY pi(t):=¢€| 1], und @y R =R o(t) :=¢€ |0
0 1

von ((15.17)), und Ea(—1) liefert nach Satz [15.25| die folgende Losung
1
o R—= R pi(t):=e |3,
2

von (|15.17)). Nach Satz [15.25]sind die so gefunden drei Losungen linear unabhén-
glg.

Ergebnis:
—1 1 1
e! 1|, e o], e?]|3
0 1 2

ist ein Fundamentalsystem von ([15.17)), und die reelle allgemeine Losung von
(15.17) ist durch

—1 1
X:R=R Xt):=¢€|ci| 1|+ |0] | +cze!
0 1

5 C1,C2,C3 €R7

N W =
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r1: R = R, Il(t) = (—61 + CQ) el + C3 et
> 7y R =R, 29(t) :=crel +3cze™ mit c1,c9,c3 € R
r3: R = R, x3(t) := coe’ +2c3e?

gegeben.

Im néchsten Satz lernen wir die bereits erwahnten Hauptvektoren kennen.

Satz 15.27. (Hauptvektoren)
Sei A ein Eigenwert der Matriz A in (H,)

(1) 1 € C" heifst ein Hauptvektor von A zu X, falls k € N existiert mit
(A—\E,)fE=0.

(2) Jeder Eigenvektor ist Hauptvektor, aber nicht umgekehrt.

(3) Ist m die algebraische Vielfachheit von A, so gibt es m linear unab-
hdangige Hauptvektoren von A zu \.

(4) Spezialfall: m > 2 und die geometrische Vielfachheit ist { = 1:
Hier kann man Hauptvektoren berechnen, indem man nacheinander die
folgenden linearen Gleichungssysteme l0st:

(A—)\E,) U= 0 =  Die Liosung sei uy (Eigenvektor).
(A-\E,)d =1u; —  Die Lisung sei us.
(A—-)ME,)d=uy =  Die Lisung sei u3.

(A-\E,)d m_1 = Die Lisung sei u,,.

I
=

Die Vektoren a3, 13, ..., u,, sind dann linear unabhdngige Haupt-
vektoren von A zu A\, und

p1(t) = eM u,
Po(t) =€V (tug + w),

pi(t) == e

Pu(t) =

—u2+...+tum_1’+u_m’>
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sind m linear unabhdngige Lésungen von (H, ).

(5) Fiir den allgemeinen Fall siehe die Fachliteratur zu Systemen von linea-
ren Differentialgleichungen.

Betrachten wir ein Beispiel fiir den Spezialfall (Satz [15.27] , dass die geome-
trische Vielfachheit jedes Eigenwertes genau 1 ist.

Beispiel 15.28. (Hauptvektoren)

Wir betrachten das folgende homogene System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Ty =x1 — 219 + T3 ) 1 -2 1 |n
Th = —Ty — X3 — |zb| =10 =1 —1]| |ao (15.18)
rh = 419 + 313 xh 0 4 3| |z3

Es gilt also

1 -2 1
A=10 -1 -1
0 4 3

Schritt 1: Bestimmung der Eigenwerte von A
Mittels Entwickeln nach der ersten Spalte finden wir
1—-Xx =2 1
pa(A) = det(A — AE,) = det 0 —-1-x -1
0 4 3—A

1+1 —1-A -1
coaan (7))

Also ist A = 1 der einzige Eigenwert von A, und er hat die algebraische Vielfach-
heit 3.
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Schritt 2: Bestimmung des Eigenraums zu A = 1

1-1 =2 1 0

(A-1E)¥ =0 <« 0 —-1-1 -1 |0 «—
0 4 3-110

_ Zlﬁézl

0 —2 1lo] %2227 o o 20| z--iz

0 —2 —1]0 JEN 0 —2 —1]0 JEN

0 4 210 0 0 010

(0 01 ZosZo-tz, |0 0 1]0] 2oz [0 1010

01 Lo SN 010[0] <= |oo1]of,

00 0lo 0000 0000

und es folgt 9 = x3 = 0, und x; kann beliebig in C gewahlt werden. Also ist der
Eigenraum zu A = 1

«
Ea(1)=¢ 10| €C® :acCy=1H| |0] |,
0 0

und die geometrische Vielfachheit von A = 1 ist £ = dim (Ea(1)) =1 < 3.
Schritt 3: Bestimmung der Hauptvektoren

e Aus Schritt 2 kennen wir bereits den ersten Hauptvektor von A = 1, ndmlich
den Eigenvektor

—>

[25]

o O =

und dieser liefert und die folgende Losung von ([15.18) (vgl. Satz [15.27

1
o R—=R: oi(t) =€ |0
0

e Nach Satz |15.27 16sen wir nun das lineare Gleichungssystem

(A—1E3) d =uj,
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um einen zweiten Hauptvektor zu finden:

1-1 =2 1 1 0 -2 1]1
0 —1-1 —1 |0] <= |0 —2 —1]0
0 4 3-110 0 4 2|0
Zl—)%Zl
57527 To 0 2|1] zsz [00 13
& Jo—2 —1]o] < |o1llo
0O 0 00 00 0lo
_ . 1
Z2—>Z2—%Zl 001 b} 7157 10 1
TN 0101 <& |oo1] L,
000| O 000 O
und wir finden zo = —1, z3 =  und z; € C beliebig. Somit ist beispielsweise
0
o
1
2

ein zweiter Hauptvektor, und dieser liefert (nach Satz [15.27][(4)]) eine weitere
Losung von ([15.18)

1 0 !

@R =R, ooty =€ |t |0| + |1 | =€ |12
0 1 1

2 2

e Nach Satz|15.27 16sen wir nun das lineare Gleichungssystem
(A—1Ey) T =,

um einen dritten Hauptvektor zu finden:

1-1 =2 1 0 0 -2 1] 0
0 -1-1 -1 |—-1| <= |0 -2 —1|—1

0 4 3-1| 3 0 4 2| 3
4oz roo 0 2| Y 20 t00 1L
= 0 -2 —1|-+ <& |o1 1]l
0 0 0] 0 000]0
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| 00 1]32 010
Zo—Zo—5 21 8 ARG 16
N 010 <= |oo1]|},
0 00| O 00O0]O0
und wir finden xy = %6, xr3 = % und x; € C beliebig. Somit ist beispielsweise
0
@ - |
1
8

ein dritter Hauptvektor, und dieser liefert (nach Satz[15.27 eine dritte
Losung von ((15.18)

1 0 0 U
—s — t i
@R R oi(t) :=¢ 5 o +t -3+ |%| | =¢ —1t+

o L B L

Ergebnis: Nach Satz [15.27][(4)] wissen wir, das die gefundenen Losungen @7, s, 3
linear unabhéngig sind und somit ein reelles Fundamentalsystem von ((15.18]) bil-
den. Also ist ein reelles Fundamentalsystem von (|15.18)) durch

t2
1 t 5
t t]_1 t] 1 1
e |0, e |—=3],€¢ |—3t+15
1 1 1
0 3 st+3
gegeben. Multiplizieren wir die Vektoren in R? mit geeigneten reellen Zahlen, um

die Briiche loszuwerden, so erhalten wir ein ,einfacheres* reelles Fundamentalsys-
tem

1 4t 8 12
el 10|, e |=1], e |1—4¢t
0 2 248t

Die reelle allgemeine Losung von ((15.18]) ist somit

1 4t 8 t2
X RoR, Xt):=¢|c |0 +c|—1| +c3|1—4t| |, ci,co,c5ER.
0 2 2+ 8t
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15.6 Zusammenhang mit linearen Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung

In diesem letzten Teilkapitel lernen wir, wie man eine lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung in ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung um-
wandeln kann.

Seien n € N, I C R ein Intervall und ag,aq,...,a,_1,b: I — R stetige Funktio-
nen. Die lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung

v a1 (O Yy L+ a) Y+ ar(8) Y + ap(t) y = b(t) (15.19)

lasst sich in ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
umwandeln, indem man setzt

vi=y, wmi=y, wpi=yl, o w =yt (15.20)

Damit erhélt man das folgende System linearer Differentialgleichungen ersten Ord-
nung fir x1, x9, ..., T,:

] = 19
xh = x3
T4 = Tn
|z, = —ap(t) w1 —ar(t) o — ... — ap—1(t) T, +0(E) |
Mit
[0 1 0 0 ] "0 C 2 ]
0 0 - : N : )
0 0 - 0 1 0 Ty 1
_—ao(t) —al(t) e e e —an_l(t)_ _b(t)_ | Ly _
ergibt sich R
X' =A(t) X+ d() (15.21)
Es gelten dann:
F oy
y/
(1) ylost (15.19). = X:=| ¥ | lost (15.21).
[y Y]
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I
(2) X = st (15.21). = y:= z; 16st (15.19).
Tn

Also sind ({15.19) und ([15.21)) dquivalente Probleme.

Abschlieffend betrachten wir noch die zu ([15.19) gehoérige homogene Glei-
chung fiir den Spezialfall konstanter Koeffizienten, also:

Y™ a1y 4+ asy + a1y + agy = 0. (15.22)

Mit (15.20) liefert diese das homogene System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

X' =AX (15.23)
mit der Matrix ) )
0 1 0 0
o 0 1 -
A=11: & 0
o 0 -~ 0 1
@y —Gy - e —Gy

(1) Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e folgt, dass die charak-
teristische Gleichung von ((15.22)) durch

" a1 ST . Fassttars+ag=0

gegeben ist.
(2) Das charakteristisches Polynom fiir die Matrix A in ((15.23)) ist

pa(N) =det(A —AE,) = (=1)" (A" + a1 A" '+ o+ a2 A+ ar A+ a).

Dieses zeigt man mit vollstandiger Induktion, indem man

(_—)\ 1 0 - 0 _\
0 —-x 1 " E
det(A — AE,,) = det : U 0
0 0 - =X 1

\__CLO I O | —)\_/

nach der ersten Spalte entwickelt.
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Fazit: Die Eigenwerte von A in ([15.23)) sind gerade die Losungen der charakte-
ristischen Gleichung von ((15.22)).

Betrachten wir hierzu ein Beispiel.

Beispiel 15.29. (Umwandeln einer homogenen linearen DGL 4-ter Ord-
nung in ein System linearer DGLen 1-ter Ordnung)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung vierter Ordnung
yW —y =0 — yW =y (15.24)
aus Beispiel [14.24][(D)], deren reelle allgemeine Losung
y(t) = yie +ye" + 3 cos(t) + 4 sin(t), Y,72,73, 74 € R, (15.25)

wir bereits aus Beispiel [14.24 @ kennen.

Wir wollen diese nun in ein System von homogenen linearen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung umwandeln und dieses dann wie gewohnt losen: Wir setzen

o ._ . o
=Yy, o =Y, xr3 =y, Ty =Y

und erhalten somit:

) = 19 ) 010 0] [x;
Th = x3 ) 001 0| [
Th = 14 = 'l T 1000 1| |a
| 7y =1 | EA |1 0 0 0f |2q]
—A
(0 1 0 0]
— - (V010 X (15.26)
0001
100 0

Schritt 1: Berechnung der Eigenwerte von A

Wir entwickeln nach der ersten Spalte

-\ 1 0 0]
0 —A 1 0

A— g
det( AE,) = det 0 0 -x 1
| 1 0 0 —)
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- 1 0 100
= (=) (=) det 0 —A 1| |+(=D*""1-det| [-A 10
0 0 =X 0 =X\ 1

— (M —1=M 1=V -1+ ==X +DXN=5) N+

und finden die vier verschiedenen Eigenwerte \y = 1, Ay = —1, A3 = j und
Ay = —j. (Die Determinanten wurden mit der Formel fiir die Determinante einer

oberen bzw. einer unteren Dreiecksmatrix (vgl. Hilfssatz [13.20]) berechnet. Jeder
dieser vier Eigenwerte hat die algebraische und geometrische Vielfachheit 1.

Schritt 2: Berechnung der Eigenrdume

(-1 1 0 0]0 -1 1 0 0]o0
N 0 -1 1 ofo] T 0 -1 1 00
L= 0 0 —1 110 0 0 —1 110
1 0 0 —1]|0] 0 1 0 —1]0]
—1 1 0 o0]lo0] 1 1 0 0]0]
Zﬁg% 0 -1 1 010 Zii% 0 -1 1010
0 0 -1 11]0 0 0 —1110
0 0 1 —1]0] 0 0 00]0
1 1 00]0 1 0 0 1]0
Zﬁgzﬁ” 0 -1 0110 Zl‘i% 0 -1 0110
0 0 —1110 0 0 —1 110
0 0 00/0 0 0 00]0
2220 100 —1]0] u = uy 1]
T L 1 I Cht ) BN Ea()=1H| ||
001 —110 uz = uy AV 1
000 0]0 wy bel. 1]
Damit finden wir die folgende Losung von ({15.26)):
17 [et]
1 t
;R = R, p1(t) == ¢ = et
1 e
_1_ _et_
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(1 1 0 0]0] (1 1.0 0]/0]
\ , 0110]|0 Z4i4‘zl 0 11010
27 00110 0 01110
100 1]0] 0 -1 0 1|0
[1 1.0 0/0] (1 1 0 0]0]
24322 0110]|0 Zfi‘”?’ 0110]|0
001110 001110
001 1]0] 000 0]0]
110 0]0] 100 1]0
Zfi‘z?’ 010 —11/0 Zl‘i;% 010 —11/0
001 1]0 001 1/0
000 0]0] 000 0]0]
_U1 —U4_ [ 1]
Uy = —U 1
— 2 ' = Ea(-1)=1H
U3 = — Uy —1
wy bel. | 1]
Damit finden wir die folgende Losung von ({15.26)):
[ —1] [ —e™]
—> —> — 1 e_t
priR—oRL @p(t)i=e || =
L 1_ L. e_t_
Fiir A3 = 7 finden wir schlieftlich:
—5 1 0 0]0] | 1T 5 0 0]0]
0 —j 1 ofo| “F* Jo-j 1 ofo
A3 =] . = .
0 0 —j 110 0 0 —j 110
1 0 0 —j|0] 1 0 0 —j|0
(1 5 0 0]0] (1 5 0 0]0]
Zﬁizl 0 —j 1 00 Ziif 0 —j 1 0/0
0 0 —j 110 0 0 —j 110
0 —j 0 —j|0 0 0 -1 —j5|0]
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| (1 5 00[0] zsz42 [1 010]0
T Jo = vojol PR o =100
0 0 —j 1/0 0 01 4]0
0 0 0 0]0] 0 000|0
Ziszi-7z, [1 00 —j]0] | [1 0 0 —j |0]
Z?i‘% 0 -5 0 —j|0 Zlfz 010 1]0
0 01 4o 001 jlo
0 00 o0]0 000 00
[ u = juy | i
Us = —u —1
— | 7 ' = Es()=1H||
Uz = —J Uy —J
uy bel. 1]
Damit finden wir die folgende komplexe Lsung von ([15.26)):
i j_ i ] ejt_ i e]g ejt } (t+g)
—> 4 —> i+ —1 —ejt —ejt —ejt
. e 5 _ _
Py R — C* aps(t) :=e L et T |eimeit| T |eit-
1] elt elt elt
[ cos (t+ ) + j sin (¢ + ) [ —sin(t) + j cos(t)
—cos(t) — j sin(t) —cos(t) — j sin(t)

cos (t—2) +jsin(t —I)

cos(t) + 7 sin(t)

wobei wir die Euler-Formel und die folgenden Additionstheoreme genutzt haben:

COSs

COSs

(

t+
(¢~
t+

2
D
)

= COS

(1)
(t)
(t)

= cos(t) cos (g) — sin(t) sin <
Ccos <—g> — sin(t) sin (—5) = sin(t),

0

5) = —sin(t),

s

+5) =) () oty (3) ot
Sin — ] = 8S1n COS | — COS Sin | — ) = COS
2 2 2 ’

sin

(-3

™

) = sin(t) cos (—g) + cos(t) sin (—g) = —cos(t).

Damit finden wir die folgenden zwei linear unabhéngigen reellen Losungen von
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(15.26):
[ — sin(t)]
N N — — cos(t)
p3 R— R*, Pp5(t) = Re(¢3(t)) = . ;
sin(t)
cos(t)

e RoRY oi(t) :=Im(epg(t)) =

e’ —e! —sin(t)] [ cos(t)]
e’ et — cos(t) — sin(t)
el | —e |’ sin(t)| | — cos(t)
e et cos(t) sin(#) |

¢! ] [ ¢! [ — sin(t)] [ cos(t)]

N e’ et — cos(t) — sin(t)
X (t) =C et +Co —e_t +c3 sm(t) +cy B COS(t) ;  C1,C2,C3,C4 € R.

e’ e’ cos(t) sin(t)

Wir haben insbesondere
v R =R, 21(t) =cre —cye™ —c3sin(t) + ¢4 cos(t), ci,c,c3,¢4 €R.

Mit der Umbenennung v, := ¢y, 72 := —c9, 73 := ¢4 und 74 := —cg ist dieses in

der Tat die Losung ((15.25]) von ({15.24)).
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Differentialrechnung in mehreren
Variablen
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KAPITEL 10

Konvergenz, Stetigkeit und
Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen mehrerer reeller Variablen (also
z.B. eine Funktion der drei Ortsvariablen z,y, z und der Zeit t) und mit Werten
in R oder auch in R™. Wir werden die bereits aus der HM A bekannten Begriffe
Grenzwert, Stetigkeit und Differenzierbarkeit (vgl. Kapitel || bis [7|der HM A) auf
solche Funktionen ausdehnen. Der Begrift des Integrals wird erst in der HM C fiir
Funktionen mehrerer Variablen besprochen. In dem nachfolgenden Kapitel nutzen
wir dann die Ableitungen solcher Funktionen, um Extremwertprobleme ohne und
mit Nebenbedingungen zu l16sen.

16.1 Offene Teilmengen und Konvergenz in R"

Wir starten dieses Kapitel mit ein bisschen elementarer Topologie (d.h. der Be-
griff einer offenen Menge und weitere Begriffe aus diesem Umfeld), die wir in
den nachfolgenden Teilkapiteln benotigen. Weiter definieren wir den Begrift der
Konvergenz von Folgen in R".

Notation 16.1. (Standardnorm und offene Kugel)

(1) Mit || - || bezeichnen wir die Standardnorm (oder euklidische Norm)

223
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1

L2
in R", also fir X = | | € R" ist

Ln

IR := \fa3 +ad+...+a

die Standardnorm in R".
|X — ¥|| ist dann der Abstand von X und y in R".

(2) Fiir @ € R” und r > 0 ist
U (a):={XeR" : |[X-4d| <r}

dic offene Kugel um a mit Radius r.

Mit dieser Notation konnen wir nun den ersten neuen Begriff einfiihren.

Definition 16.2. (offene Menge)
Q) C R" heifit offen, wenn fiir jedes X € Q eine > 0 existiert mit U.(X) C Q.

In Worten: Um jeden Punkt X € Q kann man eine kleine offene Kugel U.(X)
legen, die ganz in 2 enthalten ist (vgl. das linke Bild in Abbildung[16.1). Der
Radius € > 0 dieser Kugel wird dabei in der Regel mit dem Punkt X €
varyeren.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.3. (offene Mengen)

Die Idee der Begriindung in den nachfolgenden Beispielen ist jeweils aus der zu-
gehorigen Skizze fiir den Fall von R? ersichtlich.

(a) Die leere Menge () und R” sind offen.
Begriindungen:

e Die leere Menge () enthilt keine Punkte; also ist fiir jedes X aus () die
Bedingung an die Punkte einer offenen Menge erfiillt. Somit ist die
leere Menge offen.

o Fiir jedes X € R" gilt fiir jeden Radius € > 0, dass U.(X) C R". Also
ist R" offen.
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o

OF

Abbildung 16.1: In beiden Bildern sehen wir eine Menge M C R2, die innerhalb
der schwarzen geschlossenen Kurve liegt. Ist diese Menge M offen, so gehort der
,Rand", also die Randkurve, nicht mit zu M, und man kann um jedem Punkt in
M eine kleine (offene) Kugel legen, die ganz in der Menge M liegt (linkes Bild).
Im rechten Bild ist eine typische Situation bei einem Randpunkt zu sehen. Ein
Teil jeder (offenen) Kugel um den Randpunkt gehort zur Menge M und ein Teil
gehort zu R?\ M.

(b) Fiir jedes @ € R™ und jedes r > 0 ist die offene Kugel U,.(2) offen.

Begriindung: Sei X € U,(@) beliebig. Wir zeigen nun, dass die offene Kugel
U.(X) mit € :=r — ||X — @J| ganz in U,.(@) liegt (siche Skizze).

Sei dazu y € U.(X) beliebig.
Dann gilt |y — X|| < &, und mit A
der Dreiecksungleichung folgt

|y -2l
=¥ -3+ (X -3 _H}z—au
<|¥-%| +I% -3 |
——
<€

I
=
|
)
|
.
+
)
|
i
Y

also |y — @l <r,dh ¥y € U.(d). Da'y € U.(X) beliebig war, folgt, dass
U.(X) C U.(Q). Also ist U,(&) offen.

(c) {6} C R ist nicht offen.
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A

Begriindung (siehe Skizze):

Fiir jeden Radlus e > 0 1st dle €

offene Kugel U.(0 ) nicht in {O}

enthalten. \ >

Ql

Also_) gibt es keme offene Kugel
U-(0) mit U.(0 ) C {0} und
{0} ist nicht offen.

R™\ {6} ist offen.

Begriindung: Sei X € R"\ {6} beliebig. Dann ist ¥ # 0 und somit
1X]| > 0. - Wir zeigen nun, dass die offene Kugel U (X) mit ¢ := || X]| ganz
in R"™\ {0} liegt; damit folgt dann, dass R" \ {0} offen ist (siehe Skizze).

Sei also y € U.(X) beliebig.

Dann gilt
Iy = X[l <e =]l
Mit der unteren Dreiecksunglei-
chung folgt
IVl =1xX+(& =)
> [ 1% = 1Y = Xl
> |IX| - H?— X||

E—H I

> X = [IX] =0,

also || Y] > 0, d.h. ¥ € R*\ {0}. Da ¥ € U.(X) beliebig war, haben wir
gezeigt, dass die offene Kugel U.(X) mit € = || X]| ganz in R" \ {0} liegt.
Also ist R™"\ {0} offen.

{XeR" : |X]|=1} und {X € R" : ||X]|| <1} sind beide nicht offen.

Begriindung: Seien My := {X € R" : ||[X|| =1} und M, := {X e R" :
|X]| < 1}. Wir betrachten ein X € R” mit ||X]| = 1. Dieses gehort zu M,
und My. Wir zeigen nun, dass es fiir ein solches X keine offene Kugel U.(X)



16. Konvergenz, Stetigkeit und Differenzierbarkeit
(© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 227

glbt mit UE()_()) C Ml bzw. UE()_{) - MQ.

Sei dazu y := (1 + %) X. Dann
1st einerseits

e €\ € o\
HYH—H(1+5> XH ()+5)%
e\ X
= (1+25) =l
—~—

2
=1

Y

£
=14+=->1,
Jr2

d.h. ¥ gehort zu weder zu M,
noch zu M. Andererseits gilt
aber

d.h. ¥ gehort zu U.(X).

Also ist U.(X) weder eine Teilmenge von M; noch eine Teilmenge von M.
Da ¢ > 0 beliebig war, haben wir gezeigt, dass es fiir keinX mit [|X]| = 1
(aus M und Ms) eine offene Kugel U.(X) gibt mit U.(X) € M; oder
U.(X) C M,. Also ist weder M; noch My offen.

Definition 16.4. (konvergente Folge in R")
(1) Eine Folge (X)) in R™ heifit konvergent gegen den Grenzwert X €

R", falls gilt  ||X, — %] =3 0.

Schreibweise: Xy — X oder lim X(;) = X.
k—oo

(2) Ist eine Folge (X(3)) in R"™ nicht konvergent gegen (irgendein) X € R”,
so nennt man die Folge divergent.

Der néchste Hilfssatz fiihrt die Konvergenz von Folgen im R" auf die Konvergenz
von Folgen in R zuriick.
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Hilfssatz 16.5. (Konvergenz von Folgen in R")
L(k),1 L1
Seien )T(;;)’ = |, keEN, und X=|": alle in R™.
L(k)n Tn
(1) Dann gilt % YR genau dann, wenn Iy, oo x; fir alle
1=1,2,...,n

(2) (X)) ist divergent genau dann, wenn mindestens eine Komponen-
tenfolge (x(y),) divergent ist.

Beweis von Hilfssatz[16.5: Nach der Definition [16.4] gilt:

%k_)—o)o)_() <~ \/ 1—I1 ..—l—(SC(k)’n—ZUn)Q]H—O)OO
o o 9 k—oo
= (g1 —21)> + o+ @y — 20)* — 0
k—o0 k—o0
<~ Ty1 —> L1y, ooy T()n —7 Tp L]

Mit Hilfssatz [16.5|konnen wir iiber die Komponentenfolgen (z),),7 = 1,2,...,n,
einer Folge (X)) in R" die Resultate iiber Folgen in R (vgl. Kapitel 5 der HM A)
nutzen, um analoge Resultate fiir Folgen in R™ zu bekommen. Dieses ist eine
ganz wichtige Erkenntnis und wird in der nachfolgenden Bemerkung im Detail
erlautert.

Bemerkung 16.6. (Resultate iiber konvergente Folgen in R")

Hilfssatz [16.5 ermoglicht es, die Resultate iiber konvergente Folgen in
R direkt auf konvergente Folgen in R"” zu iibertragen. Einige dieser
Resultate sind hier angegeben:

(1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge (X)) in R" ist eindeutig be-

stimmt.
x1
Erklirung: Ist X = | i | ein Grenzwert der konvergenten Folge (X(;)) =
In
L(k).1

in R”, so wissen wir nach Hilfssatz |16.5| dass fiir jedes

L(k)n
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i=1,2,...,n die i-te Komponente x; von X der Grenzwert der konver-
genten i-ten Komponentenfolge (z(4);) von (X)) ist. Dieser Grenzwert
z; ist fiir jedes 1 = 1,2, ..., n ecindeutig bestimmt, und somit ist X ein-
deutig bestimmt.

(2) Summe/Differenz konvergenter Folgen ist eine konvergente
Folge: Sind (T;) und (T;) zwei konvergente Folgen in R™ mit den
Grenzwerten X bzw. ¥, so sind auch (X + Y )) und (X — YY)
konvergente Folgen in R” mit den Grenzwerten X + y bzw. X — ¥.

Erklirung: Da (X)) und (y()) konvergent sind mit den Grenzwerten X
bzw. y, sind nach Hilfssatz [16.5] fiir jedes ¢ = 1,2, ..., n die Komponen-
tenfolgen (1) ;) und (y),;) konvergent mit den Grenzwerten x; bzw. y;.
Die Folgen (X} +¥ (1)) bzw. (X(1) — ¥ (1)) haben die Komponentenfolgen
(@i +Ywyi)s t = 1,2,...,n, baw. (Tpyi — Ywya)s ¢ = 1,2,...,n, und
diese sind als Summe bzw. Differenz der konvergenten Komponentenfol-
gen (k) ,;) und (Y)i), ¢ = 1,2,...,n, konvergent mit dem Grenzwerten
x; + vy; bzw. x; — y;. Nach Hilfssatz sind daher (i@j + 376:)) und
(X — ~ Y )) konvergente Folgen in R™ mit den Grenzwerten X + y
bzw. X — .

(3) Sei (X)) eine konvergente Folge in R™ mit dem Grenzwert X, und sei
(ay,) eine konvergente Folge in R mit dem Grenzwert a. Dann ist die Folge
(ar X(1y) eine konvergente Folge in R™ mit den Grenzwert a X. Sind die
ar und der Grenzwert a alle ungleich Null, so ist die Folge (Xz)/ay) eine
konvergente Folge in R” mit dem Grenzwert X /a.

Erkldrung: Nach Hilfssatz ist jede Komponentenfolge (z);), i =
1,2,...,n, von (X)) konvergent mit dem Grenzwert x;, i = 1,2,...,n.
Somit sind fiir jedes ¢ = 1,2,...,n auch (a; 2(;),;) und, unter den zu-
sitzlichen Voraussetzungen an (ay), auch (x(),/ax) konvergent mit den
Grenzwerten a x; bzw. x;/a. Nach Hilfssatz _ folgt dass (ag X(k)) eine
konvergente Folge in R” ist mit den Grenzwert @ X und, unter den zu-
siatzlichen Voraussetzungen, dass (X()/ax) eine konvergente Folge in R”
ist mit dem Grenzwert X /a.

(4) Ist eine Folge (X(;)) in R™ konvergent, so ist sie beschrénkt, d.h. es
gibt ein R > 0, so dass ||X)|| < R fiir alle k € N.

Umgekehrt: Ist eine Folge (X(;,) unbeschrankt (d.h. wenn die ||Xg)||
beliebig grof werden konnen), dann ist die Folge (X;)) divergent.

Erklirung: Ist (X)) eine konvergente Folge in R™ mit Grenzwert X, so
ist nach Hilfssatz jede Komponentenfolge (z(),), ¢ = 1,2,...,n
konvergent und somit insbesondere eine beschrinkte Folge. Also gibt es
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fiir jedes 2 =1,2,...,n eine Konstante R; > 0 mit
[(zm).i)| < R fiir alle k£ € N.

Daraus folgt fiir alle k € N

Xl = \/a:%k),l tafy ot ad, < \/R% + R34+ ...+ R%,

=R

d.h. (X()) ist beschrénkt. — Die zweite Aussage folgt direkt aus der ers-
ten, denn giabe es konvergente unbeschrankte Folgen, so ware dieses ein
Widerspruch zu der ersten Aussage.

(5) Eine Folge (X)) in R" ist genau dann eine Nullfolge (also hat den

Grenzwert 6), wenn jede der Komponentenfolgen (z(;),),7 = 1,2,...,n,
eine Nullfolge in R ist.

Erkldrung: Dieses folgt direkt aus Hilfssatz fiir den Sonderfall, dass
der Grenzwert X = 0 ist.

Betrachten wir einige Beispiele konvergenter Folgen, die wir mit den Uberlegungen
aus Bemerkung nun leicht analysieren kénnen.

Beispiel 16.7. (konvergente Folgen)

In den nachfolgenden Beispielen nutzen wir jeweils Hilfssatz[16.5, um die Konver-
genz bzw. die Divergenz der Folge zu bestimmen.

1

72 0
R
(a) Die Folge (Xg)k=1 = [ |3+ 7 ist konvergent gegen | —3|, also
—k
27F+1] ) oy 1
1
ol 0
Xm=|-3+1| — |-3
27k 41 1

Begriindung: Die Komponentenfolgen sind alle konvergent mit den Grenz-
werten

fi s = fnn 5 =0

1
lim ;)2 = lim (—3 + E) =—-34+0=-3,

k—oo k—o00
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lim 25 = lim (27" 4+ 1) = lim L) =0r1=
k— o0 (k), k—o0 k—oo \ 2
Mit Hilfssatz folgt somit die Konvergenz von
L -
= | 0
Xez1= | |-3++ gegen | —3|.
27k 41| o1 1
( [ sin (k) 0
(b) Die Folge (X())k>1 = x ist konvergent gegen |0|, also
—k
\ | € k>1 0
sin (k) 0
lim X = Li 1 —
Jim %G5 = fim | ¢ | = |0
ek 0

Begriindung: Die Komponentenfolgen sind alle konvergent mit den Grenz-

werten

lim x4 1
k—o0 (k),

lim z
k—oo (k),2

lim z
k—o00 (k)3

lim sin(k7) = lim 0 =0,
k—00 k—00

o1
lim — =0,
k—o0

lim e * = 0.
k—o0

Mit Hilfssatz folgt somit die Konvergenz von

sin(km) 0
(X k=1 = ; gegen (0.
ek k1 0
k
(¢) DieFolge (x())i=1 = | |17 ist divergent, denn die Komponentenfolge
P k>1

(2(1),1)k>1 = (K)r>1 ist unbeschrinkt und somit divergent.

Definition 16.8. (Randpunkte und Rand einer Menge im R")

Ser M C R".
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(1) X € R" heifst ein Randpunkt von M, wenn fiir jedes € > 0 gilt:
(i) U(X)NM #0, und (i) U.(X) N (R*\ M) # 0.

In Worten: Jede offene Kugel U.(X) um einen Randpunkt X enthilt
sowohl mindestens einen Punkt aus M also auch mindestens einen Punkt
aus R"\ M.

(2) Die Menge der Randpunkte von M heifit der Rand von M und wird
mit OM bezeichnet.

(8) M := M UOM heifit der Abschluss von M.

Die typische Situation eines Randpunktes einer Menge M ist im rechten Bild in
Abbildung gezeichnet. Zu beachten ist aber, dass dieses Bild nicht immer
(sondern nur im Normalfall) das Richtige ist. Wir werden dieses noch an den
Beispielen unten sehen.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.9. (Randpunkte und Rand einer Menge im R")
(a) Die offene Kugel U.(@) um & mit Radius ¢ hat den Rand

OU(B)={ReR" : |R- & =¢}

und den Abschluss

U.(3) = U()UOU.(R) = {ReR" : |R—&| <e).

Begriindung: Dieses zeigen wir weiter unten in Beispiel [16.11],
(b) R" hat den Rand OR™ = () und den Abschluss R" = R".

Begriindung: Fiir jeden Punkt X € R" ist die offene Kugel U;(X) ganz
in R". Also kann kein Punkt X in R" ein Randpunkt sein, d.h. OR™ = 0.
Damit folgt direkt R = R" U 9R" = R" U () = R™.

(c) Q:=R"\ {6} hat den Rand 02 = {6} und den Abschluss = R”.

Begriindung: Wir wissen aus Beispiel [16.3||(d)| bereits, dass R" \ {6} offen
ist. Also gibt es fiir jedes X € R™\ {0} eine offene Kugel U.(X) mit
U.(X) C R"\{0}. Damit kann X € R"\ {0} kein Randpunkt von R"\ {0}
sein. — Betrachten wir nun noch den Punkt 0. Fiir jede offene Kugel Ug(f)))
gilt

{0} =U.(0)N{0} =U.(0) N (R"\ (R"\ {0})),
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(RER" : 0< X <e}=U(0)N(R"\{0}),

und somit ist 0 ein Randpunkt von R™\ {0}. Also gilt O(R"\{0}) = {0}
und

R\ {0} = (R"\{0})UIR"\{0}) = (R"\{0})U{0} =R"
(d) Das offene Quadrat
Q= {X € R* : max{|z1], |z2|} < 1}
={XeR® : -1<z<1firi=1,2}

mit Ecken in (—1,1), (—1,—1), (1,—1), (1,1) und Kantenldnge 2 hat den
Rand
0Q = {X e R* : max{|z1],|22|} = 1}

und dem Abschluss
Q=QuUIQ = {}75 cR? : max{|z|, |za]} < 1}.

Begriindung: Dieses Beispiel untersuchen in einer Ubungsaufgabe.

Hilfssatz 16.10. (X € M <= es gibt (X)) in M mit x5 =5 X

Sei M C R™. Es gilt X € M genau dann, wenn eine Folge in M existiert,
die gegen X konwvergiert.

Wir zeigen diesen Beweis, weil die Beweisidee auch das Konzept eines Randpunk-
tes klarer macht.

Beweis von Hilfssatz|16.10:

Wir zeigen zunéchst die Hinrichtung: ,X € M = Es existiert eine Folge in M,
die gegen X konvergiert.”

Beweis der Hinrichtung: Ist X € M = M UOM, so konnen zwei Fille auftreten:
X €Moder X € M\ M = (MUOM)\ M = 0M\ M. Wir betrachten diese
beiden Félle separat.

Fall 1: Der Punkt X liegt in M.

Wihle X(;) := X, k € N. Dann ist die Folge (X)) = (X) konstant und fiir alle k
gleich dem Punkt X. Weil X € M gilt, liegt die konstante Folge (X)) = (X) in
M, und sie konvergiert offensichtlich gegen X.
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Fall 2: Der Punkt X liegt nicht in M, d.h. X € OM \ M.

Wihle dann x3) € U 1( )N M. Wir wissen, dass diese Mengen jeweils nicht leer

sind, weil X ein Randpunkt von M ist. Dann gilt fiir jedes k € N, dass X1, Xp) €M
und

1
X — X H<E weil Xz EUl( ),

k—oo —

und es folgt )@)’ — X.
Damit haben wir die Hinrichtung gezeigt.

Die Riickrichtung ,Es existiert eine Folge in M, die gegen X konvergiert. =
X € M* ist dquivalent zu ihrer Kontraposition ,X ¢ M = Es existiert keine
Folge in M, die gegen X konvergiert.“ Wir zeigen diese dquivalente Aussage:.

Beweis der Kontraposition der Riickrichtung: Sei X ¢ M, d.h. X € R™\ M.

Dann gibt es ein € > 0 mit U(X)NM = 0, denn: U.(X) N (R™\ M) enthélt immer
X, und wiirde fiir jedes € > 0 gelten, dass U(X) N M # 0, so wire X € OM.
Letzteres ist aber ein Widerspruch zu X ¢ M.

Aus U.(X) N M = 0 folgt, dass fiir alle y € M gilt y € R\ U(X), d.h.
|y — X|| > . Also kann es keine Folge in M geben, die gegen X konvergiert. [J

Wir kommen nun auf Beispiel ()] zuriick.

Beispiel 16.11. (Abschluss der offenen Kugel U.(Q))
Die offene Kugel U.(@) um @ mit Radius ¢ hat den Rand
oU.(A)={X eR" : |[X—A| =¢}
und den Abschluss
U.(2) =U(a)Ual.(a) ={X eR" : |X -3 <e}.

Nachweis: Wir bestimmen zunéchst den Abschluss U.(@) mit Hilfe von Hilfssatz
16.10L

Sei X € {XeR" : |X -2 <e}.

Gilt [|X — @l < ¢, so ist X € U.(@) und die konstante Folge (X) konvergiert
gegen X. Also ist X € U.(&) nach Hilfssatz [16.10]

Gilt |X — &|| = ¢, so wihlen wir die Folge (& + (1 — 1) - (X — &)). Wegen

lim <§+<1—%)-(§<’—5’)>:§+1-(>‘<’—3):§<’

k—o0
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konvergiert diese Folge gegen X, und wegen
a ——]-(x—a)|—al = ——]-(xXx—a
k k
1) IR -al=(1-7) e<
g _ — . X — a g _ — .
k: p)e<e

ist diese Folge eine Folge in U.(&). Also ist X € U.(@) nach Hilfssatz [16.10]

Damit haben wir gezeigt, dass

IA
-

[ReR" : |- 7| <e} CU(D)

€ R" : |X — &| <&} nicht in

ol

gilt. Wenn wir zeigen, dass alle X € R\ {

U.(@) liegen, dann folgt

[ReR" : |R -2 <e}=U(a).

Sei also X e R"\ {X e R" : |X — & <¢e}, dh. |X — & > . Dann gilt fiir
Us(X) mit ¢ := || X — &|| — ¢, dass Us(X) N U (@) = 0, denn:

—

Sei y € Us(X) beliebig. Dann gilt ||y — X|| < 6 = ||X — & — ¢, und mit der
unteren Dreiecksungleichung folgt

I¥ -2l =1X-a)+(F -3 =[IX -2l - ¥ - XI[|
> [X-al - |¥-X| >[X-&|-(IX-3]-¢) =¢
—_——

also |y — & > e, dh. ¥ ¢ U(D).

Aus Us(X)NU. (@) = 0 folgt aber, dass X kein Randpunkt von U.(&) sein kann,
und X ist auch nicht in U.(&). Also folgt, dass X ¢ U.(@) ist.

Wir wissen nun, dass

Weiter gilt

und
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—{ReR": |R-3||<e}.

:Ue(z_{)

Da U.(@) offen ist, kann U.(@) keine Randpunkte enthalten. Also schliefen wir,

dass
(9U5(§’)={>_5€R” : H}_E—E’H:s}
gilt. [

Als Letztes wollen wir noch eine sehr niitzliche Notation einfithren.

Definition 16.12. (kartesisches Produkt)
Seien A, B, C' Mengen.

(1) Das kartesische Produkt A x B von A und B st die Menge

AxB:={(a,b) : a€ A, be B}.

(2) Das kartesische Produkt A x B x C von A, B und C' ist die Menge

AxBxC::{(a,b,c) ca€ A, be B, CEC}.

(3) Analog kann man fir n Mengen Ay, As, ..., A, das kartesische Pro-
dukt Ay x Ay x ... x A, durch

Al X Ay x ... x A, = {(al,ag,...,an) ; aiEAifiirz':l,Q,...,n}

definieren.

(Achtung: Beim kartesischen Produkt spielt die Rethenfolge der Mengen
eine Rolle. In der Regel gilt AX B # B x A.)

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.13. (kartesisches Produkt)
(a) Seien A := {1,2,3} und B := {7,8}. Dann sind
AxB={(1,7),(1,8),(2,7),(2,8),(3,7),(3,8)},
Bx A={(7,1),(7,2),(7,3),(8,1),(8,2),(8,3) }.
In dem Beispiel gilt A x B # B x A, d.h. das kartesische Produkt ist nicht

kommutativ.
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(b) R?:= R x R ist die Menge aller Punkte in der Ebene, denn
RxR={(z,y) : z€R, yeR}.

(c) R?®:= R x R x R ist der dreidimensionale Anschauungsraum, denn

RXRXR:{(:U,y,z) ; x,y,zER}.

@ (0.1 % [0,1] = {(z.9) : 2 € [0.1], y € 0,1]}
ist das Quadrat in der Ebene mit Seitenldnge 1 und dem Eckpunkten (0, 0),
(1,0), (1,1) und (0,1).

(e) R x [0,00[ ist die obere Halbebene von R? mit Rand, denn

R x [0,00[= {(z,y) : z,y € Rmity>0}.

(f) W:=[-1,1] x [-1,1] x [-1,1]
ist der Wiirfel mit Seitenlénge 2 und ,Zentrum* in (0,0, 0).

16.2 Konvergenz und Stetigkeit fiir Funktionen

Wir starten, indem wir Funktionen mit mehreren Variablen und mit Werten in R™
(also mit mehreren Komponentenfunktionen) einfithren. Ein physikalisches Bei-
spiel fiir solche Funktionen sind orts- und zeitabhéngige Vektorfelder, die z.B. die
magnetische Feldstirke (in den Punkten des dreidimensionalen Raums als Funk-
tion der Zeit) beschreiben.

Notation 16.14. (vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen)
Seien n,m € N, und sei D C R".

(1) Wir betrachten Funktionen f : D — R™, genauer

f1($17x27"'7xn) fl(
fo(xr, @a, ..., 2y) fa(

?(3_5) = ?(m,ﬂ?z, o Ty) = . —

)
)

®y %

_fm(xl, To ... ,iL’n) _fm(}_())_

Dabei bezeichnen wir die reellwertigen Funktionen f;(X) =
fi(z1, 29, ..., x,) als die Komponentenfunktionen von f.
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Hier identifizieren wir in ?(5{’) = ?(:1:1, Tg,...,T,) den Spaltenvektor
I
X = | : | und den Punkt (zy,...,z,) in R" weil es keine Rolle spielt,
Tn,
ob wir uns die n Variablen x1,...,z, der Funktion f.D = R” als

Spaltenvektor in R"” oder als Punkt im R™ angeordnet vorstellen. ?()_c’)
stellen wir dagegen immer als Spaltenvektor dar.

(2) Falls n = 2 ist , schreiben wir oft f(z,y) statt f(x1,z9), bzw. ?(m,y)
statt f (zq,x2).

(3) Falls n = 3 ist, schreiben wir oft f(x,y,z2) statt f(x1,z9,x3), bzw.

—

f(z,y,z) statt ?(%1,.%2,333).

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 16.15. (vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen)

(a) D=R2\{(0,0)}, f:D >R, f(g;,y);:;i?:/yz
a:—i—\/g
(b)) D=Rx[0,00], f:D—R} Flz,y)i=| e —y

sin (:1: \/g)

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Konvergenz einer Funktion f(x) fiir
r — a (vgl. Kapitel @ im Skript der HM A) auf vektorwertige Funktionen mehrerer
Variablen.

Definition 16.16. (Konvergenz von f fiir gen Q)

X ge
Sei Q C R"™ offen und D C R" so, dass 0 C D C Q, und sei £ : D — R™.

SeizecQ. T konvergiert fiir X — a gegen b € R™, falls fiir jede Folge
(X(x)) in D\ {a} mit x3) — a gilt:

f(x5) =3 b.

im f(X)=b

Schreibweise: 1
X—a
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(Anmerkung: Die Voraussetzung Q C D C Q an D C R" und die offene Men-
ge 2 C R"™ bedeuten, dass D gerade ) selber oder £ vereinigt mit einigen oder
vereinigt mit allen Randpunkten von € ist. Diese Voraussetzung garantiert,
dass jedes & € Q0 der Grenzwert einer Folge in (X)) in D\ {&} ist.)

Mit unserem Verstédndnis von Folgen in R erhalten wir direkt den folgenden
Hilfssatz.

Hilfssatz 16.17. (Konvergenz von f fiir ¥ gegen & mittels Kompo-
nentenfunktionen)

SezQ C R” offen und D C R"™ so, dass ) C D C Q, und sei D= R™ Sei
acq. T konvergiert fiir X — a gegen L b e R™ genau dann, wenn die

Komponentenfunktionen f1, fo, ..., fm von, f fiir X — @& gegen jeweils gegen
die Komponenten by, bo, ..., bzw. bm von b konvergieren.

Betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel 16.18. (Konvergenz von f fiir ¥ gegen a)

@) D=0 =R\{(0,0)}, s DR, f(,9)i= s (o1,02) = (0,0)
. 1 k—o0 . 1 - 2%0 A k—oo
Fiir (E’O) =% (0,0) : f(E,O>WO—>O,

Also existiert  lim  f(z,y) nicht!
(z,y)—(0,0)

(b) D=Q=R*\{(0,0)}, f: D =R, f(z,y):=

Es gilt lim x,y) =0, denn:
° (wvy)—>(0»0)f( v)

Sei ((zg, yr)) mit (zp, yr) — ey (0,0), d.h. =y b 0, Y "2% 0. Dann folgt

2 2
)] = |2 | 2l gL g g
Vai+yi| o kvl | (ki) |
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wobei wir ausgenutzt haben, dass gilt

Y|
=R < Rt = )] = %<

| (g, yi) ||

T+ .y

e’ —y

sin (a: \/g)
Hier ist D die obere Halbebene in R? mit Rand und 2 ist die obere Halb-

ebene ohne Rand, also 2 = Rx ]0,00[. Es gilt @ = D = R x [0, 00]. Fiir
jedes (ay,az) € R% x [0, 00/ gilt nun

(c) D=Rx|0,00[, ?ZD—HR?’, ?(x,y) =

T+ /Y ai + +/az

lim f(z,y)= lim

(I7y)—>(alaa2)

et — y| = e’ — a9
(z,y)—(a1,a2) sin (3: \/@) sin (CL1 \/a_2>

denn die Grenzwerte existieren fiir jede der Komponentenfunktionen.

Y

Wir fithren nun den Begriff der Stetigkeit fiir vektorwertige Funktionen mehrerer
Variablen ein.

Definition 16.19. (stetige Funktion)
Seien €2 C R™ offen und D C R"™ so, dass 0 C D C Q, und sei ? : D — R™,
(1) f heifit stetig in & € D, wenn

—a

lim F(}?) existiert und lim F(?{’)
X X—a
(&) gilt.

=} =

(2)

heifit stetig in D, wenn t in jedem & € D stetig ist.

Auch hier kdnnen wir Stetigkeit iiber die Stetigkeit der Komponentenfunktionen
nachweisen.

Hilfssatz 16.20. (stetige Funktion < stetige Komponentenfkten.)
Seien Q C R” offen und D C R so, dass Q C D C Q, und sei ? D — R™,

(1) T st stetig in a € D genau dann, wenn alle Komponentenfunktio-
nen fi1, fa,..., fm von £ in & stetig sind.
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(2) t st stetig in D genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen
fi, fa, -, fm von £ in jedem @ € D stetig sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.21. (stetige Funktion)
2
Sy, fir (@) #0.0)
(a) D=Q=R? f:D—=R, flr,y):=< ¥ TY
0 fur (z,y) = (0,0).
f ist nicht stetig in (0, 0), da der Grenzwert  lim | f(z,y) nach Beispiel

(z,y)—(0,0
16.18 nicht existiert.

2y )

—  fiir (x, 0,0),

b)) D=Q=R?, f:D >R, flz,y) =< Vi>+y? iir (z,y) # (0,0)
b fiir (z,y) = (0,0).

Da der Grenzwert ( l)irrzo ) f(z,y) =0 nach Beispiel [16.18|(b
@,y)= (0,
ist f stetig in (0,0) genau dann, wenn b = 0 ist.

~—1

existiert,

Die ndchste Bemerkung liefert uns ein niitzliches Hilfsmittel, um Funktionen auf
Stetigkeit zu untersuchen.

Bemerkung 16.22. (Summen, Produkte, Quotienten und Verkettun-
gen stetiger Funktion)

Ahnlich wie fiir Funktionen in einer Verinderlichen (siehe Kapitel @ im Skript
der HM A) kann man zeigen, dass Funktionen, deren Komponentenfunktionen
durch Summen, Produkte, Quotienten und /oder Verkettung aus stetigen Funk-
tionen zusammengesetzt sind, auf ihrem maximalen Definitionsbereich stetig
sind.

Beispiel 16.23. (stetige Funktion)

(a) Sei D = :=R2\ {(0,0)}.

2z y
f ist durch Summen, Produkte, Quotienten auf D = R?\ {(0,0)} stetiger
Funktionen gebildet und der Nenner ist auf D = R?*\{(0,0)} immer ungleich

Die Funktion f:D — R, f(z,y):= ist stetig in D, denn:
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Null. Genauer gilt: Wir konnen f darstellen als

f“”:umw+m@w
mit den Funktionen
g:R\{(0,0)} = R, g(a,y) =2z,
h:R*\ {(0,0)} = R, h(z,y) =y,
w:R*\ {(0,0)} = R, u(z,y) = o*
v:R*\ {(0,0)} = R, v(x,y) =

Diese Funktionen héngen effektiv jeweils nur von z oder nur von y (aber
nicht gleichzeitig von x und y) ab und sind mit unserem Wissen aus Kapitel 6]
der HM A stetig auf R?\ {(0,0)}. Damit sind der Zahler g(x,y)-h(z,y) und
der Nenner u(z,y) + v(x,y) als Produkt bzw. als Summe auf R?\ {(0,0)}
stetiger Funktionen nach Bemerkung [16.22 ebenfalls auf R2\ {(0,0)} stetig.
Weil der Nenner u(z,y)+v(z,y) = 2?2 +y* # 0 fiir alle (z,y) € R*\{(0,0)}
ist, ist f als Quotient auf R?\ {(0,0)} stetiger Funktionen ebenfalls stetig.

Sei D=0 =R x [0, 00].

T+ /Y
ex_y )

sin(z ,/¥)

Die Funktion f : D — R3, ?(w,y) = ist stetig in D,

denn:

Die Komponentenfunktionen sind durch durch Summen, Produkte und Ver-
kettungen auf D = R x [0, oo[ stetiger Funktionen gebildet. Die Begriindung
im Detail ist analog zu Beispiel [(a)]

Sei D = Q) = R2.
2z y y
————— fir (xay) 7& (070)7
Die Funktion f:D —R, f(z,y):={ V2*+y’
0 fiir (z,y) = (0,0),

ist stetig in D, denn:

f ist stetig in (z,y) # (0,0), da f durch Summen, Produkte, Quotienten
auf D = R?\ {(0,0)} stetiger Funktionen gebildet ist und da der Nenner
auf D = R?\ {(0,0)} immer ungleich Null ist. Die Begriindung im Detail
ist analog zu Beispiel [(a)]

f ist auch stetig in (0, 0) nach Beispiel [16.21][(b)]
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16.3 Partielle Ableitungen

In Verallgemeinerung des Begriffs der Ableitung einer Funktion einer Variablen
lernen wir nun den Begriff der partiellen Ableitungen einer reellwertigen Funktion
nach den verschiedenen Variablen dieser Funktion kennen.

Definition 16.24. (partielle Ableitungen einer reellwertigen Funkti-
on)
Sei (e1,es,...,e,) die Standardbasis des R™. Sei Q C R™ offen, f : Q — R.

(1) f heifit in & € Q partiell nach der i-ten Variablen differenzierbar,

falls
4 f(&+he)— f(&)

(0:)(A) = axz_f(ﬁ’) = lim ,

existiert. (aif)(g) - ai.

f nach der i-ten Variablen im Punkt 2.

f(@&) heift dann die partielle Ableitung von

(2) Existieren in & € Q alle n partiellen Ableitungen

so heifit f partiell differenzierbar in 2.

(3) f heifit partiell differenzierbar in 2, falls f in jedem & € Q2 partiell
differenzierbar ist.

Die néchste Bemerkung gibt einen wichtigen Hinweis fiir die praktische Berech-
nung von partiellen Ableitungen.

Bemerkung 16.25. (Berechnung partieller Ableitungen)

Partielle Ableitungen berechnen sich im Prinzip wie die ,normalen” Ableitun-
gen einer reellwertigen Funktion mit einer Variablen. Berechnet man die parti-
elle Ableitung 0; f so differenziert man die Funktion f(x, 2o, ..., z,) wie
aus der HM A gewohnt nach z; und behandelt dabei alle Variablen
aufler x;, also alle x; mit k # i, als Konstanten. Dabei gelten natiirlich
die liblichen Rechenregeln, insbesondere die Produktregel, die Quotientenregel
und die Kettenregel.




16.3. Partielle Ableitungen
244 (© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

Erklirung: Es gilt

h—0 h
— 1 f(ala'--aai—laai+haai+1:---7an) —f(ala---aan)
= ]11m )
h—0 h

d.h. wir konnen dieses als den iiblichen Differentialquotienten der Funktion
einer Variable g(t) := f(ay,...,a;-1,t,ai41,...,a,) in t = a; interpretieren:

h—0

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.26. (partielle Ableitungen fiir reellwertige Funktionen)

(a) f:R* = R, f(z,y) = 2%y>, ist auf ganz R? nach x bzw. y partiell
differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen

(OLf)(,y) = %f(fc,y) =2z-y’ =2zy’,

(8uf) () = (%f(x, y) =23y = 32

(b) f:R> = R, f(z,y,2) :=sin(z® + 2y — 2%), ist auf ganz R? nach z
bzw. y bzw. z partiell differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen

(Ouf) (2,9, 2) = 2 fly, 2) = cos(a® + 2y — %) - 22,

ox
(0f) (2,9, =) = (%f(w, y.2) = cos(a® + 2y — ) -2,
(O3)(w.0.2) = o (2,,2) = cos(a® + 2y — ) - (=32")

(c) [ R* =R, f(r,y):=ax+By+7y mita,B,v€R,ist auf ganz R
nach z bzw. y partiell differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen

O0)9) = - f9) = o,

0

(Qf)(z,y) = a—yf(w,y) = p.
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(d) f:R* = R, f(X) = f(x1,72,23,74) i= Ty To X374 = Ty - Tg - T3 * Ty,
ist auf ganz R* nach z;, i = 1,2, 3,4, partiell differenzierbar und hat die
partiellen Ableitungen

0

(OLf ) (1, @2, T3, 74) = an(xlvx%x?))x‘l) = Xy - T3 - Tu,
1
0

(Oaf ) (1, @2, T3, 74) = a7f($17$2,$3,$4) = X1 - T3 - Ta,
9
0

(O5f) (21, 9, 3, T4) = 87]0(%1,%2, T3, T4) = X1 - Ty - Ty,
3
0

(54f)($1, 5132,1737164) = 8—Mf($1,1‘2, 333,374) =TTy 3.

Fiir vektorwertige Funktionen erkldren wir die partiellen Ableitungen tiber die
partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen.

Definition 16.27. (partielle Ableitungen fiir vektorwertige Fkten.)

N

Sei ) C R" offen, und sei = ]‘;2 Q= R™.

fm

(1) f heifit in & € Q partiell nach der i-ten Variablen differenzier-
bar, wenn fi, fo,...,fm : Q@ — R in & € Q partiell nach der i-ten
Variablen differenzierbar sind, d.h. wenn

existieren.

0F)(@) = 2

= f(2) = R™
6%‘1' (a) : <

(Of) ()]

heifst dann die partielle Ableitung von t nach der i-ten Variablen
im Punkt 2.

(2) Ezistieren in & € Q alle partiellen Ableitungen

O E)R), BE)A), ..., (B.)I),
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so heifst fina partiell differenzierbar und
OD)E) = @)@ @@ - 0.5)3)

[(Ouf)(@)  (f)(@) - (Onf1)(A)]
(O1f2)(A)  (Def2)(A) -+ (Onf2)(?)

P

G Rmxn

heifst die Jacobi-Matrix von f in =

(3) £ heifit partiell differenzierbar in 2, falls t in jedem a € Q partiell

differenzierbar ist, d.h. wenn die Jacobi-Matrix (J?)(ﬁ’) in jedem & €
Q existiert.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 16.28. (partielle Ableitungen fiir vektorwertige Funktionen)

(a) Sei f:R?— R, f(z,y) := 2% y>. Nach Beispiel [16.26][(a)] ist f auf ganz R?
partiell differenzierbar, und die Jacobi-Matrix von f ist

(3N ) = [ON)@y) @f)@,y)] = [20y° 32247 € RV

ety

(b) Sei f :R2—>R% f(z,y):= |sin(z)+ cos(y)|.
72
Dann ist f _a)uf ganz R? partiell differenzierbar, und die partiellen Ablei-
tungen von f sind

ety

O F)9) = 5 Flwy) = [cosw)]|
27

e’y

<@ﬂmw=§ﬁmw:-ﬂmw,
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—

und die Jacobi-Matrix von f ist

ew+y ex—I—y

(JTf))(x,y): cos(z) —sin(y)| € R¥2.

2x 0

(c) Sei A € R™*" und sei f : R" — R™ definiert durch

f(R)=f(r,20,...,0,) =AX=A

i a11r1+aij2xo+ ...

(21 %1+ a22%2 + ...

| A1 T+ A2 T2 + .

x1

)

Ln

+ a1n Tn ]

+ a2 n Tn

+ Amn Tn

Dann ist f auf R” partiell differenzierbar, und die Jacobi-Matrix ist

a1
= N —> a21
JE)(X) =T ) (@1, 20, .. 20) =

_am,l

ay 2
a2

a/m’2 .« e

ain

a2.n

Amn

Also: Ist ?(3{’) = A - X, so ist f auf ganz R" partiell differenzierbar, und

die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen ist (J ?)(5_5) = A.

Das néchste Beispiel zeigt ein iiberraschendes Phéanomen.

Beispiel 16.29. (Aus partiell differenzierbar folgt nicht stetig!)

2zy

Sei f:R? — R definiert durch f(z,y) := 2%+

0

fiir (z,y) # (0,0),

fir (z,y) = (0,0).

Dann ist f in (0,0) partiell differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

denn

f(0+h,0) — £(0,0)

0
(011)(0,0) = 5-£(0,0) = lim

h—0

0-0

= lim —— =0,
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0 . f0,04R)—f(0,0) . 0-0
(02£)(0,0) = 8_yf(0’ 0) = lim L = lim ——=0.

Aber f ist nicht stetig in (0,0) nach Beispiel [16.21][(a)]

Fazit aus dem vorigen Beispiel: Aus partieller Differenzierbarkeit in @ € Q folgt
nicht automatisch Stetigkeit im Punkt a

Als letztes Konzept in diesem Teilkapitel lernen wir die Richtungsableitungen
kennen.

Definition 16.30. (Richtungsableitungen)
Sei Q CR" offen, & € Q und Vv € R\ {6}

(1) Sei f:Q — R. Euxistiert

> o J(@ V) - f(A)
(Dvf)(a) :=lim "

Y

so heifit (Dv f)(?A) die (Richtungs-)Ableitung von [ im Punkt a
in Richtung V.

fi
2) s f=|"] asmr
Jm
Existieren (Dzf1)(@), (Dvf2)(&), ..., (Dvfn)(&), so heifit
[(D+v f1)(A)]
P (]
_(Dme)(a))_

die (Richtungs-)Ableitung von f im Punkt & in Richtung V.

Bemerkung 16.31. (partielle Ableitungen als Richtungsableitungen)

(1) Geometrische Anschauung der Richtungsableitung: Die Funktion
gl —ce,e[—= R, g(t) := f(d +tV), wobei € > 0 so gewihlt ist, dass
a+tveQfirallet €] —e, ¢, ist die Funktion f eingeschrinkt auf
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das Geradenstiick & +t V, t €] —¢,¢[, in R”. Lings dieser Geraden ist
f, oder genauer g, also eine Funktion einer Variablen, \y)ie wir sie aus der
HM A kennen. Existiert die Richtungsableitung von f im Punkt @ in
Richtung V, so ist g in ¢t = 0 differenzierbar, und wir finden

o) = qi W —900) _ . fE V) - (@
PO T h

) — (Den)(@)

Also kénnen wir ¢'(0) = (Dgf)(@) als Steigung von g in ¢ = 0 und
damit als Steigung von f eingeschriankt auf a +tV, t €] —¢,¢],
im Punkt @ interpretieren.

(2) Bei den partiellen Ableitungen einer auf einer offenen Menge 2 C R”
partiell differenzierbar_gn reellwertigen bzw. vektorwertigen Funktion
f:Q —= Rbzw. f : Q@ — R handelt es sich um die Rich-
tungsableitungen in Richtung der Vektoren der Standardbasis
(e1,€3,...,e,) von R also

) = (0;f)(A) fir allei =1,2,...,n, bzw.

0, f)(&) firallei=1,2,...,n.

S

o)

=)

=
I

Betrachten wir einige Beispiele fiir Richtungsableitungen.

Beispiel 16.32. (Richtungsableitungen)

ai

(a) Sei f:R*—= R, f(zr,y):=2?y>. Dann existiert fiir jedes @ = [ ] € R?

az

U2

und jedes vV = [1}1] e R2\ {0} die Richtungsableitung von f in & in
Vv, denn

Richtung

(Def)(Z) = lim LEHEY) = (@)

t—0

t
~ lim flar +tvy, a9 +tvy) — flay,as)
150 t

i (ay 4+ tv1)? (ag + tve)® — a? a3
t—0 t

i (a3 +2tay vy + t20?) (a3 + 3tadve + 3t* ayv3 + t3v3) — af a3
150 t
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(af +t(2arvr +tv?)) (a3 +t(3a3va + 3tag vl +t203)) — aia)

= lim
t—0 t
— lim ajad +t(2aiv) +tvd)as +tad (3a3vy + 3tagvs + t2v3)
t—0 t
t*(2a1v; +tv}) (3a3vy + 3tas vl +t2v3) — af aj
t
— lim t(2a1vr +tv})ad +ta? (3adve + 3tagvs + 12 v3)
t—0 t
t2(2a1 vy +tv?) (3a3 vy + 3tagvs + 2 v3 )>
t

= %ir% ((2@11)1 +tv?) a3+ af (3a5vs + 3tayvi + 12 v3)
%
+t(2a1 vy +to}) (3a%vg+3tagv§+t2vg’)>

3 2 2
= 2ay1 ayv; + 3aj a; vs.

2zy .
) S fiRIOR, Sy e | B 0700
0 fiir (z,y) = (0,0).

1
Fiir @ := (0,0) und Vv = [1] existiert (D f)(@) nicht, denn:

f@+tV) - f(&) _ fO0+t0+1) = f(0,0) _ f(tt)—f(0,0)

t N t N t
2 12 0

242 1-0_ 1

- t

t t

und lim — existiert nicht.
t—=0t

2

LY ..
(¢) Sei f:R2=R, f(z,y):=1{ 22+y fir (z,y) # (0,0),

0 fir (z,y) = (0,0).

Sei & := 0. Dann existiert die Richtungsableitung (D% f )(@) in & fiir jede
Richtung ¥V € R*\ { 0}, aber f ist nicht stetig in @ = 0. Wir zeigen dieses
in einer Ubungsaufgabe.
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16.4 Totale Differenzierbarkeit

Bis jetzt haben wir nur partielle Ableitungen und Richtungsableitungen definiert,
aber wir haben noch nicht erkléart, wann eine (reell- oder vektorwertige) Funkti-
on mehrerer Variablen differenzierbar ist und somit eine Ableitung besitzt. Zur
Motivation der weiter unten folgenden Definition von (totaler) Differenzierbarkeit
erinnern wir uns zunéchst an Differenzierbarkeit von reellwertigen Funktionen

einer Variablen (siehe Kapitel [7|im Skript der HM A):

Sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar und a € I. Die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f (a)) ist gegeben durch

g(x) = f(a) + f'(a) (x — a), (16.1)

und die Ableitung f'(a) gibt die Steigung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt (a, f(a)) an.

Im nachfolgenden Satz lernen wir als Vorbereitung auf den Begriff der (totalen)
Differenzierbarkeit einer Funktion mehrerer Variablen ein Analogon zu ((16.1)) ken-
nen.

Satz 16.33. (Tangentialebene an den Graphen)

Sei ) C R"™ offen und f : Q — R partiell differenzierbar. Zusdtzlich seien die
partiellen Ableitungen Oy f,0of,...,0nf stetig in @ € . Fiir

g9(X) = f(@) + (If)(A) - (X — &)

— @)+ [(f)E) (BN(R) - @@ |7

= 1@ + Y ONE) (@i - a)

qilt dann: R R
i (%) —9(X)

— —
Xx—a ||[X — al

= 0.

Geometrische Interpretation:

(1) Die  Graphen wvon f und g berihren sich im  Punkt
(al,ag, . ,an,f(ﬁ’)) e R
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(2) Wenn n = 2 ist, so beschreibt der Graph von g eine Ebene in R?,
die Tangentialebene an den Graphen von [ in dem Punkt

(a1, a9, f(A)) € R®.

Wir beweisen den Satz fiir den Fall n = 2.
Beweis des Satzes fiir n = 2: Da Q0 C R" offen ist, existiert zu a € § ein
e >0 mit U.(Q) C Q.

Fiir X € U.(Q) gilt jeweils nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(vel. Satz im Skript der HM A) fiir die Funktion f(x1,z3) als Funktion der
Variablen x; bzw. als Funktion der Variablen zs: Es existiert ein & zwischen aq,
und x1, und es existiert ein & zwischen as und z9, so dass

f(X) = f(A) = f(z1,22) — f(a1, as)
(f l’l,.’l?g al,xg)) + (f(al,l'g) — f(al,ag))
= (O1f) (&1, 2) - (w1 — a1) + (Oaf)(a1,&2) - (v2 —ag).  (16.2)

Somit gilt

F(®) = 9(%) = £(R) = (F@) + @N)(@) - (@1 = a) + (@f)(F) - (22— )
= [(X) = f(A) = (01 f)(a1,a1) - (21 — a1) — (0o f) (a1, a2) - (w2 — a2)
(01f) (&1, @2) - (21 — ar) + (02f) (a1, &) - (x2 — as)
— (Oif) a1, a2) - (21 — ar) — (02f)(ar, az) - (z2 — as)
= ((0f) (&1, 22) — (OLf ) (a1, a2)) - (21 — ay)
+ ((02f) (a1, &) = (8af)(ar, a2)) - (22 — ag).
Daraus folgt
1f(X) — 9(X)]

||E
L)

X -2
_ (@) (&, w2) — (91f)(ar, a2)) (21 — 1) + ((02f) (a1, &) — (02f) (a1, a2)) (w2 — a2)|
X — A
< |(01f) (&1, 22) — (B f) (a1, a2)| - |1 — aa| + |(D2f) (a1, &) — (Baf) (a1, az)| - |42 — as]
B X — 4|
|z — a4 |25 — as|

< |(Ouf) (&1, 22) — (0uf)(ay, az)] - B +[(8:f) (a1, &) = (02f) (a1, az)| - TE

<1 <1
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< (01 f)(&1,22) — (O1f)(ar, ag)| + [(0af) (a1, &2) — (0of) (a1, as)|
— 0 fir X — a,

—

da die partiellen Ableitungen d; f und Oy f stetig in @ sind und da aus X — a
auch (&1, x2) — (a1, a92) und (a1, &) — (a1, as) folgen.

U]

Nun definieren wir totale Differenzierbarkeit.

Definition 16.34. (total differenzierbar fiir reellwertige Funktionen)
Ser 0 CR"™ offen.
(1) f: Q — R heifit (total) differenzierbar in & € ), wenn es eine
Matriz A € RY™" gibt mit
AR - () - AR - ®)

— —
o3 |x — &

= 0.

(&) := A heifit dann die Ableitung von f im Punkt Q.

(2) f:Q — R heifit (total) differenzierbar (in ), wenn f in jedem
a € Q) (total) differenzierbar ist.

Bemerkung 16.35. (total differenzierbar und Ableitung)

(1) Mit h:=%-3& <> X=3a+h git

f(X) - f(@) - f'(@) (X — &)

253 X — &
- o 2>\ g
oy JEEE) S (E) - FE R
h—0 | k|

(2) Falls die Ableitung f/(@) existiert, ist diese eindeutig bestimmt, wie
der nachfolgende Satz zeigt.

Satz 16.36. (total differenzierbar —> partiell differenzierbar)

Sei QQ C R" offen, und seien f: Q — R und & € Q. Ist f (total) differen-
zierbar in a, so existieren alle Richtungsableitungen in a und es gilt
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fiir jedes Vv € R™\ {6}

(D@ = 1(3)- T

ERIXn cRn
Insbesondere ist f dann partiell differenzierbar in a, und es gilt
f'(@) = (I)(@),

d.h. die Ableitung von f im Punkt & ist die Jacobi-Matriz (Jf)(Q) der
partiellen Ableitungen von f im Punkt &.

Beweis von Satz|16.30; Sei V € R”\{H} Falls die Richtungsableitung (Dv f) (@)
existiert, so ist diese durch

L @V (R
(Dvf)(R) = lim t .

gegeben. — Es gilt fiir jede in @ (total) differenzierbare Funktion f

— 2\ — — >\ 2\ R . —
@4 @) _ . - [1E ) D = 1D -0)
_fE+tV) - f@&) - f(&) (V)
i
_E) — SE) - @)
[t - V1]
[f(@+tV) - f(E) - f(&) (V) 17l
&
t—0 —
= 0-[[¥[l =0,
wobei wir die Definition der (totalen) Differenzierbarkeit in @ mit h=tv—0
wenn ¢ — 0 genutzt haben. Damit folgt fiir jedes Vv € R™\ {0}, dass (Dg f)(Q)

existiert und dass

(Do f)(&) =t BV I gy g,

Mit V =e;,7=1,2,...,n, folgt die partielle Differenzierbarkeit und

(0;,/)(@) = (Dg f)(@) = f'(d) - e; = i-ter Eintrag in der 1 x n-Matrix f'(@).
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Also gilt — f(&) = [(ALN(R) ()(R) -+ (0.1)(F)]

(Jf)(@). -

Es ist ein bisschen miihselig mit Definition zu tberpriifen, ob eine Funk-
tion total differenzierbar ist. Daher lernen wir zunédchst noch einige Resultate
tiber (total) differenzierbare Funktionen kennen, mit deren Hilfe wir dann leichter
iiberpriifen konnen, ob eine Funktion total differenzierbar ist.

Satz 16.37. (total differenzierbar —> stetig)

Sei Q@ C R" offen, und sei f : Q@ — R. Ist f (total) differenzierbar in
a €, dann ist f stetig in 2.

Beweisidee von Satz [16.37: Mit der Nulladdition von —f'(@) - (X — @) und
+f(@) - (X — &) folgt

X)— f(a)—f'
- -3 AR @) (8
—0wenn X—a ™ ~~ - —0 wenn X—a
—0wenn X—a
X—a
— 0
Also ist f stetig in a. O

Satz 16.38. (Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit)
Ser Q0 CR™ offen und f : Q0 — R.

(1) Ist [ partiell differenzierbar in ) und sind alle partiellen Ablei-
tungen 01 f,0sf,...,0,f stetig in & € Q, dann ist f (total) diffe-
renzierbar in a und

F@) =JNH@E) =[0u)&) (f)(@) - (0.)()].

(2) Ezistieren alle partiellen Ableitungen von f in ganz Q2 und sind sie dort
stetig, dann ist f (total) differenzierbar in ganz Q. f heifit dann
stetig differenzierbar in , und wir schreiben f € C*(Q, R).

Dabei ist C1(Q, R) der R-Vektorraum der reellwertigen auf ganz ()
stetig differenzierbaren Funktionen.
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Beweis von Satz[16.38; Satz[16.38](1)] folgt direkt aus Satz[16.33] und Satz[16.38[(2)]
ist eine Schlussfolgerung aus Satz [16.38||(1)} ]

Mit Hilfe von Satz[16.38 und Satz konnen wir nun fiir einige unserer vorigen
Beispiele leicht feststellen, ob diese in bestimmten Punkten @ oder auch auf ganz
Q) (total) differenzierbar sind.

Beispiel 16.39. (total differenzierbare reellwertige Funktionen)

(a) f:R? = R, f(z,y) = 2%y3, ist auf ganz R? nach x bzw. y partiell
differenzierbar (vgl. Beispiel |[16.26 und hat die auf R? stetigen partiellen

Ableitungen
O1)9) = 5-f9) = 209"
1 v Y) = O v Y) = Yy,
0
(0af)(,y) = 5-f(w,y) =327y
Y
Nach Satz ist f auf ganz R? (total) differenzierbar und hat die Ablei-
tung

flxy) = (If)(@,y) = [20y® 32°¢?].
Es gilt also f € C}(R% R).

(b) f:R> = R, f(z,y,2) :=sin(z? + 2y — 23), ist auf ganz R nach =
bzw. y bzw. z partiell differenzierbar (vgl. Beispiel [16.26 und hat die
auf R? stetigen partiellen Ableitungen

(O11)(2,,2) = 5 (7. .2) = 2 cos(a® + 2y — ),

(0uf) (. 2) = a%f(:v,y, 2) = 2 cos(a® + 2y — ),

(63f)(:1:,y,z) - %f(il?,y,Z) - _3Z2 COS(:E2 + 2y - 23)'

Nach Satz|16.38ist f auf ganz R? (total) differenzierbar und hat die Ablei-
tung

fi(w,y,2) = (Jf)(@,y,2)

= [2z cos(z? +2y —2°)  2cos(z?+2y—2°) =327 cos(z® + 2y —27)].
Es gilt also f € C'(R? R).

(c) f: R =R, f(r,y):=ax+By+vy mita B,v€R,ist auf ganz R?
nach x bzw. y partiell differenzierbar (vgl. Beispiel [16.26 und hat die
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auf R? stetigen partiellen Ableitungen

@1)(.9) = +-f(.9) =
(@uf)y) = 5 flay) = 6

Nach Satz ist f auf ganz R? (total) differenzierbar und hat die Ablei-
tung
f’(x,y) - (Jf)(:l?,y) - [Oé 5} .
Es gilt also f € C'(R% R).
(d) f:R*—= R, f(X):= f(x, 29,73 274) = T1 o 1374, ist auf ganz R* nach
x;, 1 = 1,2,3,4, partiell differenzierbar (vgl. Beispiel und hat die
auf R* stetigen partiellen Ableitungen

0

(O f)(x1, 20, 23, 24) = . (21, 9, T3, T4) = X2 T3 T4,
o]
0

(82f) (x17 X2, T3, .CU4) — 8_.’,U2f(x1’ X2, T3, .T4) = T1 T3 T4,
0

(O5f)(x1, 22, 23, 24) = 8—f($1, Tg, T3, Tq) = T1 To T4,
T3
0

(Ouf)(x1, 2, 23, 74) = 8—f($1, T, T3,T4) = T1 T2 T3.
Xyq

Nach Satz[16.38|ist f auf ganz R? (total) differenzierbar und hat die Ablei-

tung

[ (w1, 29, 23, 24) = (Jf) (21, T2, T3, T4)

[%2 T3y T1X3T4 T1 T2 T4 T T2 5(;3] .

Es gilt also f € C'(R*, R).

2ay

(e) Sei f:R?2—=R, flx,y):= 2+ y?
0 fir (z,y) = (0,0).

In & := (0,0) existiert die Richtungsableitung (Dv f)(?) in die Richtung

vV = E] nach Beispiel [16.32/|(b)| nicht. Also kann f in @ = (0,0) nicht

fir (z,y) # (0,0),

(total) differenzierbar sein.
zy?
(f) Sei f:R2 =R, f(r,y) =1 P>+y*
0 fir (z,y) = (0,0).

fir (z,y) # (0,0)



16.4. Totale Differenzierbarkeit
258 (© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Sei & := (0,0) Nach Beispiel [16.32][(c)] existiert die R1chtungsable1tung
(Dvf)(R) in & = (0,0) fiir jede Richtung ¥ € R2\ {0}, aber f ist nicht
stetig in (0,0). Nach Satz muss eine in (0,0) (total) dlfferenzierba—
re Funktion in (0,0) stetig sein. Also folgt, dass f in (0,0) nicht (total)
differenzierbar sein kann.

Wir dehnen nun die Definition von (totaler) Differenzierbarkeit auf vektorwertige
Funktionen mehrerer Variablen aus.

Definition 16.40. (total differenzierbar fiir vektorwertige Fkten.)

fi
Sei 2 C R"™ offen, und sei f = j:2 Q= R™,
Sm
(1) T heifit (total) differenzierbar in & € Q, wenn fi, fo,..., fm in @
(total) differenzierbar sind. Die Matrix

/(@)= |7 | er™

1(®)

heifst dann die Ableitung von f in =&

(2) f heifit (total) differenzierbar in ), wenn f in jedem @ € Q (total)
differenzierbar ist.

Bemerkung 16.41. (total differenzierbar fiir vektorwertige Fkten.)
Sei 2 C R offen und f : Q — R™.

(1) Aus Satz [16.30] folgt: Ist f (total) differenzierbar in @ € Q, so ist
f partiell differenzierbar in a, und es gilt

'(01]‘“1)@) (D2f1)(&) - ((‘%fl)(i)-

- = O1f Orf2)(&) -+ (Onfn
i) = T (@) < | @D GRE e ORD| g,

(OS) () (Oufu)(B) - (Duf)(F).
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d.h. dig Ableitung ist die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen
von f.

(2) Aus Satz |16.37] folgt: Ist f (total) differenzierbar in @ € , so ist
£ stetig in a.

(3) Aus Definition |16.34] und Bemerkung |16.35| folgt: st (total) diffe-
renzierbar in a € ) genau dann, wenn es ein A € R™*" mit

1 - —> - —> — .
limT<f(a+h)—f(a)—Ah):O in R™
h—>6’HhH

gibt. ?’(5’) := A heift dann die Ableitung von f in &.

Analog zu Satz [16.3§] erhalten wir den nachfolgenden Satz.

Satz 16.42. (Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit)
Sei 2 C R"™ offen und .0 R

(1) Ist f partzell dzﬁerenzzerba'r i 2 und sind alle pa'rtzellen Ab-

leitungen (91f 82 , On f stetig in a € Q, dann ist f (total)
differenzierbar in 5’ und
£(F) = (T)(R).

(2) Existieren alle partiellen Ableitungen in ganz 2 und sind sie dort
stetig, dann ist f (total) differenzierbar in ganz Q). f heifit dann
stetig differenzierbar in Q, und wir schreiben f € C1(Q2,R™).

Dabei ist C1(Q,R™) der R-Vektorraum der R™-wertigen auf ganz
Q) stetig differenzierbaren Funktionen.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 16.43. (total diffbar., Ableitung fiir vektorwertige Fkten.)
ex—i—y

(a) Sei R R3,  f(z,y) := |sin(z) + cos(y) | .

332
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Dann hat f auf ganz R? stetige partielle Ableitungen (siehe Beispiel

16.28

(b)

a [ ew+y
(@ F)(w,y) = 5 F(2,y) = |cos(a) |,
X
I 2
a [ ea:-i-y
(82?)(337y) = a_?(xvy) = _Sln(y) )
Y 0

und nach Satz |16.42

ex—i—y ex+y
f'(z,y) = (IF)(2,) = |cos(z) —sin(y)| € R™2.
2x 0

£ ist auf R? stetig differenzierbar, also fe Cl(R? R?).
(b) Sei A € R™" und sei f :R" — R™ definiert durch

a1 T + a1,2 T2 + -+ A1 Tn
a21T1 + A20%2 + -+ A2y Ty
f(X)=AX= .

am,1 21 + Am,2 L2 + -+ Amn LTn

Dann hat f auf R” stetige partielle Ableitungen (siehe Beispiel |16.28)|(c)

und ist somit auf R" (total) differenzierbar. Die Ableitung von f ist

ay1 a2

a1 n
a a o« o a
R =JH)R)=| > 2l AL
Am,1 Am2 " Amn

: (X) = A - X, ist stetig differenzierbar auf R", also
e CHR",R™).

Hilfssatz 16.44. (Rechenregeln fiir total differenzierbare Funktionen)
Sei €2 C R" offen, undsez’en?:ﬂ—)Rm, g Q= R™ und ) € R.

ist £ auf R? (total) differenzierbar mit der Ableitung
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(1) Sind £ und & (total) differenzierbar in & € ), dann ist auch £+ g
(total) differenzierbar in & und

(2) Ist f (total) differenzierbar in & € Q, dann ist auch \ T (total) diffe-

renzierbar in a und N N
(A f)'(ﬁ’) =\ f'(Q).

Insbesondere gelten diese Rechenregeln auch fiir m = 1 also fir (total) diffe-
renzierbare reellwertige Funktionen mehrerer Variablen.

16.5 Die Kettenregel

Wir erinnern uns an die Kettenregel fiir reellwertige Funktionen einer Variablen
(siehe Kapitel [7]im Skript der HM A): Seien I, J offene Intervalle. Seien f : I — R
und g : J — R reelle Funktionen mit f(I) C J. Ist f differenzierbar in zy € I
und ist ¢ differenzierbar in f(zg) € J, so ist go f differenzierbar in xy und es gilt:

(go f)(wo) = gl(f(fo)) f'(xo)
—

fgere innere
Ableltung Ableitung

Wir verallgemeinern diese Kettenregel nun fiir vektorwertige Funktionen mehrerer
Variablen, welche verkettet werden konnen.

Satz 16.45. (Kettenregel)
Seien n,m,p € N, Q C R" oﬁen und U C R™ Oﬁen Seien f : Q — R™
(total) differenzierbar in e T (@ CUund g:U — RP (total) dzﬁeren-

zierbar in f( )eU. Dcmn ist € o £ :Q — RP (total) differenzierbar in a,
und die Ableitung in & ist

(8o £)(d) =g (£(A) - £'(X) e R
N—— Y
eRpXm mxn

Man kann die Ableitung auch Ohne Matrizenmultiplikation berechnen: Die (-te
Komponentenfunktion von & o £ st

(g © f)g(x) - gg(f(}_())) - gﬁ(fl(xla---axn)v-'-7fm(x1a‘--;33n))a




16.5. Die Kettenregel
262 (© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

und ihre partielle Ableitung nach z; in X = & ist

(Bi(8 0 £)o)(&) = (0ilgeo £))(F) =D (090 (£ () (0:f) ().

k=1

Achtung: Es geniigt nicht, nur partielle Differenzierbarkeit zu fordern!

Beweis von Satz[16.45: Wir miissen zeigen:

lim ——((gof)(@+H)—(Bo T)(@)-g'(F(&) F(@)h) =0 R~

- — 1 - — - =, 5. ™\ h — .
& (D) m(f(a+h)—f(a)—f’(a).h) B0 mR™. (16.3)
Umstellen von ((16.3)) liefert
) ||+ (@) - h=Ff(F+h)- £(3) (16.4)
Da g total differenzierbar in ?(5’) eV ist, gilt

o
=i

- = (2@ +¥) -g(f@)-g(F@) K) “FT  wr

Daraus folgt

K| () = g(F(@) +K) - (T@) - (F@) K. (165
Da f total differenzierbar in @ ist, ist f stetig in a und es gilt
K=f(@+h)-f(3@ 7. (16.6)

Durch Einsetzen von k definiert durch (16.6) in (16.5 folgt
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—

AnschlieRendes Ersetzen von f (& + ﬁ) — ?(5’) durch ((16.4)) liefert

(o f)(@+h)—(gof)(A)-g(f(A) f'(d) h
= [|k[| ¥(k) +g'(£(&)) - (h) ||h]
—— ——
0 fiir 0 fiir
K—0 h—0

1 - N/ P - PN/ =1 (= = g
m((gof)<a+h>—<gof)(a)—g'(f(a» f'(2) 1)
l—() - — e RN - —
KGR sz (F@) . 31). (16.7)
B~~~ =~
— 0 fiir — 0 fiir
K0 B

Wir untersuchen nun || kHﬂ hH Durch Ersetzen von K mittels (16.6) im ersten
Schritt und Ersetzen von f (& + h) f (&) mittels (16.4) im zweiten Schritt
folgt

[ T o
o L f@+m)-F@)
[l [[h] H H
1 - = —
= ——||@(h)|h| + f'(d)-h
L |
< ﬁ (Hfi;(fl)) HﬁH |+ H?’(z_f) : ﬁ”) (mittels Dreiecksungleichung)
I ATra TR E-oing O N Hl_{H aus erster Norm
= iy (- BN+ B (P
- — 1 — —
B0+ @) |
= HCT;(H)H + || £/(d) ﬁ (1/HHH in zweite Norm hineinziehen)

< Konstante fiir kleines HI_{H
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Weiter gilt wegen ({16.6
16.7) fiir h — 0 gegen den Nullvektor 0 € RP strebt, und die

rechte Seite in

Behauptung ist gezeigt.

, dass K — 0 wenn h — 0. Damit sicht man, dass die

L]

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung der Kettenregel.

Beispiel 16.46. (Kettenregel)

Seien

Q:={(r,¢):r>0,¢0 R},  U:=R>\{(0,0)},
f.0— R {T cos{ ]
’ rsin(¢) |’

g:U—R,

go.y) = VP T = (@ )

Wir bemerken zunéchst, dass ?(Q) = U, so dass die Verkettung g o £ auf Q
gebildet werden kann.

—>

(a) Direkte Berechnung von (go f)"

(g0 £)(r,9) =

(go

(r cos(¢),r sin(¢))
= \/ COSQ(qb + 72 sin®(¢) = Vr2 =1,
)= (@190 )(r0) (Do T))(r0)] =1 0.

(b) Berechnung mit Hilfe der Kettenregel:

'

Wir berechnen zunéchst die Ableitungen von f und g¢:

Mit

[cos(¢) —r sin(¢)
|sin(¢) 7 cos(¢)

X
g’(ﬂfay> = /$2+y /56—2+y2] )

\/(r coS(¢))2 + (r sin(¢))2 _ \/r2 (cos2(gz5) + sin2(¢)) I/ .

und der Kettenregel folgt dann

(go £)(r,9)

—>

= ¢'(r cos(¢),r sin(¢)) - £'(r, ¢)
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[ o). 23 e

cos(¢) —rsin(gb)]
sin(¢) 1 cos(¢)

= [cos(@) cos(9) +sin(@) sin(6)  cos() ( —r sin(6)) + sin(9) r cos(9)]
= [CQSQ(¢) + sin2(¢) O}
=[1 0].

r T

~ [oosté)  sin(@)] - |

Beobachtung am vorigen Beispiel: Die direkte Berechnung der Ableitung ei-
ner Verkettung von Funktionen ohne die Kettenregel geht manchmal schneller!

Frage: Wozu braucht man dann iiberhaupt also die Kettenregel?

Diese ist erforderlich, wenn man ,abstrakt mit der Verkettung von Funktionen
rechnet, also wenn man die verketteten Funktionen nicht direkt kennt, also wenn
man z.B. die Ableitung der Verkettung einer Funktion auf einer Teilmenge von
R3 mit einem Weg im R3 betrachtet. Wir illustrieren dieses im nichsten Beispiel.
Hier sollte man immer die Notation der partiellen Ableitungen mit
den Nummern der Variablen verwenden (siche Beispiel), damit man mit
den Namen der Variablen nicht durcheinander gerit!

Beispiel 16.47. (Kettenregel)

Seien U C R? offen und ¢ : U — R stetig differenzierbar. Ist X :]a,b[— U ein
Cl-Weg, so gilt fiir go X :]a,b[— R

(g0 X)(t) = g(X(t)) = g(z1(t), 22(t), 23(1)),
und die Ableitung von g o X berechnet sich mit der Kettenregel wie folgt:

(goX)(t) =4 (X)) - X'(t)

In der HM C werden wir viele ,abstrakte® Anwendungen der Kettenregel wie im
vorigen Beispiel bendtigen, wenn wir entlang von Wegen oder auf Oberflichen
iiber reellwertige oder vektorwertige Funktionen integrieren.
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Wir lernen nun noch den neuen Begriff eines Gebiets kennen, und kénnen dann
mit Hilfe der Kettenregel eine interessante Schlussfolgerung iiber stetige differen-
zierbare reellwertige Funktionen auf einem Gebiet ziehen.

Definition 16.48. (Gebiet)

Ser 0 C R" offen. Q heifit ein Gebiet, wenn es fir alle 5’,5) e Q einen
Cl-Weg in Q gibt, der & mit b verbindet.

Die Bilder in Abbildung illustrieren den Unterschied zwischen offenen Mengen
in R?, die Gebiete sind, und offenen Mengen in R?, die keine Gebiete sind.

@‘@@

Abbildung 16.2: Bei allen drei Mengen €2y, {25 und €23 gehore der Rand nicht mit
zur Menge, so dass die Mengen offen sind. €21 und €2, sind jeweils ein Gebiet. €23
ist dagegen kein Gebiet.

Satz 16.49. (Ableitung ist auf Gebiet Null = C!-Funktion ist kon-
stant)
Sei Q C R™ ein Gebiet. Sei f € CHQ,R) mit

f1(X) = [(O)X) (f)(X) -+ (0uf)X)] =0 0 0] =01y,

fiir alle X € Q. Dann ist f konstant auf ).

Beweis von_é’atz 16.49;Seien a, b €0 beliebig. Wir zeigen, dass dann gilt
f(a) = f(b). Da a,b € Q beliebig sind, hat die Funktion f dann in allen
Punkten aus 2 denselben konstanten Wert.

Da € ein Gebiet ist, existiert ein C'-Weg X : I — Q auf einem offenen Intervall
I C R mit [, 5] C I und

X(a)=2a und R(B)=b.
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Wir betrachten nun die Funktion h := f o X : I — R. Die Kettenregel liefert

W(t)=f'(X(@)) -X'(t) = O1xn - X'(t) =0 fiirallet € 1.
=0

Eine reellwertige Funktion, deren Ableitung auf einen offenen Intervall Null ist,
ist auf dem offenen Intervall konstant (vgl. Kapitel [7|im Skript der HM A). Somit
ist h = f o X konstant auf /. Insbesondere folgt daraus, dass

F(B) = f(R()) = (foR)(a) = h(a) = h(B) = (foX)(B) = F(R(B)) = f(Pb)
gilt. [l

16.6 Hohere Ableitungen

Als Vorbereitung auf die Einfithrung von hoheren Ableitungen von Funktionen
mehrerer Variablen machen wir uns noch einmal klar, was es bedeutet, wenn f
in C'(Q,R™) mit Q C R" offen ist: Dann existieren alle partiellen Ableitungen

o ?, 82?, e &l? : 2 — R und sind stetige Funktionen in €2.

Definition 16.50. (zweimal stetig differenzierbare Funktion)

Sei Q C R" offen. Eine Funktion f c CLHQ,R™) heifit z’wezmal stetzg diffe-

renzierbar auf ), wenn die partiellen Ableitungen Oy f (‘32 ., Oh f exis-
tieren und in Cl(Q,Rm) sind, d.h. wenn

OO F): Q- R™

fir alle k,i € {1,2,...,n} existieren und stetig sind. Wir schreiben dann
f € C*(Q,R™) und

0 (0= P 2
00 f == 0,(0,F) = a@(@ﬂf):axkax‘f.

Beispiel 16.51. (zweimal stetig differenzierbare Funktion)

Sei f: R? —» R, f(z,y) := 2?y>. Dann existieren die partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung auf ganz R2,

(0uf)(z,y) =227, (02f)(z,y) = 327y
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(D) () = 29, (0102f) (2, y) = 637,
(0201 f) (2, y) = 6237, (05 f)(@,y) = 627y,

und diese sind jeweils stetig auf R?. Es gilt also f € C*(R? R)

Wir beobachten, dass im vorigen Beispiel gilt

(0201 f)(2,y) = (01021 ) (2, ).

Allgemein gilt die folgende Aussage tiber ,,gemischte partielle Ableitungen zweiter
Ordnung.

Satz 16.52. (Satz von Schwarz)
Sei Q@ CR™ offen. Fir fe C2(Q,R™) gilt

aiak?:akai? fir alleik € {1,2...,n}.

Beweis von Satz (fir n = 2 und m = 1): Sei (x1,12) € Q beliebig.
Wihle A > 0 so klein, dass das Quadrat mit den Eckpunkten (z1,xs),(x1 +
h,x2), (x1, 22 + h), (x1 + h,x9 + h) ganz in € liegt. Das geht immer, da  offen
1st.

Wir definieren nun die Funktionen
g(x1) := f(z1,22+ h) — f(21,29), wobei xo fest ist,
k(xzs) := f(x1+ h,x9) — f(x1,x9), wobel x; fest ist.
Dann gilt

g(z1+h) — g(z1)

= f(z1+ h,xo+ h) — f(x1 4+ h,x2) — (f(z1, 20 + B) — f(z1,22))

= f(z1+ h,zo + h) — f(z1, 20+ h) — (f(z1 + h,22) — f(21,22))

= k(xa+ h) — k(z2),
also

g(x1+h) — g(z1) = k(22 + h) — k(z2). (16.8)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siche Satz im Kapitel
im Skript der HM A) existieren jeweils & € Jzq, 21 + h[ und & € |xo, 29 + h| mit

g(x1 +h) = g(x1) = g'(&) h,
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]{([CQ + h) - k(xg) = k/(€2) h.
Einsetzen in liefert
JE)h=FEh = §&)=F&). (16.9)

Das Berechnen der Ableitungen liefert

g (1) := if(fﬂlyﬂh +h) — 9 (21, 22) = (O1f) (@1, 22 + h) — (O1f) (21, 22),

o0xq Oy
k' (x9) == 8%2 (z1+ h,22) — 8%2]”(%%2) = (O2f )(x1 + h,12) — (Oof ) (21, 72),

und Einsetzen in liefert
(O1) (&1, w2+ h) — (01 f) (&1, 22) = (Oaf ) (1 + h, &2) — (02)(21,&2).  (16.10)

Wir betrachten nun die stetig differenzierbaren partiellen Ableitungen 0; f und
Oy f jeweils als Funktion der anderen Variablen, also

m(xz) = (O1f)(1,22)  und  L(x1) = (0a)(71,&2),

und nutzen den Mittelwertsatz der Differentialrechnung erneut: Nach dem Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung existieren jeweils 1y € |z1, 21 + h[ und 79 €
]1'2, To + h[ mit

(O f)(&r, 22+ h) — (01 f) (&1, 2) = m(xe + h) — m(z2)
=m'(n2) h = (201 f)(&1,m2) h,
(Qf)(x1+ h, &) — (02)(21,&2) = (w1 + h) — £(x1)
={'(m) h = (0102f)(m, &) h.
Einsetzen in liefert
(0201 f)(&1,m2) b= (O102f)(m, &2) b <= (0201f)(&1,m2) = (0102f) (M1, &2).-

Fir h — 0 gilt (&1,72) — (21, 22) und (n1,&) — (21, 22). Also folgt aus der
Stetigkeit der ,gemischten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 0;0,f und
0901 f, dass

(0201 f) (21, x2) = (0201 f) (21, 22)
gilt. ]
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Bemerkung 16.53. (Satz von Schwarz)

Sind die zweiten partiellen Ableitungen nicht stetig, so gilt der Satz von
Schwarz im Allgemeinen nicht. Dieses zeigt das folgende Beispiel:

22— 2
TY ——"= wenn  (z,y) # (0,0),
fRESR, flay) = vty

0 wenn  (z,y) = (0,0).

Man kann zeigen, dass f in C'(R? R) ist und dass f sogar zweimal differen-
zierbar ist. Die zweiten partiellen Ableitungen sind aber nicht mehr auf ganz
R? stetig. Die gemischten zweiten partiellen Ableitungen dieser Funktion im
Punkt (0,0) sind aber

(8182]0)(0, 0) =—1 und (8281)f(0, 0) = 1;

sie stimmen also hier nicht iiberein.

Definition 16.54. (hShere Ableitungen)

wenn f n Q partiell dzﬁerenzzerbar ist und wenn gilt Oy f 82 .,&1? €
C5(Q,R™). £ heifit dann (s 4+ 1)-mal stetig differenzierbar in Q.

16.7 Der Satz von Taylor

Zunéchst erinnern wir uns an den Satz von Taylor fiir reellwertige Funktio-
nen einer Variablen (siche Satz [7.32| in Kapitel [7] im Skript der HM A), also
fiir den Sonderfall n = m = 1:

Seien I C R ein offenes Intervall, ty € I und f € C**1(I,R). Zu jedem ¢ € I gibt
es dann ein 7 zwischen ¢t und ty (welches in der Regel von ¢ und ¢, abhéngt), so
dass gilt:

Z i (t —to)" + ﬁ FED () (t = t)**! (16.11)

7

Taylorpolynom vom Grad s Restglied
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Um den Satz von Taylor verallgemeinern zu konnen, benotigen wir zunéchst die
sogenannte Multiindex-Schreibweise.

Notation 16.55. (Multiindex-Schreibweise)

Seien ag, ..., a, € Ny. Dann heift a = (g, as, . . ., ;) ein Multiindex. Wir
verwenden folgende die Notation:

lal =a1+as+ ...+ ay,

o =arl o -

X =2ty fir X = (21,...,2,) € R".
a—) a o a—) . e d s n
0%t :=00"05%---oo f fir £ € C°(Q,R"), und | < s.

Betrachten wir ein Beispiel, um uns mit der Multiindex-Schreibweise vertraut zu
machen.

Beispiel 16.56. (Multiindexschreibweise)
Sein =3 und a = (3,0,1). Dann gelten

la| =34+0+1=4,
al=3-0-11=6-1-1=6,

_)
X =23 -1y - 1y = 1 a3,

und fiir die auf ganz R3 beliebig oft stetig differenzierbare Funktion
f : R?’ — R) f($1,$2,l'3) = 63$1+2$§+I§’
gilt

3

(3af)($1,332, $3) = (3fﬁga§f)(f€1,$2,$3) = (8?83]”)(3:1,3;2, 553) = 81 5’73 €3x1+2x%+x3-

Als weitere Vorbereitung des Satzes von Taylor brauchen wir noch den Begriff
einer konvexen Menge in R".

Definition 16.57. (konvexe Menge in R")

Eine Teilmenge M von R" heifit konvex, wenn fiir alle X,y € M die Ver-
bindungsstrecke (Verbindungsgerade) von X nach'y ganz in M verliuft.
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Beispiel 16.58. (konvexe Menge)

(a)

Die offene Kugel U,(@) um @ mit Radius r in R™ ist konvex, denn:
Seien X und y zwei beliebige Punkte aus U,.(@). Dann miissen wir zeigen,
dass die Verbindungsstrecke

X+t(y—-X)=1-t)X+ty, te]|0,1],

ganz in U,(@) liegt. (Dieses ist anschaulich klar, wenn man sich ein Bild im
R? malt.) Fiir ¢t € [0, 1] gilt mit der Dreiecksungleichung, dass

(L= X +ty —a=[(1-6)(X—a)+t(y —a)
<A =0 (X =a)+ [ty - @)l
<=t X-al+t |y —a]
<r <r

<(AQ-t)r+tr=r,

d.h. fiir jedes t € [0,1] liegt (1—¢) X+t y in U.(&). Also ist U,(@) konvex.

Mit einer analogen Rechnung zeigt man, dass U,(@) konvex ist.

Der Rand oU,(@) = {X € R" : ||X — &| = r} ist nicht konvex, denn:

er geben den Nachweis der Einfachheit halber fiir den Fall @ = 0. Der Fall
a # 0 kann analog gezeigt werden (gleiche Idee), aber er wird technisch
komplizierter.

Wir betrachten X € 8Ur(6). Dann ist auch —X € 8UT((_))), denn || — X|| =
|X|| = ||X — 0| = r. Der Punkt

X4 ((-%) %) =X+

liegt auf der Verbindungsstrecke von ¥ und — X, aber er ist nicht in OU,(0).
Also ist OU,.(0) nicht konvex.

Das L-formige Gebiet
L:=(]0,1[x]0,2[) U (]0,2[x]0,1[)
={(z,y) eR*:0<2<1, 0<y<?2}
U{(z,y) eR*:0<z <2, 0<y<1}

ist nicht konvex, denn man kann zeigen die Verbindungsstrecke von (%, %)

und (2, 3) aus L den Punkt (1,1) enthélt, der nicht zu L gehort.
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Ist € offen und konvex, so ist €2 ein Gebiet. Umgekehrt gibt es aber viele Gebiete,
die nicht konvex sind!

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den Satz von Taylor fiir reellwertige Funk-
tionen mehrerer Variablen formulieren.

Satz 16.59. (Satz von Taylor/Taylor-Formel in n Variablen)

Sei Q C R™ offen und konvez, und seien f € C5TH(Q,R) und @, X € Q. Dann
gibt es Z € Q auf der Verbindungsstrecke zwischen @ und X mit

- 1 — —> 1 —> > o
f(X):ZJ(aaf)( 2)(X-3)"+ ) o1 (09N)(2) (X — a)®
aj<s la|=s+1

N 7 A\ 7
"

=:T,(X;Q) Restglied

T,(X; &) heifit das Taylorpolynom von f vom Grad s um den Entwick-
lungspunkt a. Der Punkt Z hingt normalerweise von X und a ab.

Beweis von Satz|16.59: Sei I C R ein maximales offenes Intervall mit
Y)=B4+t(X—3)€N firallete I

Dann ist ¥ : I — R” ein beliebig oft stetig differenzierbarer Weg, also y €
C*(I,R™). Insbesondere gilt [0,1] C I, da Q konvex ist und somit die Verbin-
dungsstrecke von & und X ganz in  liegt.

Wir betrachten nun die Hilfsfunktion

h:I—=R,  ht):=f(¥)=f(@+t(X—-17)).

Nach der Kettenregel ist h € C*TL(I,R), weil f € C*T}(Q,R) und y € C=(I,R")
gilt und weil h(t) = f(Y(t)) = (f o ¥)(t) ist. Weiter gilt 2(0) = f(&) und

h(1) = f(X).
Mit der Kettenregel erhalt man
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() = (0;0u) (B + (X = ) (2 — a;) (zx — ax)
k=1 j=1
2! o — — — — —>\ o
=Y S NER+1(FE-) (R - 7)
la|=2

Setzen wir den Prozess fort, so finden wir allgemein fiir die k-te Ableitung:
k' o — — — — —\
OESY — (0 HE+t(X-)(X-3)% k=01,2...,s+1
o=k

(Um sich die Faktoren k!/a! zu iiberlegen braucht man etwas Kombinatorik.)
Der Satz von Taylor ((16.11) mit ¢ = 1 und ¢y = 0 angewendet auf die Funktion h

liefert nun

f(X)=h(1) = zi: % h(k)(O) (1-— O)k + e j ol h(SH)(T) (1- 0)s+1

_Z Zav ) (X —4)

k=0 " |a|=k

ey Z. : ;l)! @HE+7(X - ) (X -&)
=Y L ENERE - Y @@ (R B

| <s |a|=s+1

wobei 7 €]0,1[ ist und damit Z := @ + 7 (X — &) auf der Strecke zwischen &
und X liegt. [

Beispiel 16.60. (Satz von Taylor)
Seien f:R* = R, f(z,y) :=sin(3z +y?) und @ = (0,0) sowie s = 3.

Aufgabe: Bestimme das Taylorpolynom dritten Grades Tg((x, y); (0, O)) um den
Entwicklungspunkt @ = (0, 0).

Lésung: Wir berechnen die partielle Ableitungen fiir |a| < 3:

a = (1,0): (O f)(x,y) = 3 cos(3x + )
a=(0,1): (Oof)(x,y) =2y cos(3z + y?)
a=(2,0): (01 f)(x,y) = =9 sin(3z +y°)
a=(1L1): (0f)(r,y) = —6ysin(3z +y’)
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a = (0,2) (3.)(x,y) = 2 cos(3x +y*) — 4y* sin(3x + °)
a=(3,0): (03 f)(z,y) = =27 cos(3x + v?)

o = (23 1) . (alaZf)(xa y) _18:y COS(?)QZ + y2)
a=(1,2) (0103 f)(z,y) = —6 sin(3x + y*) — 125> cos(3x + y*)

= (0,3) : (D5f)(z,y) = =12y sin(3z +¢*) — 8y’ cos(3x + y°)
Also lautet das Taylorpolynom vom Grad 3 um a = (0,0)

7y((): 0,0) = 2 CIOD 0y 00y = 30 OO (e

o= Y s
= J(0,0) + 71 (Au)(0,0) 0 + = (221)(0,0)°
+ 5 (BR)(0,0) 2% +ﬁ(alazf><0 0)a'y +w((92f)( 02y
b (BR0,0)0%y + 5 2,1, (©20.£)(0,0)2?
+ 1757 (GBN)(0,0) ' + = (B1)(0,0) 2"

1 1
:O—I—Sx-l—O'y—l—E'0-x2+0-xy+§-2y2

1 1 1 1
) L A R (R S0l 0.8
—|-6( 7)x+20xy+20xy+60y

9
:3x+y2—§x3.

Im Kontext des Satzes von Taylor lernen wir als Letztes noch die Hesse-Matrix
der zweiten Ableitungen kennen.

Bemerkung 16.61. (Hesse-Matrix)

Sei Q C R" offen und konvex, und sei f € C*(Q,R). Fiir &, X € Q ist das
Taylorpolynom ersten Grades von f um a durch

TR ) = (@) + Y~ (0°)(F) (X~ &)°




16.7. Der Satz von Taylor
276 (© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

gegeben. Nach dem Satz von Taylor mit s = 1 existiert Z auf der Verbin-
dungsstrecke von a und X mit

fR) - TR &) = 3 @ )(7) (R - &)°

|a|=2

wobei

(0100 f)(Z) (010 )(Z) -+ (D10.f)(Z)]

(201f)(Z) (0202f)(Z) -+ (020uf)(Z) —

(Hf)(Z) := A heikt die Hesse-Matrix von f in Z.

Berechnen wir die Hesse-Matrix fiir ein Beispiel.

Beispiel 16.62. (Hesse-Matrix)

Sei f: R? = R, f(z,y) = x?y®. Nach Beispiel [16.51] sind dann die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung

(812f)(x7y) :293, (8182f)(x7y) =6$y2,
(D201 ) (2, y) = 6297, (D5 ) (x,y) = 627 y.
Also ist die Hesse-Matrix von f

2y°  6xy?
6y’ 62y

()~ |



KAPITEL 17

Extremwertaufgaben

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir lokale und globale Extremalstellen ei-
ner Funktion, d.h. Punkte in der Definitionsmenge, an denen die Funktion lokal
oder global maximale bzw. minimale Funktionswerte annimmt. Handelt es sich
um globale Extremalstellen, so nennen wir die zugehérigen maximalen bzw. mi-
nimalen Funktionswerte Extrema der Funktion, genauer das Maximum bzw. das
Minimum der Funktion.

Wie findet man die lokalen und globalen Extremalstellen? — Wir werden diese
Frage zunédchst fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen
Definitionsmenge mit Hilfe der ersten partiellen Ableitungen und der Hesse-Matrix
untersuchen. Danach lernen wir, wie man mit Hilfe von Nebenbedingungen dieses
Problem fiir Funktionen auf sogenannten kompakten Mengen untersuchen kann.
Dabei lernen wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren kennen.

17.1 Lokale Extremalstellen

Wir starten mit der Definition von lokalen Extremalstellen von reellwertigen Funk-
tionen auf einer offenen Teilmenge von R"™. Diese Definition ist analog zu derjeni-
gen fiir Funktionen einer Variablen (siehe Kapitel [7|im Skript der HM A).

Definition 17.1. (lokale Extremalstellen und kritische Punkte)
Seien Q C R"™ offen und f € C*(Q, R).

277
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(1) @ € Q heift eine lokale Mazximalstelle von f, wenn einr > 0 existiert
mit U,(&) C Q und f(X) < f(A) fiir alle X € U,(a).

(2) & € Q heifit eine lokale Minimalstelle von f, wenn einr > 0 ezistiert
mit U,(&) C Q und f(X) > f(A) fiir alle X € U,(&).

(3) & € Q heifit eine lokale Extremalstelle von f, wenn & eine lokale
Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle von f ist.

(4) @ € Q heift ein kritischer Punkt von f, wenn f'(@) = Oqx,, ist.

Der néchste Satz stellt einen Zusammenhang zwischen Extremalstellen und kriti-
schen Punkten einer C'-Funktion her.

Satz 17.2. (lokale Extremalstelle von C!-Fkt. = kritischer Punkt)
Lokale Extremalstellen von C'-Funktionen sind kritische Punkte.

Satz liefert also eine notwendige Bedingung fiir lokale Extremalstellen @
einer C-Funktion f: Es muss gelten f/(&) = O1x,. — Allerdings folgt aus der
Bedingung f'(a) = O1x, noch nicht, dass @ eine lokale Extremalstelle ist. Wir
haben lediglich einen mdéglichen Kandidaten fiir eine solche identifiziert.

Beweis von Satz[17.9: Sei @ eine lokale Extremalstelle von f € CY(Q,R). Wir
wihlen r > 0 mit U.(@) C Q und mit f(X) < f(&) bzw. f(X) > f(Q) fiir
X € U, (Q). Fir v € R" mit || V| = 1 betrachten wir die C!-Funktion einer
Variablen

h(t) .= f(d +tV), tel—rr|.

Dann hat h :| — r,r[— R in t = 0 eine lokale Extremalstelle, also ist A'(0) = 0
(siehe Kapitel [7]im Skript der HM A). Mit der Kettenregel folgt dann

W)= f(@+tV)- Vv, te]—rrf.
Einsetzen von ¢t = 0 liefert also:
0="r(0)=f(a) -V  fiir jedes Vv € R" mit | V|| = 1.
Insbesondere gilt fir Vv =€, k =1,2,...,n, dass

0= f'(A)-er = (Ouf)(A),
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Abbildung 17.1: Die Graphen der Funktionen f : R?2 — R, f(z,y) = e~ @),
(linkes Bild) und f: R* = R, f(z,y) := 2> — %, (rechtes Bild).

d.h. alle partiellen Ableitungen in @ sind Null. Also ist
f@&) = [0 f)@&) (f)(@) - @uf)@&)] =00 - 0] =01 O

Betrachten wir einige Beispiele. Wenn wir hierbei von einer C*°-Funktion sprechen,
genauer einer Funktion in C*(£2,R), so meinen wir hiermit analog zu C*(Q, R)
eine reellwertige Funktion, die beliebig oft (also unendlich oft) auf Q2 stetig diffe-
renzierbar ist.

Beispiel 17.3. (lokale Extremalstellen und kritische Punkte)
(a) Die C®-Funktion f:R2—=R, f(z,y):=e @) hat die Ableitung
fllry) = [2ze @) _9ye @]
Die nach Satz notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremalstelle ist
flx,y) = [—2xe‘<x2+y2) _de—(x2+y2)] = [O 0] :
und diese liefert
( —2xe ) — 0 und — 2ye_(x2+y2) = 0) — (x =0und y = 0),

d.h. (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
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Frage: Ist (0,0) eine lokale Extremalstelle von f?
Fiir (z,y) € R? gilt

fla,y) =e @) <1=¢"= f(0,0), weil — (2> +¢?) <0 ist.

Also ist (0,0) eine lokale (und auch globale) Maximalstelle von f.
Der Graph der Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.
Die C*°-Funktion f:R* =R, f(x,y):=x?—y? hat die Ableitung

f(z,y) = [2:1: —2 y] .

Die nach Satz notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremalstelle ist
fl(x,y)=[22 —2y] = [0 0],
und diese liefert
(2:1::0 und —2y:0) <~ r=y=0,

d.h. (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.

Frage: Ist (0,0) eine lokale Extremalstelle von f?

Fiir z # 0 gilt: ~ f(2,0) = 2 > 0 = £(0,0).

Fiir y # 0 gilt: ~ f(0,y) = —y*> < 0= £(0,0).

Also ist (0,0) weder eine lokale Maximalstelle noch eine lokale Minimalstelle.
Der Graph der Funktion ist im rechten Bild in Abbildung gezeichnet.
Die C*°-Funktion f:R* =R, f(x,y):=xy, hat die Ableitung

flay) = [y .
Die nach Satz notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremalstelle

flwy) =y =] =[0 0]
liefert den einzigen kritischen Punkt (0,0) von f.
Frage: Ist (0,0) eine lokale Extremalstelle von f7
Firx > 0und y <0 gilt:  f(z,y) =xy < 0= f(0,0).
Firx > 0und y > 0 gilt:  f(z,y) =xy > 0= f(0,0).
Also ist (0,0) keine lokale Extremalstelle von f.
Der Graph der Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.
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(d) Die C*-Funktion f:R?* =R, f(x,y):= —cos ((m —1)2+(y— 1)2), hat
die Ableitung

fi(z.y)

=[2(z—1)sin((z—1)*+ (y —1)*) 2(y—1)sin((z—1)*+ (y—1)?)].

Die nach Satz [17.2] notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremalstelle
f'(x,y) =10 0]

liefert

((¢=1 oder sin((z—1)2+(y~ 1)) =0)
und (y=1 oder sin((z— 1)+ (y—1)?) =0))
— ((le oder (z—1)*+ (y — 1)* =k mit & € Ny)
und (y =1 oder (a:—l)2+(y—1)2:kwmitk€N0)>.

Also sind (1,1) und alle Punkte auf OU ;-(1,1) mit k£ € N, d.h. alle Punkte
auf den Kreisen mit Radius vk, k € N, um (1, 1), kritische Punkte von f.

Frage: Welche dieser kritischen Punkte sind lokale Extremalstellen von f?
Der Punkt (1, 1) ist eine lokale Minimalstelle, denn fiir alle (x,y) € R? gilt

flw,y) = —cos ((z—1)* + (y — 1))
> —1=—cos(0) = —cos ((1—1)*+ (1 —1)%).

Betrachten wir ein (w, yx) € OU /z(1,1) mit k € N, so gilt

fl@ryp) = —cos ((xx — 1)* + (y, — 1)%) = —cos(km) = (—=1)F.
Also gilt fiir alle (x,y) € R? fiir gerades k € N
fla,y) = —cos ((z = 1) + (y = 1)°)
> —1= (="' = —cos ((zp — 1)* + (yx — 1)?).
Also gilt fiir alle (x,y) € R? fiir ungerades k € N
fla,y) = —cos ((z = 1)° + (y — 1)°)
<1=(-D)""'=—cos ((zx — 1)* + (yx — 1)).

Also sind alle Punkte auf OU ;-(1,1) mit £ € N ungerade lokale Maximal-
stellen und alle Punkte auf OU ;-(1,1) mit k € N gerade lokale Minimal-
stellen von f.

Der Graph der Funktion ist im rechten Bild in Abbildung gezeichnet.
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Abbildung 17.2: Die Graphen der Funktionen f : R*> — R, f(x,y) := 2y, (linkes
Bild) und f:R? = R, f(z,y) := —cos ((x — 1)® + (y — 1)?), (rechtes Bild).

Die folgende Bemerkung liefert die Motivation fiir das nachfolgende Teilkapitel.

Bemerkung 17.4. (lokale Extremalstellen und die Hesse-Matrix)

Seien 0 C R” offen und f € C*(2,R). Sei & € Q ein kritischer Punkt von f,
d.h. f/(&) = Oqxy,. Weiter sei r > 0 so gewihlt, dass U,.(&) C Q ist.

(1) Fiir X € U,(d) existiert nach dem Satz von Taylor (siche Satz [16.59
und Bemerkung [16.61]) ein Z auf der Verbindungsstrecke von a und X,
so dass gilt

(X — |(Hf)(Z) (X - 7)), (17.1)

wobei (Hf)(Z) die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ableitungen
(siehe Bemerkung [16.61]) im Punkt Z ist. Falls € > 0 existiert mit

(X —2&|Hf)(Z)(X-1&)) >0 fiir alle X € U.(d) \ {@},

dann folgt aus (17.1]), dass f(X) > f(@) fiir alle X € U.(Q) \ {&} ist,
d.h. @ ist eine lokale Minimalstelle.
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Falls € > 0 existiert mit
<§’—5"(Hf)(?)(x —5’)> <0 fiir alle X € Ug(ﬁ’)\{ﬁ’},

dann folgt aus (17.1)), dass f(X) < f(&) fiir alle X € U.(@) \ {&} ist,
d.h. & ist eine lokale Maximalstelle.
(2) Da f € C*,R) ist, gilt 8,0, f = 00, f fiir alle i,k = 1,2,...,n nach
dem Satz von Schwarz (siche Satz |16.52)). Daher gilt ist ((Hf)()—f))T =
(Hf)(X), d.h. die Hesse-Matrix (Hf)(X) ist eine symmetrische Ma-
trix. Deshalb betrachten wir im nachfolgenden Teilkapitel symmetrische
Matrizen.

17.2 Symmetrische Matrizen

In diesem Teilkapitel lernen wir symmetrische positiv definite, negativ definite
und indefinite Matrizen kennen.

Definition 17.5. (symmetrische Matrix)
Eine Matriz A € R™" heifit symmetrisch, wenn AT = A gilt.

In Worten: Eine reelle Matrix ist symmetrisch, wenn sie quadratisch ist und bei
Spiegelung an der Diagonalen (von links oben nach rechts unten) wieder sich selbst
ergibt. — Betrachten wir einige Beispiele fiir symmetrische Matrizen.

Beispiel 17.6. (symmetrische Matrix)

1 3
(a) A= ist symmetrisch.
3 2
1 3] .. :
(b) B = 3 2] ist nicht symmetrisch.
1 -2 -3
(¢c) C=|—-2 4 2| istsymmetrisch.
-3 2 =5

(d) Jede Diagonalmatrix ist symmetrisch.
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Die nachste Bemerkung hélt eine interessante Eigenschaft symmetrischer Matrizen
fest.

Bemerkung 17.7. (wichtige Eigenschaft symmetrischer Matrizen)
Ist A € R™" symmetrisch, dann gilt fiir alle X,y € C*

(AX]Y) = (X[AY).

Beweis: Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren X,y € C" konnen wir
mit der Matrizenmultiplikation auch schreiben als

.

= _ _ _ _ _ Y2 =T

X|Y)=Tip+Tp+. +Ty=[T T2 - T | | =X ¥
| Y]

Damit folgt

ol

(A%]7) = (A%)'7 = (&%) ¥ =X &7 =% (47) = (X[A¥),

wobei wir im vierten Schritt A = A und damit A’ = AT = A (weil A € R™*"
symmetrisch ist) genutzt haben.

Nun lernen wir zwei zentrale Sétze iiber symmetrische Matrizen kennen.

Satz 17.8. (Eigenwerte und Eigenvektoren einer symm. Matrix)
Sei A € R™" symmetrisch. Dann gelten:

(1) Alle Eigenwerte von A sind reell.

(2) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal.

Wir beweisen diesen Satz, weil der Beweis einfach und illustrativ ist.

Beweis von Satz[17.8:

(1) Sei A € C ein Eigenwert von A mit einem Eigenvektor X € C"\ {6}, also
AX = )X Da A € R™" symmetrisch ist, gilt nach Bemerkung

(AX|X) = (X|AX). (17.2)
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Weil X ein Eigenvektor zum Eigenwert \ € C ist, gilt
(AR[R) = (AR[R) =X (X|X) =X [X|>
(RIAR) = (RN ) = A (R]Z) = A ||
Einsetzen in liefert
A= AX|
Da X # 0 und damit | X # 0 ist, folgt A = X, d.h. A € R.

Die symmetrische Matrix A € R"*" habe (mindestens) zwei verschiedene
Eigenwerte A, u mit A # p. Nach |(1)[sind A und p reell. Sei X € C*\ {0}
ein Eigenvektor zu A, und sei y € C"\ {0} ein Eigenvektor zu p. Dann

gilt nach Bemerkung
(AX|Y) =(X|AY), (17.3)

und wir finden

Einsetzen in liefert
AP =n(R]Y) = - ER[¥) =0

Da X\ # p gilt, folgt <§:”§7) = 0. ]

Satz 17.9. (ONB aus den EVen einer symmetrischen Matrix)

Sei A € R™" symmetrisch. Dann hat R" eine Orthonormalbasis aus FEi-
genvektoren von A.

Beweis von Satz fir n_= 2: Sei X € R? ein Eigenvektor zum Eigenwert
A€ R Firy L Xmity # 0 gilt dann nach Bemerkung[17.7| (da A symmetrisch

ist):

(AF]%) = (F|AR) = (F]A%) = A (F[=) =0

Also ist Ay L X. Dan = 2 ist, sind alle zu X in R? orthogonalen Vektoren
parallel, und somit existiert ein Faktor u € R mit Ay = p y. Daher ist y ein
Eigenvektor zum Eigenwert p, und
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ist eine Orthonormalbasis von RZ. L]

Betrachten wir hierzu ein Beispiel.

Beispiel 17.10. (ONB aus den EVen einer symmetrischen Matrix)

Wir betrachten die symmetrische Matrix

00 —1
A= 01 0
-1 0 0
Das charakteristische Polynom ist
- 0 -1
pa(N\) = det(A — AE3) = det 0 1—-X 0
-1 0 =X

=M1 -N+0+0-(1-A)—-0-0
=N=-1D1-N=A-DA+D)1=N)=—-A=12*A+1),

d.h. wir finden die Eigenwerte A\; = 1 (mit der algebraischen Vielfachheit 2) und
A2 = —1

Wir berechnen die zugehdrigen Eigenrdume:

-1 0 —1]0 Gds i 10 1]0
M=1: | 00 00 PEN 0000
~10 —110 0000

1

o | »

— (ulz—U3, Us, U3 bel.) — Ea(l)=LH | |1}, o1 1,
1
01 L=

wobei wir die Basis des Eigenraums gerade so gewahlt haben, dass die beiden
Eigenvektoren orthogonal und normiert sind.

Z3— 73+ 7
0 —110 ool 7, 10 —1]0
Ay = —1 02 00 PEIN 01 0]0
10 1]/0 00 010
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— (u1 =uz, us =0, wusg bel) — EA(—l) — LH

§|“ o §|“

wobei wir die Basis des Eigenraums gerade so gewahlt haben, dass der einzige
Eigenvektor normiert ist.

Nach Satz [I7.9 ist damit

0 17 1L
V2| [ V2
1, o],|lo0
1 1
0 =%l L&

eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Nun lernen wir drei wichtige mogliche Zusatzeigenschaften symmetrischer Matri-
zen kennen.

Definition 17.11. (positiv definite, negativ definite bzw. indefinite
symmetrische Matrix)

Sei A € R™" symmetrisch.

(1) A heifst positiv definit, wenn alle Figenwerte von A positiv (d.h. > 0)
sind.

(2) A heifit negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ (d.h.
< 0) sind.

(3) A heifit indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Ei-
genwerte hat.

Wir halten fest, dass eine symmetrische Matrix keine der drei Eigenschaften aus
Definition [I7.11]haben muss. Beispielsweise kann eine symmetrische Matrix neben
positiven Eigenwerten noch den Eigenwert 0 haben.

Betrachten wir einige Beispiele fiir positiv definite, negativ definite bzw. indefinite
Matrizen.
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Beispiel 17.12. (positive definite, negativ definite bzw. indefinite sym-
metrische Matrix)

1 -1 0
(a) Die symmetrische Matrix A = |—1 2 1| ist positiv definit, denn:
0 13

Das charakteristische Polynom ist

1-X -1 0
pa(\) =det(A —AEg) =det | | =1 2—-x 1
0 1 3-2)

=(1-XN)2-NEB=N+0+0-0—(1-X)—(3-2N)
=(1-X)2=-NB=-X)—-2(2-2X
=2-AN)(N—41+3-2)

=(2-N) (N —4xr+1)

=(2-2) (=2 =3)
—2-AMNA=2-V3)(A—2+3).

Also sind die Eigenwerte A\; = 2, Ao = 2+ /3, und A3 = 2 — v/3. Da alle
Eigenwerte positiv sind, ist die Matrix A positiv definit.

-1 -1 0
(b) Die symmetrische Matrix A = [—1 —2 1| ist negativ definit, denn:
0 1 =3
Das charakteristische Polynom ist
—-1-Xx -1 0
pa(N) = det(A — AE3) = det -1 2= 1
0 1 —3—=A
=(—1-X)(-2=-X)(-3=X2)4+04+40—-0—(=1=X)—(=3—=21)
=(=1=XN)(-2=X)(=3=X)—2(-2-))
=(—2—=XA) (N> +4X+3-2)
=(—2=A) (N +4A+1)
=(—2-X) ((A+2)°-13)
=(—2-N)A+2-V3) (A +2+V3).
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Also sind die Eigenwerte Ay = —2, As = —2 + v/3, und A\ = —2 — /3. Da
alle Eigenwerte negativ sind, ist die Matrix A negativ definit.

-1 -1 0
(c) Die symmetrische Matrix A = |—1 2 1| ist indefinit, denn:
0 1 -1

Das charakteristische Polynom ist

pa(\) = det(A — AEj3) = det -1 2—-Xx 1
0 1 —1-2)
=(-1-XMD2-N(=1=XN)+0+0-0—(=1=X) = (=1—2X)
—(-1-XN)2=-N(-1=X)—=2(-1-))
=(-1-2)(V¥=-1-2-2)
=(-1-XN) (N>=X—4)

1
= (1= [ A3 o
=(=1-)) )\1+2\/ﬁ) <A1_2m>

Also sind die Eigenwerte Ay = —1, Ay = 1+;/ﬁ7 und A3 = 1_§/ﬁ. Da A

positive und negative Eigenwerte hat, ist die Matrix A indefinit.
1 00

(d) Die symmetrische Matrix A = |0 2 0| ist weder positiv definit noch
000

negativ definit noch indefinit, denn sie hat die Eigenwerte \y = 1, Ay = 2
und A3 = 0.

Als Letztes lernen wir eine alternative Charakterisierung fiir eine positiv definite
bzw. eine negativ definite Matrix kennen, die wir im néchsten Teilkapitel benoti-
gen.
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Satz 17.13. (Kriterium fiir positiv definit bzw. negativ definit)
Seir A € R™" symmetrisch.

(1) A ist positiv definit genau dann, wenn gilt <§<”A X) > 0 fiir alle
X eR"\ {0}

(2) A ist negativ definit genau dann, wenn gilt <>_<"A X) < 0 fiir alle
X eR"\ {0}

Wir beweisen nur die erste Aussage dieses Satzes; die zweite zeigt man analog.

Beweis von Satz [(1): Wir miissen zwei Richtungen zeigen:

—>: Sei A positiv definit. Nach Satz und Definition [17.11] sind dann alle
Eigenwerte von A reell und positiv.

Ist W ein Eigenvektor zum Eigenwert A > 0, so gilt

(WA ) = (A1) =2 (] ) = A [} >0

Nun wollen wir beliebiges X € R" \ {6} betrachten. Da A symmetrisch ist, hat

R"™ nach Satz|17.9|eine Orthonormalbasis (bl, bo, ... ,bn) aus Eigenvektoren von
A. Seien A\, Mg, ..., A\, € R die zugehorigen (nicht notwendigerweise verschiede-
nen) Eigenwerte, d.h. Ab;, = A\, by, fir k = 1,2,...,n. Der Vektor X hat eine
Darstellung

n

k=1
bzgl. der Basis (E, 172), e ,l;:) mit eindeutig bestimmten Koeffizienten

c1,Co, ..., Cp € R, Damit gilt

A (Z%E{)) :ZCkAEI;:ZCk)\kE:

k=1 k=1 k=1

AX

und somit

n n
—> —>
= )\kci<k‘ k>:Z Ak Cz > 0
EEE
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Damit ist die Hinrichtung bewiesen.

< Es gelte (X|A X) > 0 fiir alle X € R"\ {6} Da A symmetrisch ist, wissen

wir nach Satz|17.9, dass es eine Orthonormalbasis (l;l), E;, e ,l;:) aus Figenvek-
toren von A gibt. Seien Ai, Ao, ..., A, € R die zugehorigen (nicht notwendiger-

weise verschiedenen) reellen Eigenwerte, d.h. Ab, = Ay by fiir £ = 1,2,... n.
(Wir wissen nach Satz|17.8] dass diese reell sind, weil A symmetrisch ist.) Dann

gilt fir k=1,2,...,n

___)2

0 < (BijA D) = (BiAbl) = M (BIJBD) = v BT = 0
>0

Also sind die n Eigenwerte A1, Ag, ..., A, € R von A alle positiv, d.h. die Matrix
A ist positiv definit. ]

17.3 Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremal-
stellen

Mit dem Wissen aus dem vorigen Teilkapitel konnen wir nun eine hinreichende
Bedingung fiir lokale Extremalstellen angeben. Das Wort ,hinreichend* bedeutet
dabei, dass immer eine lokale Extremalstelle vorliegt, wenn die Bedingung erfiillt
ist. Es kann aber auch eine lokale Extremalstelle vorliegen, ohne dass die Bedin-
gung erfiillt ist (d.h. aus der Tatsache, dass die eine lokale Extremalstelle vorliegt,
folgt noch nicht, dass die Bedingung immer erfiillt ist).

Satz 17.14. (hinreichende Bedingung fiir lokale Extremalstellen)

Seien 2 C R" offen und f € C*(Q2,R). Sei @ € Q ein kritischer Punkt von f,
und sei Hf die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von f.

(1) Ist (Hf)(&) positiv definit, dann hat f in & eine lokale Minimal-

stelle.

(2) Ist (Hf)(@) negativ definit, dann hat f in @ eine lokale Maximal-
stelle.

(3) Ist (Hf)(?) indefinit, dann hat f in @ einen sogenannten Sattel-
punkt.

(4) Ist (Hf)(@) weder positiv definit noch negativ definit noch indefinit, so
kann man keine Aussage dariiber treffen, ob eine lokale Minimalstel-
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le, eine lokale Maximalstelle oder ein Sattelpunkt oder keines von allen
dreien vorliegt.

Satz kann als Definition eines Sattelpunkts betrachtet werden. Der
Name ist ganz anschaulich, denn fiir f € C*(Q2,R) mit Q C R? offen werden wir
an den Beispielen sehen, dass die Flache des Graphen der Funktion in der Nahe
eines Sattelpunkts einem Reitsattel ahnelt.

Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man analog.

Beweis von Satz[17.1))[(1): Da (Hf)(®) positiv definit ist und da die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung Stetlg sind (wegen f € C*(,R)), existiert ein e > 0,
so dass (Hf)(Z) positiv definit ist fiir alle Z € U.(@Q). (Erklirung: Wegen der Ste-
tigkeit der partlellen Ableitungen zweiter Ordnung folgt aus <X ‘ (Hf)(A) X > > ()

fiir alle X € R”\{O} (alternative Charakterlslerung fiir positiv definit, s1ehe Satz
17.13), dass auf einer kleinen Kugel U,(@) um & ebenfalls ( —" Hf)(Z)X) >0

fiir alle X € R"\ {0} fiir alle Z € U.(®) gelten muss.)

Fiir y € U.(Q) \ {&@} existiert nach dem Satz von Taylor (siche Satz[16.59 und
Bemerkung [16.61)) ein Z auf der Verbindungsstrecke von @ und ¥, so dass gilt

F(3) = F(&) + /(&) (T~ &)+ (7~ B|H)(@) (7 - B)
—

= f(&)+ (¥ — &|(H))(Z) (¥ - 7)),

wobei f/(&) = 0 ist, da & ein kritischer Punkt ist. Da U.(@) konvex ist, liegt Z
in U.(@), und somit ist (Hf)(Z ) positiv definit. Also gilt nach Satz [17.13

F(¥) = f@)+3 f?— a|(Hf)(Z) (¥ - &),
>0
dh. f(A) < f(¥). Day € U.(a)\ {@} beliebig war, ist & eine lokale Minimal-
stelle. ]

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 17.15. (lokale Extremalstellen und kritische Punkte)

(a) Die C®-Funktion f:R? — R, f(z,y) := e @) aus Beispiel [17.3||(a)

hat die Ableitung
fllzy) = [2we ) —2ye (],
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und wir fanden den einzigen kritischen Punkt (0,0). Die Hesse-Matrix ist

(Hf)(z,y) =

(=2 + 42?%) e @ Hv7) Ay e (@)
4y e @ Hy) (=2 +4y?) e )|’

und fiir (x,y) = (0,0) finden wir

w0 -7 5.

Es folgt

—9- )
pap0)(A) = det ((H)(0,0) — AEyp) = det ([ 20 —20— AD
:(—2—/\)2 — Al =X =—-2<0.

Also ist (Hf)(0,0) negativ definit, und in (0,0) liegt eine lokale Maximal-
stelle vor.

Der Graph der Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.

Die C®-Funktion f:R? — R, f(z,y) := 2% — y?, aus Beispiel ()
hat die Ableitung

f/($7y) — [2.%‘ _23/] 3

und wir fanden den einzigen kritischen Punkt (0,0). Die Hesse-Matrix ist

®Nea) =[5 ).

und fiir (z,y) = (0,0) finden wir

mno.0 - |39,

Es folgt
P00 (A) = det (Hf)(0,0) = AE;) = det ([2 6 ' —20— A])
=2=-N(-2-2) = (M=2>0und X=-2<0).

Also ist (Hf)(0,0) indefinit, und in (0, 0) liegt ein Sattelpunkt vor. Dieses
kann man an dem Graphen von f im rechten Bild in Abbildung sehr

gut sehen.
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()

Die C*-Funktion f:R?* — R, f(z,y) := xy, aus Beispiel hat die

Ableitung
fley) =y =],

und wir fanden den einzigen kritischen Punkt (0,0). Die Hesse-Matrix ist

®7e) = |7 o]

und fiir (x,y) = (0,0) finden wir

@700 = |} g

Es folgt
paapoo () = det (0,0 - XEx) = det (| 1 1) =x -1
=A=-1DA+1D — A=1 und Ay =—1.
Also ist (Hf)(0,0) indefinit, und in (0, 0) liegt ein Sattelpunkt vor. Dieses

kann man an dem Graphen von f im linken Bild in Abbildung gut
sehen.

Die C*-Funktion f:R* =R, f(z,y) == —cos((z —1)? + (y — 1)?), aus
Beispiel [17.3][(d)] hat die Ableitung

f(z,y)

=2@-1)sin((z—1)*+(y—-1)?%) 2@y —1)sin((z—-1)>%*+(y—-1)%],

und wir fanden, dass (1, 1) und alle Punkte auf OU ;—(1,1) mit k € N (also

alle Punkte auf den Kreisen mit Radius vk7 um (1,1)) kritische Punkte
von f sind. Die Hesse-Matrix von f ist

(Hf)(z,y)

[ 2sin((z— 1)+ (y— 1))+ 4(x—1)(y—1)-
4(z —1)? cos ((z — 1)? + (y — 1)?) cos ((z —1)%+ (y — 1)%)

de—1)(y—1)- 2 sin ((z — 1)2+ (y — 1))+
i COS ((x — 1)+ (y — 1)2) 4 (y —1)% cos ((x — 12+ (y — 1)2)_

Fiir den Punkt (1, 1) finden wir die Hesse-Matrix

RN
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mit dem einzigen Eigenwert Ay = Ay = 0. In (1, 1) liegt die Situation in
Satz[17.14][(4)| vor, und wir kénnen mit Hilfe der Hesse-Matrix keine Aussa-
ge iiber die Existenz einer lokalen Extremalstelle oder eines Sattelpunktes
treffen.

Fiir (zg, yx) in OU /zz(1,1) mit k € N gilt

cos ((z, — 1)* + (ys — 1)%) = cos(km) = (—1)*,
sin ((z, — 1)° + (ye — 1)%) = sin(km) =0,
und wir finden die Hesse-Matrix
Ay —1)° (-1)F 4z —1) (yr — 1) (1)"]

Az —1) (yp — 1) (—1)" 4 (yr — 1)* (=1)"

deren charakteristisches Polynom wie folgt lautet:

P ) () = det () (zr, 1) — AEs)

dt<[4<xkl>2<nkx 4<xk1><yk1><1>k]>
Sae =D -1 (=DF 4y — 12 (~1)F - A

= (4 =D (0" =) (40 = D (1) =)
(4D - D 1Y)

(HLf) (e, i) = [

=A(AN—4(=1D)"km).

Die Hesse-Matrix hat also die Eigenwerte \; = 0 und Xy = 4 (—1)"km,
d.h. ein Eigenwert ist Null und der andere positiv, wenn k gerade ist, und
negativ, wenn k ungerade ist. Hier liegt die Situation in Satz vor,
und wir konnen mit Hilfe der Hesse-Matrix keine Aussage iiber die Existenz
lokaler Extremalstellen oder Sattelpunkte treffen.

Der Graph der Funktion ist im rechten Bild in Abbildung gezeichnet,
und wir wissen aus Beispiel [(d)] bereits, dass die Funktion f in allen
kritischen Punkten lokale Extremalstellen hat.

(e) Die C*-Funktion
fiR =R, flr,y) =y (-1 +2*(x+1)=y*(x—1)+2° + 2%
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hat die Ableitung
f(z,y) = [y2 +322+22 2y(x— 1)}

und die Hesse-Matrix

(Hf)(z,y) =

6x+ 2 2y
2y 2(z—1)|

Die kritischen Punkte sind durch die Bedingung
flay)=[y* +32>+2¢  2y(@—1)]=[0 0]

gegeben. Die zweite Bedingung 2y (x — 1) = 0 liefert y = 0 oder = = 1.
Wir setzen jede diese beiden Bedingungen jeweils in 0 = y? + 3 22 4 2 z ein,
und finden

y=0: 0=¢"+322+22=0>4+32"+22z

2 2
— O:3x<x+§> — x:OOderx:—g,

r=1: 0=y’ +32°+2x=9*+3-124+2-1
— 0=19¢?>+5 und diese Gleichung hat keine reelle Losung.

Also finden wir die beiden kritischen Punkte (x,y) = (0,0) und (x,y) =
2

(=5:0)-
37

In (0,0) ist die Hesse-Matrix

CROUE

und diese hat die Eigenwerte \y = 2 und Ay = —2, d.h. (Hf)(0,0) ist
indefinit. Also ist (0,0) ein Sattelpunkt.

In (—%, 0) ist die Hesse-Matrix

) (- 5.0) -

und diese Matrix hat die Eigenwerte Ay = —2 und \y = —1—??,
Matrix (Hf) (—%,0) ist negativ definit. Also hat f in (—%,
Maximalstelle.

Der Graph der Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet, und

man kann sowohl den Sattelpunkt in (0, 0) wie auch die lokale Maximalstelle
in (—%, O) erkennen.

—2 0
_10]”

3

d.h. die Hesse-
0) eine lokale
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Abbildung 17.3: Die Graphen der Funktionen f : R? — R, f(z,y) := v* (2 —
1)+ 2% (z + 1), (linkes Bild) bzw. f: R* = R, f(z,y) := 2> + 32, (rechtes Bild).
Dabei ist im linken Bild das Koordinatenkreuz der (z,y)-Ebene um 270° gegen
den Uhrzeigersinn gedreht worden, damit die lokale Maximalstelle sichtbar ist.

Wir halten noch eine Beobachtung allgemein fest, die wir in den vorigen Beispielen
bei der Berechnung der Eigenwerte mehrfach benutzt haben.

Bemerkung 17.16. (Eigenwerte einer Diagonalmatrix)
Ist D eine Diagonalmatrix, also D = [d; ;] € C"*" mit d; ;, = 0 wenn ¢ # k ist,
dann sind die Diagonaleintrage von D gerade die Eigenwerte von D, denn:

( -dl,l — A 0 c. 0 . \
pp(\) = det(D — AE,,) = det 0 dao — A
0
\' U 0 dn,n—>\_)

= (d11—A) (deg —A) - ... - (dp — N).
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17.4 Globale Extrema

Nun betrachten wir globale Extremalstellen, also Punkte, deren Funktionswert
grofser oder gleich bzw. kleiner oder gleich als alle anderen Funktionswerte ist.
Genauer interessieren wir uns vor allem fiir die Funktionswerte in diesen Punkten,
also fiir das Maximum der Funktion (also den grofsten Funktionswert) und das
Minimum der Funktion (also den kleinsten Funktionswert), sofern solche Werte
existieren. Man bezeichnet solche Werte als (globale) Extrema der Funktion.

Definition 17.17. (globales Maximum bzw. globales Minimum)
Sei D eine nichtleere Teilmenge von R"™ und f : D — R.
(1) Ein Wert M € R heifst ein (globales) Maximum von f auf D, wenn
(i) M = f(&) fiir ein & € D und
(ii) f(X) < M fiir alle X € D gilt.
Schreibweise: max f(X):=M.
Xe
(2) Ein Wert m € R heifst ein (globales) Minimum von f auf D, wenn
(i) m = f(&) fiir ein & € D und
(ii) f(X) > m fir alle X € D gilt.

Schreibweise: min f(X) := m
XeD

Beispiel 17.18. (globale Extremalstellen)
(a) Wir betrachten die C®-Funktion f : R?* — R, f(z,y) := 2° + y*>. Dann

ist m = 0 eine (globales) Minimum von f auf R? denn
(i) f(0,0) =0 und
(ii) f(z,y) = 2% +y? > 0 fiir alle (z,y) € R2.

Also gilt

: : 2 2
min r,y) = min (x°+ = 0.
(z,y)eR? f@:9) (z,y)€R? ( Y )

f hat aber kein globales Maximum, weil die Funktionswerte von f beliebig
grofs werden.
Der Graph der Funktion ist im rechten Bild in Abbildung gezeichnet.

(b) Die C®-Funktion f : R? — R, f(z,y) = e~ (@*+4°) " hat nach Beispiel
[(a)] die lokale Extremalstelle (0,0). In diesem Punkt tritt das (globale)
Maximum M = 1 auf R? auf, denn
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(i) f(0,0) =1 und
(i) f(z,y) = e @) <1 fiir alle (z,y) € R

Also gilt

_ —(2*+y?) _
ma T — max e = 1.
(ac,y)e)li&2 f( ’ y) (:U,y)e)}l(%2

f hat aber kein globales Minimum, weil die Funktionswerte von f alle
f(z,y) > 0 erfiillen, aber sich dem Wert Null beliebig dicht anndhern.
Der Wert 0 ist das Infimum aller Funktionswerte, also

0= inf e @+
(z,y)€R?

Der Graph der Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.
Die C*-Funktion f:R?* =R, f(z,y) = —cos((z —1)* + (y — 1)?), aus
Beispiel [17.3[(d)| hat im Punkt (1, 1) eine lokale Minimalstelle, denn fiir alle
(z,y) € R? gilt
fla,y) =—cos ((z—1)"+ (y — 1)°)
> —1=—cos(0) = —cos ((1 - 1)+ (1 — 1)%).

Wir sehen an dieser Rechnung direkt, dass m = —1 ein (globales) Mini-
mum von f ist. Dieses (globale) Minimum m = —1 wird auch in allen

Punkten (z,yz) aus OU ;=(1,1) mit & € N gerade angenommen, denn fiir
alle (z,y) € R gilt fiir gerades k € N

fx,y) = —cos ((z — 1)2 + (y — 1)?)
> —1=(-1)""' = —cos ((zx — 1)* + (g — 1)°).

In allen Punkten (g, yx) aus OU ;=(1,1) mit & € N ungerade gilt fiir alle
(z,y) € R

flw.y) = —cos ((z = 1)* + (y — 1)°)
<1=(-D"'=—cos ((zy — 1)*+ (g — 1)*).

Also ist M = 1 ein (globales) Maximum von f, dass in allen Punkten aus
U /7=(1,1) mit k& € N ungerade angenommen wird.

Wir haben also gefunden

min _f(z,y) = min —cos((z —1)°+ (y — 1)*) = -1,

(z,y)€R? (z.y)ER?
max f(z,y) = max —cos((z—1)2+ (y—1)?) =1.
Juax f(zy) = max, ((z =17+ (y—1)°)

Der Graph der Funktion ist im rechten Bild in Abbildung gezeichnet.
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Was ist mit Extremalstellen und dem (globalen) Maximum und Minimum einer
Funktion, die nicht auf ganz R” sondern auf einer Menge 2 C R” mit 2 # R"
definiert ist?

Hier miissen wir bei der Untersuchung auf ein (globales) Maximum bzw. Minimum
an den Randpunkten von Q aufpassen: Am Rand 09 = 0 greift Satz nicht,
denn dieser Satz setzt einen offenen Definitionsbereich der C2-Funktion voraus
und kann daher nur (lokal) fiir Punkte aus 2 angewendet werden, um die man
eine kleine Kugel legen kann, die noch ganz in Q \ 99 liegt.

Um diese Situation einfacher analysieren und beschreiben zu kénnen, fithren wir
noch weitere Begriffe fiir Mengen in R" ein.

Definition 17.19. (beschrankte, abgeschlossene bzw. kompakte Men-
ge in R")
(1) K CR" heifit beschrinkt, wenn ein C' > 0 existiert mit | X]| < C fiir
alle X € K.

(2) K C R" heifit abgeschlossen, wenn der Rand 0K von K ganz zu K
gehort, d.h. wenn OK C K.

(3) K CR" heifst kompakt, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beispiel 17.20. (beschrankte, abgeschlossene, kompakte Menge in R")

(a) K; := {(m,y) eER? : 22492 < 1} ist kompakt, denn K7 ist beschrankt,
da ||(x,y)|| <1 fiir alle (z,y) € K;, und abgeschlossen, da

3K1 = {(ZL’,y) ERZ . $2—|—y2: 1} QKl

Analog ist {X € R" : ||X|| < 1} kompakt.
(b) Ky :={(z,y) € R* : 22 +y* < 1} ist nicht kompakt, denn der Rand
0Ky = {(z,y) € R? @ 2?4 9° = 1}
ist nicht in K enthalten. K5 ist beschrinkt, da ||(x, y)|| < 1 fiir alle (z,y) €
K5 ist und offen, da Ky = Uy(0,0).
Analog ist {X € R” : || X|| < 1} nicht kompakt.

(c) K3:={(z,y) € R* : 2?+y* =1} ist kompakt, denn Kj ist beschrinkt,
da [|(z,y)|| <1 fiir alle (x,y) € K3, und abgeschlossen, da und 0K3 = K.

Analog ist {X € R" : | X]|| =1} kompakt.
(d) R™ ist nicht kompakt, denn R™ ist nicht beschrénkt.
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(e) Der Wiirfel Wy := {X € R" : max{|z1|, |z2],...,|z,|} < 1} ist kompakt,
denn er ist beschrinkt, da fiir alle X € W, gilt

11 = Ja? +ad+...+ a2 = VP [P ot o]
<V14+1+...+1=+/n,

und abgeschlossen, da sein Rand
oWy = {X eR" : max{|z1|,|z2],...,|z,|} =1}

zu dem Wiirfel dazugehort.

Nun konnen wir den Satz iiber das (globale) Maximum bzw. Minimum einer
stetigen Funktion mit einer kompakten Definitionsmenge in R" formulieren.

Satz 17.21. (stetige Funktion auf kompakter Menge hat globales
Minimum und Maximum)

Sei K C R" kompakt und nicht leer. Ist f : K — R stetig, so hat f sowohl
ein globales Minimum als auch ein globales Maximum.

Bemerkung 17.22. (Warum ist Satz (17.21| wichtig?)

Sei f : K — R eine stetige Funktion auf der kompakten Menge K C R". Nach
Satz [17.21) wissen wir, dass f auf K ein globales Minimum und ein globales
Maximum hat, d.h. es gibt a; und a3 in K mit

f(ar) < f(
f(az) > f(

Dabei ist a7 bzw. a3 jeweils entweder in der offenen Menge K \ 0K oder im
Rand 0K von K.

Ist f eingeschriinkt auf K \OK in C?(K \OK,R), dann kénnen wir Kandidaten
fiir lokale Extremalstellen in K\ K mit der Hilfe von Satz und Satz
identifizieren und untersuchen. Wir bendtigen allerdings noch ein Verfahren,
um die Punkte in 0K zu untersuchen.

) fiir alle X € K,
) fiir alle X € K.

xy M

Betrachten zwei Beispiele.
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Beispiel 17.23. (Minimum bzw. Maximum einer Funktion auf einer
kompakten Menge)

Betrachten wir die Funktion C*°-Funktion
f: R? - R, flz,y) = e*(“"%yz),

aus Beispiel und Beispiel [17.15][(a)l Wir interessieren uns fiir die globalen
Extrema von f auf der kompakten Einheitskreisscheibe

K :={(z,y) eR* : 2°+y* <1}

Nutzen wir ebene Polarkoordinaten z = r cos(¢), y = r sin(¢), so sehen wir, dass

f(r cos(¢), r sin(@)) = exp ( — {(r COS(¢))2 + (r sin(¢))2] )
= exp ( —r? [ cos®(¢) + Sin2(¢)}) = exp(—1?) = e,

d.h. wir haben eine Funktion, die nur vom Radius r, also vom Abstand zum Null-
punkt (0, 0), abhéngt (vgl. auch das linke Bild in Abbildung [17.1). Die kompakte
Einheitskreisscheibe besteht in Polarkoordinaten aus allen Punkte mit 22 + y? =
(z,y)||> = r? < 1 also mit < 1. Aus dem Verhalten von g(r) := e~ auf [0,1
konnen wir nun alles ablesen: Diese Funktion ¢ hat ihr Maximum M = 1 = €'
in 7 = 0, und dieses entspricht dem (globalen) Maximum M = 1 von f in (0,0)

(vel. Beispiele m@ und [17.3] -. ¢ hat ihr Minimum m = e ! inr = 1, und
dieses entspricht allen Punkten auf dem Rand

OK = {(z,y) € R* : 2 +¢* =1}.

der Einheitskreisscheibe.

Also hat f: K — R, f(x,y) = e~ (") das Maximum M = 0, welches in (0,0)
angenommen wird, und das Minimum m = e~!, welches in allen Punkten auf 0K
angenommen wird.

Im vorigen Beispiel hatten wir eine um (0,0) rotationssymmetrische Funktion
auf einer um (0, 0) rotationssymmetrischen kompakten Menge und konnten daher
das Problem der Bestimmung des (globalen) Maximums bzw. Minimums auf das
Problem der Bestimmung des Maximums bzw. Minimums einer Funktion einer
Variablen reduzieren. Leider ist die Situation nicht immer so einfach, wie das
nachste Beispiel zeigt.
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Beispiel 17.24. (Minimum bzw. Maximum einer Funktion auf einer
kompakten Menge)

Betrachten wir die Funktion
f:R* =R, flz,y) = zvy.
Gesucht sind die globalen Extrema von f auf der kompakten Einheitskreisscheibe
K :={(z,y) e R* : 2*+y* <1}

Da diese Funktion nicht rotationssymmetrisch um (0, 0) ist, kénnen wir hier nicht
so bequem wie im vorigen Beispiel vorgehen.

Losungsweg:

(1) Wir bestimmen zunéchst die lokalen Extremalstellen von f, die in der offe-
nen Menge K \ 0K liegen, und berechnen die zugehérigen Funktionswerte.
Diese sind Kandidaten fiir die globalen Extrema.

In Beispiel [17.15(|(c)| haben wir gesehen, dass f keine lokalen Extrema in R?
und damit auch in K \ 0K hat. Daher erhalten wir auf diese Weise keine
Kandidaten fiir globale Extrema.

(2) Wir betrachten nun den Rand 0K von K. Dieser ist hier die Einheitskreis-
linie
OK = {(z,y) € R? : 2? +9° =1}

Wir suchen nun lokale Extrema von f(x,y) = = y unter der Nebenbedingung
24yt =1 — 2+t —1=0.

Wie man Kandidaten (x,y) fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen
berechnet, ist das Thema des nachfolgenden Teilkapitels. Wenn wir die Kan-
didaten (z,y) € 0K der lokalen Extrema gefunden haben, bestimmen wir
deren Funktionswerte, um zu sehen, ob in einem dieser Punkte ein Minimum
bzw. Maximum auftritt.

17.5 Extrema unter Nebenbedingungen

In Beispiel haben wir gesehen, dass man zur Bestimmung der Extrema einer
C2-Funktion f auf einer kompakten Menge K C R" die Punkte auf dem Rand
OK darauthin untersuchen muss, ob in ihnen f ein Extremum annimmt. Wie
bereits im Beispiel angekiindigt, machen wir dieses, indem wir f(X) mit
der Nebenbedingung X € 0K betrachten. Diese Nebenbedingung 1i#t sich in der
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Regel mit einer C!-Funktion g : R® — R als g(X) = 0 beschreiben. In Beispiel
17.24 war g(z,y) = 2* + y* — 1.

Wir formulieren unsere neue Aufgabe zunédchst mathematisch und noch etwas
allgemeiner.

Definition 17.25. (lokale Extrema unter Nebenbedingungen)
Seien n,p € N mit p <n, Q CR" offen, f € CH{Q,R) und g € C(Q, RP).
(1) f hat in @ € Q ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung

—/—>

g(x)= 0, wenn
(i) (&) =0 ist und
(i1) ein € > O eistiert mit f(X) > f(A) fiir alle X € U.(A) mit
(X)=0.
(2) f hat in & € Q ein lokales Mazimum unter der Nebenbedingung

—

g(X) = 0, wenn

(i) (&)
(ii) ein € >

X)

02y
fii

- 8}

0 ist und
0 existiert mit f(X) < f(&) fir alle X € U(Q) mit

0.

Uql

Der néchste Satz sagt uns indirekt, wie wir Kandidaten fiir lokale Extrema unter
Nebenbedingungen finden kénnen.

Satz 17.26. (Lagrangesche Multiplikatorenregel)
Sei Q@ C R"™ offen, f e CLQ,R) und g I g e C1(Q,Rr) mit p < n. Die Ableitung

—>/

g'(X) € RP*" yon & habe in allen X € Q, die g(X) = 0 erfillen, den Rang

p. Hat f in & ein lokales Extremum unter der Nebenbedmgung g(X) = O
dann existieren A1, Aa, ..., A\, € R, so dass der Punkt & fir die Funktion

F:Q—R, F(xi,x9,...,7,):= f(wl,xg,...,xn)—l—Z)\kgk(xl,xg,...,xn),
k=1

ein kritischer Punkt ist. Die Zahlen Ai, A, ..., A\, heiffen Lagrange-
Multiplikatoren.

Die Existenzaussage des vorigen Satzes liefert uns ein Berechnungsverfahren fiir
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Punkte, die Kandidaten fiir Extrema unter der gegebenen Nebenbedingung sind.
Dieses wird in der nachfolgenden Methode erklért.

Methode 17.27. (Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Satz|17.26. Nach Satz
sind Punkte &, in denen F'(@) = O1x, gilt, Kandidaten fiir Punkte in

denen lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung €(X) = 0 auftreten.
F'(X) = Oy, liefert

oder ausfihrlicher

(0:f)(X)+A1 (0ig1) (X)+A2 (0ig2) (X)+. . . +X (0igp) (X) =0, i=1,2...,n.

(17.4)
Zusdtzlich zu diesen n Gleichungen muss man noch dze p Gleichungen beriick-
sichtigen, die man aus der Nebenbedingung g(X) = 0 erhdlt, also

gr(X) =0, k=1,2,...,p, (17.5)
wobei g1, ga2, ..., gp die D KOmponentenfunktiOnen von g sind.
Aus den n + p Gleichungen und (-) kann man nun die n +
p Unbekannten ai,as,...,a, € R von X = a = (a1,as,...,a,) und

Ay A2, ..oy Ay € R bestimmen. (Achtung: Diese Gleichungen ergeben micht
immer ein lineares Gleichungssystem, denn die Gleichungen sind oft nicht-
linear in x1, 9, ..., 2, und A1, A2, ..., \p.)

Bemerkung 17.28. (Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren)

Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Satz[17.26] Man erhalt
alle n 4 p Gleichungen ({17.4)) und (17.5)), wenn man die kritischen Punkte der
Funktion ® : Q x RP — R,

p
q)(xb L2y .. ., Tn, )\17 )‘27 ) )\p) = f(xlv L2, ... 7xn)+z >\k gk(xla L2, ... 7xn)7
k=1

sucht. Hier haben wir in der Funktion F' nun auch noch Aj, Ag,... A, als
zusitzliche Variablen aufgefasst. Die partiellen Ableitungen von ® nach den
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Variablen x1,xo, ..

g(X)=0, g(X)=0,...

., &, sind dieselben wie die von F', und aus den partiel-
len Ableitungen nach A, Ao, ..

, gp(ff) = 0.

., Ap erhélt man jeweils die Nebenbedingungen

Betrachten wir mehrere Beispiele.

Beispiel 17.29. (Extrema unter Nebenbedingungen)

(a) Bestimmen Sie die globalen Extrema der Funktion

fiR* =R, flr,y) =y,

auf der Einheitskreislinie S := {(z,y) € R?

; x2—|—y2:1}.

Hier ist also p = 1 und die Nebenbedingung lautet

gla,y) =2 +y* —1=0.

Schritt 1: Uberpriifen der Rangbedingung

g'(z,y) =22 2y],

und fiir alle (z,y) mit 2% + y* = 1 ist (z,y) # (0,0) und daher ¢'(z,y) #
O und somit Rang(¢'(z,y)) = 1. Also ist die Rangbedingung erfiillt.

Schritt 2: Anwenden der Lagrange-Multiplikatorenregel

O(z,y,\) = flz,y) + Ag(z,y) =zy+ A (& +y* — 1)

Die partiellen Ableitungen sind

ox

O(x,y,\) =y+2Az,

—P(z,y, \) =z +2\y,

y

O\

d(z,y,\) = 2° +9° — 1.

Die partiellen Ableitungen gleich null setzen liefert die folgenden drei Glei-

chungen:

y+2 =0 (I)
r+2\y=0  (II)
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?+yt—1=0  (III)

Schritt 3: Losen des Gleichungssystems
() <= y=-2)\zx
Einsetzen in (II): x—4X2=0 <= 2(1-4X)=0

1
<— (szO oder )\2:1>

Wiire z = 0, so folgt aus (I) y = 0. Diese ist ein Widerspruch zu (III). Also
kann x = 0 nicht auftreten.

1 1 1
Daher gilt M2 =—, dh. A== oder A= ——-.
4 2 2
1 1
Finsetzen von A = — 3 bzw. A = 5 in (I) liefert: y=2x bzw. y=—=x

Einsetzen von bzw. |y = —z|in (III) liefert:

202 =1 <+— x2—1 <— x—i oder x——i
2 V2 V2

Also sind die Kandidaten fiir lokale Extrema auf der Einheitskreislinie durch

) (e (w) Caw)
gegeben.

Schritt 4: Berechnen der Funktionswerte
f( 1 1 ) B f( 1 1 ) B
V2 V2 V2T V2
f( 1 1 ) B f< 1 1 ) B
V2 V2 V2T V2
Ergebnis: Da die Einheitskreislinie S kompakt ist und f auf S stetig ist,
nimmt f auf S nach Satz [17.21] ein Minimum und ein Maximum an. Nach
Satz [17.26| und Methode [17.27] miissen die Punkte, in denen das Maximum

bzw. Minimum auftreten, als mogliche Kandidaten von dem Verfahren der
Lagrange-Multiplikatoren erfasst sein. Daher konnen wir schliefsen, dass gilt

1
2
1
5

1

Maximum: max f(z,y) = max zy = —,
(3779)65][( y) (x,y)€S y 2

Minimum: min f(z,y) = min zy = —

(x,y)es (x,y)es 5 .
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(b) Mit dem Ergebnis aus kénnen wir auch Beispiel |17.24] abschliefen: Hier
waren die Extrema von f : R?> — R, f(z,y) := zy, auf der kompakten
Einheitskreisscheibe K := {(z,y) € R* : 2? +y* < 1} gesucht.

Aus Beispiel [17.15 wissen wir bereits, dass f keine lokalen Extremal-
stellen auf R? und damit insbesondere keine lokalen Extremalstellen auf der
offenen Menge K \ 0K hat.

Nach |(a)|hat f hat auf S = 0K die Extrema —3 und 1.
Damit folgt, dass die Extrema von f auf K die folgenden sind:

1
Maximum: max f(z,y) = max zy = —,
qax f@y) = max wy =3
1
Minimum: min f(x,y) = min xy=——.
(vy)eK (z,y)eK

Beispiel 17.30. (Extrema unter Nebenbedingungen)

Gesucht sind die globalen Extrema von f : R?* — R, f(z,y) := zy? auf der
Einheitskreislinie 22 + 3? = 1, also auf

S:={(z,y) eR* : 2*+y*=1}.

Hier ist also p = 1 und g(z,y) := 2% + y? — 1 (wie in vorigen Beispiel).

Schritt 1: Uberpriifen der Rangbedingung

g'(z,y) = [22 2y],

und fiir alle (z,y) mit 2> +y? = 1 ist (z,y) # (0,0) und daher ¢'(z,y) # O1x2
und somit Rang (g’ (x, y)) = 1. Also ist die Rangbedingung erfiillt.

Schritt 2: Anwenden der Lagrange-Multiplikatorenregel
O(z,y,\) =y’ + A(2* +y° — 1)

Die partiellen Ableitungen sind

%@(w,y, N =vy>+ 2z,
2CID(x Y, A\)=2xy+2A\y
oy 7 ’
0

a)\@(:v,y, A)=a"+y — 1
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Die partiellen Ableitungen gleich null setzen liefert die folgenden drei Gleichungen:
Y¥+2 =0 (I
22y +2X y=0 (II)
2+t —-1=0  (II)

Schritt 3: Losen des Gleichungssystems

(1) <= 2y@@+A)=0 <= ([y=0]oder A= —a])
o Falls y = 0 ist, folgt aus (III): 2°=1 <= (oder),

und aus (I) folgt: A =0

Fir diesen Fall erhalten wir also zwei Kandidaten fiir lokale Extremalstellen:
(1,0), (—1,0)

e Falls , ist folgt aus (I): 9> —222=0 <= y? =227

und Einsetzen von y? = 222 in (III) liefert: 322 =1 <= 2% ==

1
— =44 /=
o 3

1 2 2
Einsetzen von a2 = 3 in (I) liefert: > =222 = 3 = |v= + 3

Fiir diesen Fall erhalten wir also die folgenden Kandidaten fiir lokale Extre-
malstellen:

3'V3)’ 3’ 3]’ 3’V3)’ 3’ 3/
Schritt 4: Berechnen der Funktionswerte

f(l 0) =0,
0) =0,

()2
(o)
()55

Wl




17.5. Extrema unter Nebenbedingungen
310 (© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Ergebnis: Da die Einheitskreislinie S kompakt ist und f auf .S stetig ist, nimmt f
auf S nach Satz [I17.21] ein Minimum und ein Maximum an. Nach Satz I7.26] und
Methode miissen die Punkte, in denen das Maximum bzw. Minimum auftre-
ten, als Kandidaten fiir lokale Extrema vom Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren
erfasst sein. Daher konnen wir schlieken, dass gilt

2
Maximum: max f(x,y) = max zy? = ——,
(w)esf( Y) @wes Y T 33
2
Minimum: min f(z,y) = min zy*=— ——=.
<x,y>esf (.9) (epes? 3v/3

In unserem dritten Beispiel haben wir eine vektorwertige Nebenbedingung, d.h. kon-
kret zwei reellwertige Nebenbedingungen.

Beispiel 17.31. (Extrema unter Nebenbedingungen)

Bestimmen Sie die Extrema von f: R?* - R, f(x,y,2) :=5x +y — 3z, auf
dem Schritt der Ebene x + y + z = 0 mit der Kugeloberfliche 2 + y* 4 22 = 1.

Hierist also p =2, K :={(z,y,2) € R® : a+y+z=0und z?+y*+2> =1},
und die Nebenbedingungen werden durch die Funktion

rT+y+z
2P +22 -1

g(z,y,2) =

g1($, Y, Z)]
g2(x7 Y, Z)

beschrieben. Da die Ebene z + y + z = 0 durch den Nullpunkt (0,0,0) geht, ist
K eine Kreislinie im R3 mit Radius 1 und Mittelpunkt in (0,0, 0).

Schritt 1: Uberpriifen der Rangbedingung

2'( ) 1 1 1
L, Y,z) =
. Y 2¢ 2y 2z

Fiir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren muss Rang(g” (x,y, z)) = 2 fiir
alle (x,y, z) € K gelten. Wegen z+y+ 2z = 0 kann in K die Gleichung z =y = z
nicht gelten. Dann muss g'(x,y, z) zwei linear unabhiingige Zeilenvektoren haben,
und es folgt Rang(g’(z,y, 2)) = 2 fiir alle (z,y,2) € K.

Schritt 2: Anwenden der Lagrange-Multiplikatorenregel
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Die partiellen Ableitungen sind

0
—q)(x,y,z,)\,,u) :5"‘)\"‘2#1}
ox

0

8—y®(x,y,z,k,u) =1+A+2uy,
0

a_q)(xayvza)‘nu) = —3+)\+2MZ,
z

0
_@ pr—
O\ (x7yvza)‘7M) 3E+y+Z>

0
—®(z,y,2,\ p) = 2>+t + 22— 1.
O

Die partiellen Ableitungen gleich null setzen liefert die fiinf Gleichungen

5+ A+2px=0 I)

(
I+A+2puy=0 (
3+ A+2uz=0 (L)

r+y+z2=0 (
A -1=0

Schritt 3: Losen des Gleichungssystems
(I) + (IT) + (III) liefert: 3 +3A+2u(r4+y+2)=0 = 3(14+X)=0
—_———

=0 nach (IV)

— A=-1
Einsetzen von in (I), (II) und (I1I) liefert:
2
Aus (I): 442pr=0 <= pr=-2 < (x:—— und ,LL#O)
!
Aus (II): 2py=0 <<= puy=0 <= (yzO oder ,u=0)

2
Aus (IIT): —442pz2=0 <<= puz=2 <= <z:—und /L#O)
i

Wir sehen also aus (I) und (III), dass p = 0 nicht gelten kann, und finden somit
aus (1), (IT) und (IIT), dass

(17.6)
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Einsetzen dieser Bedingungen in (V) liefert

(e = e

1 =38 = (,u:2\/§ oder ,u:—2\/§).

Einsetzen von p = 2v/2 bzw. = —2+/2 in (17.6) liefert die folgenden Kandida-
ten fiir lokale Extrema

(o)

Diese erfiillen auch Gleichung (IV).

(o)

Schritt 4: Berechnen der Funktionswerte an moglichen lokalen Extremalstellen

1 1 5 3 8
G A R B e RiC

R

Ergebnis: Da die Kreislinie K im R? kompakt ist und f auf K stetig ist, nimmt f
auf K nach Satz ein Minimum und ein Maximum an. Nach Satz und
Methode miissen die Punkte, in denen das Maximum bzw. Minimum auftre-
ten, als Kandidaten fiir lokale Extrema vom Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren
erfasst sein. Daher konnen wir schlieken, dass gilt

Maximum: max r,Y,2) = max (ox+y—3z)=4 \/§,
(x,y,2)eK f( 4 ) (2,y,2)eEK ( 4 )
Minimum: min f(x,y,z) = min (5 r+y—3 z) = —42.

(z.y,2)eK (z.y,2)eK
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