'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

Die Universitdt der Informationsgesellschaft

Hohere Mathematik A
fur Elektrotechniker

Kerstin Hesse

Universitat Paderborn, Wintersemester 2022/23




Die Grundlage fiir dieses Skript bildeten die handschriftlichen Aufzeichnungen zur
,Hoheren Mathematik A fiir Elektrotechniker* (kurz: HM A) von Frau Dr. Corne-
lia Kaiser aus dem Wintersemester 2013/14, die von der Autorin im Wintersemes-
ter 2014/15 zu einem Skript (mit gemeinsamer Autorenschaft von Frau Hesse und
Frau Kaiser) ausgebaut wurden. Die Autorin dankt Frau Prof. Dr. Andrea Walt-
her, die die Arbeitskraft ihrer Sekretédrin Frau Karin Senske zur Unterstiitzung
beim Erstellen des Manuskripts im Wintersemester 2014 /15 zur Verfiigung stellte.
Ebenso dankt sie natiirlich Frau Senske fiir ihre Mitarbeit an dem Manuskript.

Das Skript vom Wintersemester 2014/15 wurde im Sommer 2016 von Frau Hesse
iiberarbeitet und ergénzt. Dabei wurde die gemeinsame Autorenschaft aufgeho-
ben, und Frau Kaiser und Frau Hesse werden basierend auf dem urspriinglichen
gemeinsamen Skript fiir weitere HM A-Durchgénge jeweils ihre eigene Version des

Skripts zur Verfiigung stellen. Die Version von Frau Hesse fiir das Wintersemester
2022 /23 ist das vorliegende Skript.

Paderborn, Oktober 2022

Kerstin Hesse

©) Dr. Kerstin Hesse, Universitat Paderborn, Oktober 2022



Einleitung

Als Studierende bzw. Studierender der Elektrotechnik, des Computer Enginee-
ring, des Wirtschaftsingenieurwesens (Elektrotechnik) oder der Physik miissen
Sie die Vorlesungen ,Hohere Mathematik A fiir Elektrotechniker (HM A)“,  Hohe-
re Mathematik B fiir Elektrotechniker (HM B)“ und ,Hohere Mathematik C fiir
Elektrotechniker (HM C)* horen, um das notige mathematische Wissen fiir Thren
Studiengang zu erwerben.

Warum sollten Sie die Zeit investieren, um die mathematischen Inhalte
und Techniken dieser Kurse zu lernen und verstehen?

Mathematik ist die Sprache der Naturwissenschaften, denn physikalische und
technische Phédnomene lassen sich nur mit der Sprache der Mathematik sauber
beschreiben und modellieren. So wird der Zerfallsprozess einer radioaktiven Sub-
stanz durch eine Differentialgleichung beschrieben, und die physikalischen Ge-
setze des Elektromagnetismus werden durch die Maxwellschen Gleichungen, ein
System partieller Differentialgleichungen, beschrieben. Warmeleitung, Wellen und
Schwingungen konnen nur mit Mathematik formal beschrieben werden.

Diese Beispiele machen es deutlich, dass die Mathematik eine unverzichtbare
Sprache” fiir jede/n Ingenieur/in und Naturwissenschaftler/in ist. Ohne die néti-
gen Mathematikkenntnisse werden Sie auch in den Fachvorlesungen Thres Studien-
gangs meist wenig verstehen konnen. Sie sollten daher von Anfang an die nétige
Zeit investieren, um die Inhalte der Vorlesungen HM A, HM B und HM C richtig
zu verstehen und systematisch zu lernen.

Was wird in der HM A besprochen?

Der Vorlesungsstoff der ,Hoheren Mathematik A fiir Elektrotechniker (HM A)*
gliedert sich in drei Teile.

In ,,Teil I: Grundlagen* beleuchten wir einige Grundlagen, die den meisten von
Ihnen zumindest teilweise aus der Schule bekannt sein sollten. In Kapitel [1] be-
trachten wir zunédchst Mengen und Mengenoperationen und untersuchen danach
Funktionen von einem hoheren Standpunkt aus, als Sie ihn in der Schulmathe-
matik meist kennengelernt haben. Neu werden fiir die meisten von Ihnen dabei
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im Kontext von Funktionen die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv sein. In
Kapitel |2 und Kapitel |3] betrachten wir Vektorrechnung von einem elementaren
Blickwinkel aus und lernen, wie man lineare Gleichungssysteme mit Matrizen und
Vektoren darstellen kann. Wir begegnen hier bereits dem Begriff der Determi-
nante fiir 2 x 2-Matrizen und 3 x 3-Matrizen, und wir lernen, wie man lineare
Gleichungssysteme mit zwei bzw. drei Gleichungen und zwei bzw. drei Unbe-
kannten systematisch mit der Cramerschen Regel 16sen kann, wenn eine eindeutig
bestimmte Losung existiert. In der HM B werden wir Vektoren und Matrizen
noch ausfiihrlicher von einem héheren Standpunkt aus betrachten. In der HM A
lernen Sie nur die Inhalte der Linearen Algebra, die Sie relativ am Anfang Ihres
Studiums brauchen. In Kapitel [4] lernen wir komplexe Zahlen, die Beweistechnik
der vollstandigen Induktion und den binomischen Satz kennen.

In ,,Teil I1I: Konvergenz, Stetigkeit und Differenzierbarkeit* beschaftigen
wir uns in Kapitel [5| mit reellen Zahlenfolgen und deren Konvergenz gegen einen
Grenzwert bzw. deren Divergenz. Dieses Thema diirfte fiir die meisten von IThnen
neu sein und dient als Vorbereitung und Grundlage fiir die Begriffe der Stetigkeit,
der Ableitung und des Integrals sowie der unendlichen Reihen in den Kapiteln
0], [7, §] bzw. [I0] In dem nachfolgenden Kapitel [f] lernen wir dann den Begriff des
Grenzwertes einer Funktion in einem Punkt und den Begriff der Stetigkeit einer
Funktion kennen. In Kapitel [7] fiihren wir schlieklich den Begriff der Ableitung
ein und lernen die Regeln zum Berechnen von Ableitungen, insbesondere die Pro-
duktregel und die Kettenregel, kennen.

In ,,Teil III: Integration® fithren wir in Kapitel |8/ den Begriff des Integrals einer
Funktion ein. Wir lernen die Eigenschaften des Integrals kennen und lernen, mit
den Integrationstechniken partielle Integration, Substitution und Partialbruchzer-
legung auch komplizierte Integrale zu berechnen. In Kapitel [9] nutzen wir unser
Wissen iiber Integrale, um einfache Differentialgleichungen erster Ordnung zu 16-
sen. In Kapitel [L0] lernen wir schlieflich unendliche Reihen kennen.

Was gibt es sonst noch in dem Vorlesungsskript?

In allen Kapiteln des Skripts kommen Beweise vor. Einige davon werden auch
in der Vorlesung besprochen. Beweise geben meist eine tiefere Einsicht in die be-
wiesene mathematische Aussage, und ihr Studium erhoht das Verstandnis. Der
Fokus dieser Vorlesung liegt aber auf dem Anwenden der gelernten Ma-
thematik. Dazu ist ein Verstdndnis der Inhalte notwendig, aber nicht unbedingt
ein Verstandnis der Beweise. Die Beweise sind also als Zusatzmaterial fiir ein
tiefergehendes Verstdndnis fiir mathematisch Interessierte zu sehen.

In ,,Anhang [A]: [Grundlagen aus der Schulel* sind diverse Materialien aus
der Schulmathematik zusammengestellt, die wichtige elementare Rechentechni-
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ken und Grundkenntnisse (weitgehend aus der Mittelstufenmathematik) betreffen,
aber die von Studienanfangern leider nicht immer vollstandig beherrscht werden.

In ,,Anhang B} [Mathematische Aussagen und Beweistechniken}‘ finden
Sie eine kleine Einfithrung zu mathematischen Aussagen und den wichtigsten ma-
thematischen Beweistechniken aufser der vollstandigen Induktion, welche in Kapi-
tel 4l behandelt wird. Sie sollten sich diesen Anhang in jedem Fall anschauen, denn
das Verstdndnis mathematischer Aussagen und die Bedeutung der Folgepfeile =
und <= sowie der Aquivalenzpfeile < wird in der Schulmathematik hiufig nicht
mehr sauber beigebracht. Auch Beweise werden im Schulunterricht leider oft nur
am Rande behandelt. In diesem Anhang lernen Sie zum Beispiel, was es bedeutet,
wenn in einer mathematischen Aussage ,,genau dann, wenn“ steht. Es ist wichtig,
dieses zu wissen, damit man die Aussage verstehen und korrekt anwenden kann!

In ,,Anhang [C: [Niitzliche Tabellenf* finden Sie neben jeweils einer Tabelle
mit wichtigen Ableitungen bzw. wichtigen Stammfunktionen auch eine Tabelle
mit allen kleinen und grofsen griechischen Buchstaben.

Was fiir Kenntnisse und Fahigkeiten werden vorausgesetzt?

Generell werden in diesem Kurs im Wesentlichen grundlegende Rechentech-
niken aus der Mittelstufe vorausgesetzt, aber je mehr Mathematik Sie bereits
beherrschen, desto besser sind sie natiirlich auf den Kurs vorbereitet. Erwartet
wird vor allem, dass Sie grundlegende Rechentechniken wie das Rechnen mit Un-
gleichungen, Klammersetzung, die Bruchrechnung und die binomischen Formeln
beherrschen. Wenn Sie bei diesen grundlegenden Rechentechniken Defizite haben,
miissen Sie selbst daran arbeiten, diese zu beheben! Zur Unterstiitzung dabei gibt
es ,,Anhang [Al [Grundlagen aus der Schulef*. — Weiterfithrendes Material
wird in der Regel vollstandig in der Vorlesung eingefiihrt.

Wie sollte man fiir die HM A lernen?

¢ Kommen Sie immer zu den Vorlesungen und nehmen Sie aktiv an
diesen teil: Bringen Sie die Vorlesungsfolien mit in die Vorlesungen und
schreiben Sie die Beispiele mit, oder machen Sie sich zumindest Notizen,
damit Sie die Vorlesungen nacharbeiten konnen. Wenn Sie das Skript dabei
haben, dann kénnen Sie dieses natiirlich auch mit Anmerkungen versehen.
Denken Sie mit, und versuchen Sie mdglichst viel bereits in den Vorlesungen
zu verstehen.

e Lassen Sie sich in den Vorlesungen nicht durch Ihr Smartphone,
Tablet, Laptop oder Handy ablenken. Nur wenn Sie sich ganz auf
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die Vorlesungen konzentrieren, haben Sie eine Chance, die mathematischen
Inhalte direkt in den Vorlesungen zu verstehen.

Gehen Sie immer zu Ihrer Ubungsgruppe und bearbeiten Sie die
Priasenziibungen (diese werden im Tutorium bearbeitet) und die Haus-
tibungen (diese sollten Sie nach dem Tutorium zu Hause bearbeiten). Ma-
thematik lernt sich nur durch Ubung, d.h. indem man die mathe-
matischen Techniken fiir Beispiele und Ubungsaufgaben anwen-
det. Daher ist es unerlisslich, dass Sie die Ubungsaufgaben bearbeiten.

Kommen Sie vorbereitet in die Ubungen, d.h. schauen Sie den Ubungs-
zettel schon vorher an, so dass Sie konkrete Fragen zu den Aufgaben stellen
konnen, mit denen Sie Schwierigkeiten haben.

Wenn Sie die Ubungsaufgaben 16sen, dann sollten Sie parallel
dazu das zugehorige Material aus der Vorlesung nacharbeiten.
Dies passiert ganz ,natiirlich”, denn die Ubungsaufgaben sind so konzipiert,
dass Sie mit ihnen den Vorlesungsstoff anwenden und iiben. Das Nachar-
beiten kann mit den Vorlesungsfolien und Thren handschriftlichen Notizen
und/oder diesem Skript erfolgen. Das Skript ist dabei wesentlich ausfiihrli-
cher als die Beamer-Folien und der Tafelanschrieb und somit auch als Ihre
handschriftlichen Notizen. Im Skript finden Sie weitere und teilweise andere
Beispiele und zusétzliche Erklarungen. Das Skript kann wie ein Lehrbuch
verwendet werden.

Was machen Sie, wenn Sie etwas nicht verstehen? Wichtig ist vor
allem, zu wissen, dass dieses bei mathematischen Themen vollig normal ist

und allen Studierenden hin und wieder passiert. Was konnen Sie tun, um
das Problem zu beheben?

— Geben Sie nicht auf, sondern befassen Sie sich weiter mit dem Material!
Manche mathematischen Themen muss man mehrfach studieren, bis
,der Groschen fallt".

— Fragen Sie Thre Kommilitonen danach und diskutieren Sie mit ihnen
dartiber.

— Fragen Sie die Dozentin in den Vorlesungen oder die Tutorin bzw. den
Tutor in der Ubungen.

— Schauen Sie die zu dem Material gehorigen Beispiele an: Mathematik
lernt sich durch das Verstandnis der Beispiele. Wenn Sie das Beispiel
verstehen, dann wird die mathematische Technik klarer. Konnen Sie
nun vielleicht ein @hnliches Beispiel selber durchrechnen? Wenn ja,
dann sind Sie einen Schritt weiter gekommen.

— Lesen Sie ein Thema, mit dem Sie Probleme haben, in einem Lehrbuch
nach, um eine alternative Darstellung zu bekommen.
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e Nutzen Sie die Gelegenheit und trauen Sie sich, in den Vorlesungen und
in den Ubungen Fragen zu stellen. Es gibt keine dummen Fragen,
sondern dumm ist nur, wenn man nicht fragt und ignorant bleibt. Die Vor-
lesungen und die Ubungen sind dazu da, Sie beim Lernen zu unterstiitzen
— also machen Sie von der Gelegenheit, Fragen zu stellen, Gebrauch.

e Gruppenarbeit: Gruppenarbeit ist niitzlich und kann sehr produktiv sein.
Ubungsaufgaben sind oft leichter zu 16sen, wenn verschiedene Personen ihre
Ideen beisteuern. Indem Sie sich von anderen etwas erkldaren lassen, lernen
Sie etwas dazu. Wenn Sie anderen etwas erklaren, so lernen Sie auch etwas
dazu und gewinnen grofsere Klarheit iiber das bereits verstandene Material.
Wichtig ist aber, dass Sie nach der Gruppenarbeit nun auch in der Lage
sind, die gelosten Typen von Aufgaben eigenstandig zu rechnen, denn
in der Klausur sind Sie auf sich alleine gestellt und haben keine Gruppe zur

Hand.

e Klausurvorbereitung: Wenn Sie wihrend des Semesters die Vorlesungen
gut nachgearbeitet haben und die Ubungsaufgaben erfolgreich gelost haben,
dann sind Sie bereits gut vorbereitet. Wiederholen Sie den Stoff noch einmal,
rechnen Sie zu allen Themen passende Ubungsaufgaben und lernen Sie das
notige Wissen. (Es gibt in der HM A und HM B Kombiklausur im Sommer
keine Formelsammlung und keinen Taschenrechner und auch keine sonstigen
Hilfsmittel.)

Zum Schluss noch eine Warnung: Mathematische Themen bauen aufein-
ander auf! Man kann sich als gutes Modell den Bau einer Mauer vorstellen. In
der HM A legen Sie die ersten drei Schichten/Reihen Ziegelsteine der Mauer. Wo
Sie Wissens- und Verstéandnisliicken haben, fehlen Ziegelsteine. Die Mauer kann
bereits hier lokal einbrechen. Mit der HM B legen Sie die vierte bis sechste Reihe
Ziegelsteine der Mauer. Wo bereits Liicken in den ersten drei Reihen der Mauer
sind, konnen die vierte bis sechste Reihe Ziegelsteine nicht stabil aufgelegt wer-
den und brechen ein. Erst wenn Sie Thre Wissens- und Versténdnisliicken aus der
HM A geschlossen haben, konnen Sie alle Inhalte der HM B richtig verstehen. Es
ist daher ganz wichtig, dass Sie beim Nacharbeiten und Verstehen der Vorlesungs-
inhalte ,am Ball bleiben”, damit Thre Mauer aus mathematischem Wissen keine
Liicken aufweist und Sie in der HM B darauf aufbauen kénnen.

Ich freue mich auf IThre Teilnahme an der HM A!

Kerstin Hesse Paderborn, Oktober 2022
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KAPITEL 1

Mengen und Funktionen

In Teilkapiteln und lernen wir Mengen und grundlegende Mengenopera-
tionen, wie den Durchschnitt, die Vereinigung und die Differenz von Mengen,
kennen.

In Teilkapitel werden Funktionen eingefiihrt, und in Teilkapitel werden
wir die klassischen aus der Schule bekannten Funktionstypen Revue passieren las-
sen: Polynomfunktionen, Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus, sowie weitere
trigonometrische Funktionen. Mit Hilfe der Exponentialfunktion werden auch die
sogenannten hyperbolischen Funktionen eingefiihrt.

In Teilkapitel lernen wir die meist aus der Schule nicht bekannten Begriffe
injektiv, surjektiv und bijektiv kennen und werden mit deren Hilfe den Begriff der
Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion einfithren. Als Beispiele betrachten wir
den (nattirlichen) Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, die
Quadratwurzel, sowie die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen.

In Teilkapitel lernen wir schliefslich die Verkettung von Funktionen kennen.
Dieser Begriff wird bei der Kettenregel beim Differenzieren und bei der Substitu-
tionsregel beim Integrieren eine Rolle spielen.

1.1 Mengen und Elemente

Wir beginnen die Einfithrung von Mengen mit der historischen Definition einer
Menge von Georg Cantor (1845-1918).
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Definition 1.1. (,,Menge* nach Georg Cantor)

FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung und unseres Denkens (welche die Elemente der
Menge genannt werden) zu einem Ganzen.

Bemerkung 1.2. (Cantors Definition einer Menge)

(1)

(5)

In der Erklarung Cantors wird nicht genauer geregelt, welche ,Objekte
man zu Mengen zusammenfassen darf. Dieses ist der Standpunkt der so-
genannten naiven Mengenlehre (im Gegensatz zur mathematisch strengen
axiomatischen Mengenlehre).

Es muss (zumindest prinzipiell) feststehen, ob ein Objekt ein Element einer
Menge M ist oder nicht. Die Entscheidung dariiber darf nicht subjektiv
sein.

Die Elemente einer Menge M miissen ,wohlunterschieden sein, d.h. fiir
Elemente x,y von M muss zumindest prinzipiell feststehen, ob x = y oder

x # y gilt.

Mengen selbst sind wieder ,Objekte unseres Denkens und kénnen daher als
Elemente neuer Mengen auftreten.

Beispiel: Menge aller Geraden in der Ebene (denn Geraden sind Punktmen-
gen).

Allerdings ist die Zusammenfassung aller Mengen zu einer Menge aller Men-
gen nicht erlaubt, weil dieses zu Widerspriichen fithren wiirde.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Mengen.

Beispiel 1.3. (Zahlenmengen)

N
Ny
7,

Q
R

Menge der natiirlichen Zahlen: 1,2, 3, ...

Menge der natiirlichen Zahlen mit Null: 0,1,2,3, ...
Menge der ganzen Zahlen: ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3, ...
Menge der rationalen Zahlen (oder Briiche)

Menge der reellen Zahlen

Diese Zahlenmengen werden hier nicht naher erklart, sondern als bekannt voraus-
gesetzt.

Beispiel 1.4. (Mengen)

(a)

A={1,2,3,7,9,—16, 7}
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(b) B ={a,8,7}
(¢) C = Menge der Erstsemesterstudierenden der Uni Paderborn im Winterse-
mester 2016/17

(d) D ={0,a,17}
(e) £E={N,Z,Q R}

Notation 1.5. (Mengenklammern und Elementsymbol)

Wie wir bereits in Beispiel gesehen haben, schreibt man Mengen mit ge-
schweiften Klammern ,,{* und , }*, sogenannten Mengenklammern. Weiter

schreiben wir:

e .a € M fiir ,,a ist ein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist in M.

o a ¢ M fir a ist kein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist nicht
in M*.

Beispiel: Es gilt 0 € Ny und 0 ¢ N. Es gilt V2 € R aber V2 ¢ Q.

Man nennt ,,€“ das Elementsymbol.

Wir legen zunéchst fest, wann zwei Mengen gleich sind, und lernen die leere Menge
kennen.

Definition 1.6. (Gleichheit von Mengen und leere Menge)

(1) Zwei Mengen A, B heiflen gleich (in Zeichen: A = B), wenn sie die-
selben Elemente enthalten. Sind zweir Mengen A, B micht gleich, so
schretben wir in Zeichen A # B.

(2) Die Menge, die keine Elemente enthdlt, heifit die leere Menge und wird
mit ) (oder auch {}) bezeichnet.

Betrachten wir noch ein Beispiel, um uns klar zu machen, wie wir Mengen dar-
stellen.

Bemerkung 1.7. (Darstellung von Mengen)

Es sei M die Menge, deren Elemente die Zahlen 1,2 und 3 sind. Dann lasst sich
M mathematisch beschreiben durch:

(1) Aufzdhlung ihrer Elemente:
M ={1,2,3},
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aber es gilt auch

M={2,1,3}, M=1{321}, M=1{1,32},
M=1{2,3,1}, M=1{312}, M={1,231}

Die Reihenfolge, in der die Elemente aufgelistet werden, spielt keine Rolle.
Ebenso éndert eine mehrfache Auflistung von Elementen die Menge nicht.

(2) Angabe einer Auswahleigenschaft:
M={zxeN:z<d}={zxeZ : 1<z<3}

Dabei bedeutet ,,:“ in der obigen Zeile ,fiir die gilt”“ oder ,so dass".

Wir fiithren nun Relationen fiir Mengen ein.

Definition 1.8. (Teilmenge und Obermenge)

(1) Eine Menge A heifst eine Teilmenge ei-
ner Menge B (in Zeichen: A C B), wenn
jedes Element von A auch in B liegt. B
wird dann auch als eine Obermenge von

A bezeichnet (in Zeichen: B 2 A).

(2) Ist A C B und A # B, so heifit A ei-
ne echte Teilmenge von B (in Zeichen: B
ACB). Ist BD A und B # A, so heifit
B eine echte Obermenge von A (in Zei-
chen: B 2 A).

Wir sehen: Wenn A eine echte Teilmenge von B ist, so ist B eine Obermenge
von A, und B enthélt mindestens ein Element, welches nicht in A ist.

Die Zeichnung neben Definition (1.8 ist ein Euler-Venn-Diagramm, mit dem
man Mengen veranschaulichen kann: Mengen werden als kreisformige Gebilde
dargestellt, und alles (also alle Elemente) innerhalb des kreisférmigen Gebildes
gehoren zu der jeweiligen Menge.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.9. (Teilmengen und Obermengen)

(a) Seien A :={1,3} und B :={1,2,3}. Dann gilt A C B und B D A. Es gilt
sogar A C Bund B D A.
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(b) Es gilt NC Ny € Z C Q C R. Natiirlich gilt auch NC Ny CZ C Q CR.

(c) Sei C := {1,2,{3,4}}. Dann gilt z.B. {1,2} C C und {{3,4}} C C
und {1,{3,4}} C C, aber {1,2,3} ist keine Teilmenge. Es gilt auch nicht
{3,4} C C, denn die Menge {3,4} ist ein Element von C' (und keine Teil-
menge von C'). — Genauer hat C die drei Elemente 1, 2 und {3,4}. Jede
Teilmenge von C' ist entweder die leere Menge oder eine Menge, welche ein,
mehrere oder alle Elemente von C' (als Elemente) enthélt.

(d) Die leere Menge () ist eine Teilmenge jeder Menge.

Notation 1.10. (,wird definiert durch®)

Die im letzten Beispiel verwendete Notation ,:=" steht fiir ,wird definiert
durch®. Also: ,A := {1,3}" bedeutet, dass die Menge A als die Menge {1, 3}
mit den Elementen 1 und 3 definiert ist. Der Doppelpunkt steht dabei immer
auf der Seite des Objekts, welches definiert wird. ,N =: B und ,,B := N* be-
deuten also beide, dass wir die Menge B als die Menge der natiirlichen Zahlen
definieren.

Wir halten fest, welche Teilmengen-Beziehungen gelten, wenn zwei Mengen gleich
sind.

Bemerkung 1.11. (gleiche Mengen)
Es gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A ist. In Zeichen:

A=B <<  (ACBund BCA) (1.1)

Notation 1.12. (Pfeile und Doppelpfeile)
(1) Ein Folgerungspfeil ,—* bedeutet ,daraus folgt”. Also bedeutet

r =2 — r? = 4, (1.2)
dass aus x = 2 die Gleichung 22 = 4 folgt. Dieses ist das gleiche wie

2 =4 <— Tz = 2.

Eine Aussage mit einem Folgerungspfeil nennt man eine Implikation.
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(2) Der in (.1 verwendete Doppelpfeil ,,<=*, genannt Aquivalenzpfeil,
steht fiir ,genau dann, wenn“ und bedeutet das gleiche, wie wenn wir
die Formel zweimal hinschreiben, wobei ,,<—=>* einmal durch ,,—* und

einmal durch ,,<=" ersetzt wird. Also bedeutet (1.1), dass die beiden
folgenden Aussagen gelten:
A=B =  (ACBund BCA),
(AgBund BQA) — A= B.

Eine Aussage mit einem Aquivalenzpfeil nennt man eine Aquivalenz
(oder eine Aquivalenzaussage).

(3) Es ist nicht egal, ob man bei einer Reihe von mathematischen Uber-
legungen ,, =" oder ,,<= schreibt! In ist es falsch, wenn wir
schreiben .o = 2 <= 2 = 4“ denn die Aussage ,7° =4 — z = 2"
ist falsch! Richtig wire

=4 — (:L’:2 oder x:—2),
und es gilt sogar

22 =4 <— (x:2 oder a::—2).

Zuletzt halten wir die Notation fir Intervalle fest.

Definition 1.13. (Intervalle)
Seien a,b € R mit a < b. Die beschrankten Intervalle sind:

[a,b] ={x €R : a<x<b} (abgeschlossenes Intervall),
la, bl :=={x €R : a <z <b} (offenes Intervall),

[a,b . ={z€R : a <z <b} (halboffenes Intervall),
la,bl ={x €R : a<x <b} (halboffenes Intervall).

Die unbeschrinkten Intervalle sind:
[a,00[:={z e R : a <z},

Ja,0[:={zr€R : a<uz},
| —o0,b]:i={x eR : x <b},
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| —o0,b[:={r eR : x <b},
] — 00,00 :=R.
Dabei steht das Symbol ,,00 fiir ,unendlich”. Bei oo bzw. —oo steht immer die

nach aufien gedffnete Klammer, da weder oo noch —oco reelle Zahlen sind und
daher nicht zum Intervall gehoren.

1.2 Mengenoperationen

In diesem Teilkapitel lernen wir die folgenden Mengenoperationen kennen: das
Schneiden und das Vereinigen von Mengen, sowie das Bilden einer Differenzmenge.
Alle Mengenoperationen werden durch Euler-Venn-Diagramme veranschaulicht.

Definition 1.14. (Durchschnitt von Mengen und disjunkte Mengen)

(1) Der Durchschnitt A N B der Mengen
A, B ist die Menge

ANB:={x : v € Aundz € B}.

(2) Ist AN B =1, so heiffen A, B disjunkit. ¢

Der Durchschnitt zweier Mengen wird auch Schnittmenge genannt.
Es gilt immer AN B =BNA.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.15. (Durchschnitt von Mengen)
(a) {1,2,3} N {3,4} = {3}
(b) 7N [O, OO[Z NO
(c) [2,7]N]3,11[=]3,7]
)

(d) Die natiirlichen Zahlen N und das Intervall [—1, 0] sind disjunkt, denn N N
[—1,0] = 0.
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Als Néchstes definieren wir die Vereinigungsmenge.

Definition 1.16. (Vereinigung von Mengen)

Die Vereinigung AU B der Mengen A, B
1st die Menge

AUB :={x : z € A oder x € B}.

Mt ,oder” ist das ,einschliefiende oder” ge-
meint (und nicht ,entweder ... oder®).

Also: x € AU B liegt in A oder in B oder auch in beiden Mengen A und B.
Es gilt immer AUB = BU A,

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 1.17. (Vereinigung von Mengen)
(a) {1,2,3}U (3,4} = {1,2,3,4)
(b) ] —o00,0[U{0}U]0,0[=R

Als Letztes lernen wir den Begriff der Differenz zweier Mengen kennen.

Definition 1.18. (Differenz von Mengen)

(1) Die Differenz A\ B (,A ohne B*)
der Mengen A, B ist die Menge

A\B:={x : z € A undx ¢ B}.

(2) Ist B C A, so heifit A\ B auch das
Komplement von B in A.

Beispiel 1.19. (Differenz von Mengen)

(a) {17293}\{374}:{172}7 {3?4}\{17273}:{4}
(b) Z\Ny={-1,-2,-3,..} ={—n : neN}

Wir sehen, dass im Allgemeinen gilt: A\ B # B\ A



1. Mengen und Funktionen
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 11

1.3 Funktionen: Definition und Beispiele

Wir beginnen mit der Definition einer Funktion. Obwohl IThnen Funktionen aus
der Schule vertraut sind, werden Sie moglicherweise feststellen, dass nicht alle der
Begriffe in der nachfolgenden Definition in der Schule thematisiert worden sind.

Definition 1.20. (Funktion/Abbildung)

FEine Funktion (oder Abbildung) f von D nach (oder in) Y ist eine Vor-
schrift, die jedem x € D genau ein f(x) € Y zuordnet. Wir schreiben in

Zeichen:
f:D—=Y, f(x) ==, Zuordnungsvorschrift”

Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:

o f(x) heifit der Funktionswert von f an der Stelle x (oder das Bild
von x unter f).

Isty €Y und f(x) =y, so heifst x ein Urbild von y unter f.

D heifit die Definitionsmenge (oder der Definitionsbereich) von f.
Y heifst die Zielmenge (oder der Zielbereich) von f.

Sind D CR und Y C R, so nennen wir f eine reelle Funktion.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.21. (Funktionen)

(a) Ordnet man jedem Buch der Unibibliothek diejenigen Nutzer zu, die dieses
Buch mindestens einmal ausgeliechen haben, dann erhalt man keine Funk-
tion.
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Begriindung: Erstens gibt es Biicher, die niemand ausgeliechen hat. Fiir diese
Biicher hatten wir keinen Funktionswert. Zweitens gibt es Biicher, die von
mehreren Nutzern ausgeliechen wurden. Diesen Biichern hétten wir nicht
genau einen sondern mehrere Nutzer der Unibibliothek zugewiesen.

(b) Beispiele fiir Funktionen sind:

f:R—=R, f(z) =27,
g :N—=R, g(x) == a7,

0 fiir n ungerade,
d :N— {0,1}, d(n) :=

1 fiir n gerade,
w : 0,00 — [0, 00], w(t) :== V1.

In der Schule wird manchmal nur die Funktionsvorschrift angegeben und diese
dann als Funktion bezeichnet. Das kommt daher, dass dort fast nur reelle Funk-
tionen betrachtet werden, d.h. die Zielmenge ist R, und die Definitionsmenge ist
eine Teilmenge von R. Fiir die vollstandige Beschreibung einer Funktion miissen
neben der Funktionsvorschrift auch die Definitionsmenge und die Zielmenge ange-
geben werden. Deshalb schreiben wir in der Vorlesung immer die Definitionsmenge
und die Zielmenge dazu.

Wir fiihren nun den Begriff des Graphen einer Funktion ein, mit dem wir reelle
Funktionen dann geometrisch veranschaulichen konnen.

Definition 1.22. (geordnetes Paar und Graph)

(1) Ein Objekt der Form (a,b) nennen wir ein geordnetes Paar. Ist a #
b, so gilt (a,b) # (b,a), d.h. es kommt bei geordneten Paaren auf die
Reihenfolge an. Genauer gilt:

~

(a,b) = (5,5) — a=a und b=0b.

Sind a,b € R, so lifit sich (a,b) als Punkt in einem kartesischen Koor-
dinatensystem auffassen.

(2) Ist f: D —Y eine Funktion, so heifit die Menge

L(f):={(z f(z)) : ve€D}

der Graph von f.

(3) Sind D,Y CR (d.h. ist f eine reelle Funktion), so ldsst sich der Graph
von f als Schaubild in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen.
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Der Symbol , I ist ein grofser griechi- €
scher Buchstabe, genannt ,,gamma”“. In 3+-e(1,3)

Anhang [C] finden Sie eine Tabelle aller
griechischen Buchstaben.

Im nebenstehenden Bild haben wir die
geordneten Paare (1,3) und (3,1) als T
Punkte in einem kartesischen Koordina-
tensystem dargestellt. T

Betrachten wir ein Beispiel fiir den Graph einer Funktion.

Beispiel 1.23. (Graph einer Funktion)
Die quadratische Funktion

|_ Graph von f(x) = x2|

f:R—=R, f(z) = 22,
hat den Graphen
L'(f)={(z,2°) : z€R}.

Dieser ist im Bild rechts veranschau-
licht.

Bemerkung 1.24. (Kurven und Graphen von Funktionen)
A
Y

Wann ist ein Schaubild einer Kurve
die Darstellung des Graphen einer
Funktion?

Wenn die Kurve mit jeder Parallelen
zur y-Achse hochstens einen Schnitt-
punkt hat. x

Beispiel: Eine Kreislinie (vgl. das Bild
rechts) ist also kein Graph einer Funk-
tion.
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1.4 Reelle Funktionen

In diesem Teilkapitel wiederholen wir verschiedene klassische Funktionen, die in
der Regel aus der Schule bekannt sein sollten.

Definition 1.25. (Polynomfunktionen)
Fine Funktion p : R — R heifit eine reelle Polynomfunktion (oder ein

reelles Polynom), wenn es ein n € Ny und ag, a1, as, . ..,a, € R gibt mit
n
p(x) i =ag+ayr+ayr* +... Fa, " = Zakazk.
k=0
Die Zahlen ag, a1, as, . .., a, heiflen die Koeffizienten von p. Wenn alle a;, =

0 sind, so gilt p(x) = 0 fir alle x, und p ist die Nullfunktion. Andernfalls
wdahlt man n so klein wie moglich, d.h. so dass der Leitkoeffizient a, # 0
ist. Dann heifst n der Grad von p und wird mit Grad(p) bezeichnet. (Die
Nullfunktion hat per Definition den Grad —oc.)

Betrachten wir einige Beispiele fiir Polynomfunktionen.

Beispiel 1.26. (Polynomfunktionen)
(a) p: R=R, p(z)=1-523+32+T7a%—2=1+22— 523+ 72"
hat den Grad 6.
(b) p:R—= R, p(x) =17+ 023 =17, hat den Grad 0.
(c) p:R—= R, plx):=3+2>+4x—2>=3+4x, hat den Grad 1.

(d) p: R =R, p(z) :=0, ist das Nullpolynom und hat per Definition den
Grad —oo.

Notation 1.27. (Polynomfunktionen)
Es gelten folgende Bezeichnungen fiir Polynomfunktionen bis zum Grad 3:

Grad 0 : konstante Polynomfunktion: p:R — R, p(z) :=ay
Grad 1: lineare Polynomfunktion: p:R — R, p(x) :=a¢+ a1 x

Grad 2: quadratische Polynomfunktion:
2

p:R—=R, p(x)=ay+a1x+ayx
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Grad 3: kubische Polynomfunktion:

p:R =R, p(z) :=ag+a x+ay2* + az 2’

Was passiert, wenn man Polynomfunktionen miteinander multipliziert? Wir er-
halten wieder eine Polynomfunktion, deren Grad man explizit angeben kann.

Bemerkung 1.28. (Produkt von Polynomfunktionen)

Multipliziert man eine Polynomfunktion p von Grad n € Ny mit einer Polynom-
funktion ¢ vom Grad m € Ny, so ist das Produkt p-q wieder eine Polynomfunktion
und hat den Grad n + m. Einigt man sich auf die ,Rechenregeln —oo4+n = —o0
und —oo + —00 = —00, so stimmt dieses auch wenn p oder ¢ die Nullfunktion
ist. Dieses erklart die auf den ersten Blick seltsame Definition des Grades —oo
der Nullfunktion.

Mit dem Horner-Schema kann man Polynomfunktionen an einzelnen Stellen effi-
zient auswerten.

Algorithmus 1.29. (Auswertung von Polynomen: Horner-Schema)
Seip: R — R,

p(z) == apx" + ap_1 2"+ ...+ a1+ ao,

eine Polynomfunktion vom Grad n und sei z € R eine reelle Zahl. Wir wol-
len p(z) berechnen, und zwar maoglichst effizient. Das geht mit dem Horner-
Schema, benannt nach William George Horner (1786-1837).

Idee: Wir schreiben
p(z) = (...((an:c+an1)x+an2)x+...>x+ao
und berechnen p(z) statt mit
a2+ ap 12" P4 .. 4+ a 2+ ag (2n — 1 Multiplikationen)
nun mait

(. .. ((an z4+an_1)z+ anfg) z4 ... ) Z+ ag (n Multiplikationen).
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Betrachten wir ein Beispiel fiir das Horner-Schema.

Beispiel 1.30. (Horner-Schema)
Gegeben sei die Polynomfunktion

p:R=R, pa):=22"—42% 52472+ 11, z=2.
Dann gilt nach dem Horner-Schema
p(z) = (((2x—4)x—5)x+7>x+11,
und wir finden
p(2) = (((2.2—4)-2—5) -2+7> 2411 =5,

Fiir den praktischen Umgang mit dem Horner Schema siche Methode [1.33] und
Beispiel [1.34]

Sucht man Losungen der Gleichung p(x) = 0 wobei p eine Polynomfunktion ist,
so sucht man die Nullstellen der Polynomfunktion.

Definition 1.31. (Nullstelle)

(1) Seip: R — R eine Polynomfunktion vom Grad > 1. z € R heifit eine
(reelle) Nullstelle von p, falls p(z) = 0 ist.

(2) Ist f: D —Y eine reelle Funktion, so ist z € D eine Nullstelle von f,
falls f(z) =0 ist.

Beispiel 1.32. (Nullstelle von Polynomfunktionen)
Die Polynomfunktion p : R — R, p(z) := 2® — 2% + 32 — 2, hat die Nullstelle
z =1, denn

p()=1"-2-1243-1-2=0.

Methode 1.33. (Nullstellen von Polynomfunktionen; Faktorisierung)

Ist z eine Nullstelle einer Polynomfunktion p, so ldsst sich p faktorisieren
als

p(z) = q(z) (z - 2),
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wobei q ein Polynomfunktion mit Grad(q) = Grad(p) — 1 ist. Die Polynom-
funktion q ldsst sich durch Polynomdivision (siehe Beispiel oder mit
Hilfe des Horner-Schemas wie folgt berechnen:

Sei die Polynomfunktion
p:R— R, p(z) i=ap 2" +ap_1 2"+ .. Farz+ ap,
und wir berechnen in einem Punkt x = z nach dem Horner-Schema:

p(z) = <...((\aﬁ/z+an1)z+an2) z+> Z4ap.

Dabei benennen wir die Terme, die wir mit dem Horner Schema nacheinander
berechnen, wie folgt:

b, := a, = a, = b,
bn—Q = bn—l Z+ Qp—3 < ap—2 = bn—Z - bn—l <

by :=byz+ — ap =by —byz
<~

boZ:blz+a0 CL():b()—bl,Z

Dann gilt by = p(z); und genau dann, wenn z eine Nullstelle von p ist, gilt
bo = p(z) = 0. Weiter gilt

p(x) = (x — 2) q(x) + bo mit
q(z) = by by 2" 4 box + by, (1.3)
d.h. an den mit dem Horner-Schema berechneten Zahlen b, b,_1,...,bs, by

konnen wir direkt die Koeffizienten der Polynomfunktion q ablesen. Ist z eine
Nullstelle von p, so ist by = 0.

Idee dabei: Dass gilt, zeigt man indem man (x — z)q(z) ex-
plizit ausrechnet und nach Potenzen wvon x sortiert. Aus den For-
meln  fir b,,b,_1,...,b2,b1,b0 erhalt man dann gerade die Koeffizienten
Ap,Ap—-1,...,Q92,01,00 VON P.
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Die praktische Berechnung fiihrt man mit einer Tabelle wie folgt durch.:

Koeffizienten von p an, Q1 (9 e aq ag
r =z - b, z b,_12 by z by z
addiere b, b,_1 b2 e by b

Achtung: Nicht jede Polynomfunktion hat reelle Nullstellen! Z.B. hat die Po-
lynomfunktion p(z) = 2% + 1 keine reellen Nullstellen.

Beispiel 1.34. (Anwendung des Horner-Schemas)
Wir wollen untersuchen ob x1 = —1 oder x5 = 1 Nullstellen der Polynomfunktion

p:R=R,  pla)=22"—142° +10x + 2,

sind. Falls einer der beiden z-Werte eine Nullstelle ist, so wollen wir die Faktori-
sierung der Polynomfunktion finden.

Wir legen fiir 1 = —1 und z9 = 1 jeweils die Tabelle des Horner-Schemas an:
Koeffizien- 9 14 10 5
ten von p

r=—1 - 2. (—=1)=-2 (—16) - (—1) =16 26-(—1) = —26
addiere 2 —16 26 —24

Da by = p(—1) = —24 # 0 ist, ist 21 = —1 keine Nullstelle von p.

Koeffizienten von p 2 —14 10 2
r=1 - 2:-1=2 (—12) -1 =—-12 (=2)-1=-2
addiere 2 —12 —2 0

Da by = p(1) = 0 ist, ist 1 = 1 eine Nullstelle, und wir lesen ab, dass gilt:
plz)=(x—1) (22" —122—-2) =2(x—1) (2 — 62— 1).

Mittels quadratischer Ergdnzung und der dritten binomischen Formel findet man

P —6r—1=2"—-62+9-10=(z—3)>—10 = (z — 3 —V10) (z — 3+ V10),

und somit

p(SU):Q(:U—l)(SC—?)—\/E) (x—3+\/1_0).
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Beispiel 1.35. (Faktorisierung mittels Polynomdivision)
Wir wissen aus Beispiel bereits, dass z = 1 eine Nullstelle der Polynomfunk-
tion

p:R— R, p(z) :=22% — 142> + 102 + 2,

ist. Polynomdivision liefert:

(223 =142 +10z +2) : (z—1)=22>—122 -2
—(2a7 —22?)
—122%>  +10z 42
—(—122* +12x)

—2x 42
—(—2z +2)
0

Mit einer analogen Vorgehensweise zum vorigen Beispiel finden wir dann

p(az)zZ(az—l)(m—?)—\/l_O) (:19—34—@).

Als Néachstes betrachten wir rationale Funktionen.

Definition 1.36. (rationale Funktion)

Seien p : R — R und q : R — R Polynomfunktionen mit Grad(q) > 1. Die
Funktion

f:Df =R, fx) = —=,

mit der (maximalen) Definitionsmenge Dy = {x € R : q(x) # 0} heifst
dann eine rationale Funktion.

Wenn bei einer rationalen Funktion f : Dy — R, f(z) := p(x)/q(z), gilt
Grad(p) > Grad(q), so léasst sich f mit Hilfe von Polynomdivision auf die Form

F(z) = s(x) + %

q(x)
bringen, wobei s und r Polynomfunktionen sind mit

Grad(s) = Grad(p) — Grad(q), Grad(r) < Grad(q).
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Beispiel 1.37. (rationale Funktion)

_3:4—|—2:L'3—|—3x2—|—4x—|—1
N x2+1

f:R—=R, f(x):

Da gq(x) = 2?4+ 1 keine Nullstellen hat ist D; = R. Mit Polynomdivision erhalten
WIr':

22 —1
(xt +22% 432 +dx +1): (2P +1)=22+22+2+ f+1
x
— (2t +?)
22 422 44z 41
— (223 +2 )
222 42z +1
—(2 22 +2)
2z —1
2z —1
Also finden wir: = 2"+ 21242 .
so finden wir flz)=a"4+2x+ +x2—|—1

In der folgenden Definition wird die Eulersche Zahl e vorerst als aus der Schule
bekannt vorausgesetzt. Es gilt e € R und e ¢ Q und e ~ 2, 71828. In Teil [l]] der
Vorlesung wird diese Zahl durch einen Grenzwert definiert. Auch das Verstandnis
des Ausdrucks e” fiir x € R setzen wir zunéchst als aus der Schule bekannt voraus.

Definition 1.38. (Exponentialfunktion)

Sei e die Fulersche Zahl. — Graphvonf(x) =e
Die Funktion 8]
7,
exp: R — R, exp(z) == e, .
heifst die Exponentialfunktion. >
y 4
3,
2,

6 -5 -4 -3 2 1.0 1 2
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Die Exponentialfunktion hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
(1) exp(x) > 0 fiir alle x € R
(2) exp(z +y) = exp(z) - exp(y), also ™™V = e eV, fiir alle x,y € R
(3) exp(0) =€’ =1
(4) Wenn z, < x5 ist, dann gilt exp(z1) < exp(z2), also €™ < €. In Zeichen:

Ty < Ty — exp(x1) < exp(x2).

Damit ist die Exponentialfunktion nach der nachfolgenden Definition streng
monoton wachsend.

Definition 1.39. (monotone Funktion)
Seien DY CR und f: D —Y eine Funktion.

(1) f heifst monoton wachsend, falls fiir alle x1,x9 € D gilt:
1 < X3 — f(x1) < f(xa).
(2) f heifft monoton fallend, falls fiir alle x1,x9 € D gilt:
1 < T3 — f(x1) > f(x9).
(3) f heifit streng monoton wachsend, falls fir alle x1,z9 € D gilt:
1 < T2 — f(z1) < f(z2).
(4) [ heifit streng monoton fallend, falls fir alle x1,x9 € D gilt:
T < T2 — f(z1) > f(z2).
(5) [ heifst monoton (bzw. streng monoton), falls f monoton wachsend

oder monoton fallend (bzw. streng monoton wachsend oder streng mo-
noton fallend) ist.

Statt ,,(streng) monoton wachsend* kann man auch ,(streng) monoton steigend*
sagen. Die Begriffe ,(streng) monoton wachsend* und ,,(streng) monoton fallend*
sind in Abbildung [I.1] veranschaulicht.

Betrachten wir einige Beispiele, um uns die Begriffe (streng) monoton wachsend
und (streng) monoton fallend besser vertraut zu machen.
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y A

Abbildung 1.1: Die Funktion im linken Bild ist streng monoton wachsend, und
die Funktion im rechten Bild ist streng monoton fallend.

Beispiel 1.40. (lineare Polynomfunktion)

Die lineare Polynomfunktion f : R — R, f(x) := ax + ¢, ist:
e monoton wachsend und monoton fallend, wenn a = 0 ist;
e streng monoton wachsend, wenn a > 0 ist;

e streng monoton fallend, wenn a < 0 ist.

Dies sieht man von der geometrischen Anschauung her direkt an dem Graphen
der jeweiligen Funktion (vgl. Abbildung[1.2)). Formal weist man es wie folgt nach:
Seien x1, 9 € R mit 1 < x5. Dann gilt

ary+c<axy+c= f(xy), falls a > 0,
f(x1) =< 0z1+c=c=0x9+c= f(xq), falls a =0,
axy+c>axe+c= f(x9), falls a < 0,

wobei wir benutzt haben, dass aus x1 < xo fiir @ > 0 folgt, dass ax1 < axs ist,
und dass aus z1 < @ fiir a < 0 folgt, dass ax; > axy ist (bei Multiplikation mit
negativen Zahlen kehrt sich das Ungleichheitszeichen um).

Beispiel 1.41. (Standardparabel)

Die Standardparabel f : R — R, f(x) := 22, ist nicht (streng) monoton wachsend
und ist auch nicht (streng) monoton fallend, denn es gilt

f(=2)=(=2=4>1=(-1%*= f(-1) mit —-2< -1,
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s]Y

Abbildung 1.2: Der Graph der linearen Polynomfunktion f : R — R, f(x) :
ax + ¢, mit @ > 0 (links) und a < 0 (rechts).

aber f)y=1"=1<4=2%= f(2) mit 1 < 2.

Wir lernen nun weitere Eigenschaften von Funktionen kennen.

Definition 1.42. (periodische, gerade bzw. ungerade Funktion)
Seien DY CR und f : D — Y eine Funktion.
(1) Sei L > 0. f heifst L-periodisch, falls fiir alle x € D gelten:
(i) xre D = x+LeD, und
(i) f(x+L)= f(x)
(2) f heifit gerade, falls fiir alle x € D gelten:
() reD = —xe€D, und
(i) f(—x) = f(x)
(3) [ heifit ungerade, falls fir alle x € D gelten:
(i) xeD = —x€D, und

(it) f(—z) = —f(z)

Was bedeutet es anschaulich, wenn eine Funktion gerade, ungerade oder L-periodisch
ist? Dieses wird in der néchsten Bemerkung erklart.
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Abbildung 1.3: Veranschaulichung des Graphen der Rechteckschwingung (1.4). An
den Sprungstellen bedeuten die ausgefiillten bzw. nicht-ausgefiillten Punkte, dass
der Funktionswert zu dem entsprechenden z-Wert durch den Wert im ausgefiillten
Punkt (und nicht durch den Wert im nicht-ausgefiillten Punkt) definiert ist.

Bemerkung 1.43. (Anschauung von periodisch, gerade, ungerade)

(1) f ist genau dann L-periodisch, wenn der Graph von f beim Verschieben
um L nach rechts oder links in sich selbst iibergeht. — Anders ausgedriickt
konnen wir den Graph einer L-periodischen Funktion zeichnen, indem wir
den Graph zunéachst auf einem beliebigen Intervall der Lange L zeichnen
und dann immer fortgesetzt Kopien dieses Graphen rechts und links an das
urspriingliche Stiick des Graphen heften.

(2) f ist gerade genau dann, wenn der Graph von f achsensymmetrisch zu
der y-Achse ist (d.h. bei Spiegelung an der y-Achse geht der Graph in sich
selbst tiber).

(3) f ist ist ungerade genau dann, wenn der Graph von f punktsymmetrisch
zum Ursprung ist (d.h. rotiert man den Graph um dem Punkt (0,0) um
180°, so geht er in sich selbst tiber).

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.44. (Rechteckschwingung)
Die Rechteckschwingung (siehe Abbildung ist wie folgt definiert: f: R - R

mit

-1, wenn xr € 2k — 1,2k[ fir k € Z,
fx) = { ) (1.4)

1, wenn  x € [2k,2k+ 1] fir k€ Z.
Sie ist periodisch mit der Periode L = 2, denn: Fiir jedes z € [2k — 1,2k]
ist o +2in [(2k — 1) + 2,2k + 2[= [2(k + 1) — 1,2(k + 1)[, und somit gilt
f(z) = f(zr +2) = —1. Analog ist fiir x € [2k,2k + 1[ der Punkt z 4+ 2 in
2k+2,(2k+1)4+2[= [2(k+1),2(k+1)+1[, und damit gilt f(z) = f(z+2) = 1.
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2 3

— Graph von f(x) = x — Graph von f(x) = x

.
6
y 4
5|
1 2
X

Abbildung 1.4: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen f : R — R,
f(x) ;=22 (links) und f: R — R, f(z) := 23, (rechts).

Dieses zeigt die Periodizitat mit der Periode L = 2.

Beispiel 1.45. (gerade bzw. ungerade Funktionen)

(a) Die Funktion f: R — R, f(x) := 2?2, ist gerade, denn (i) es gilt fiir jedes
r € Rauch —z € R und (i) f(—z) = (—2)* = ((—1)96)2 = (=1)%? =
2?2 = f(z) fiir alle x € R.

(b) Die Funktion f: R — R, f(x) := 3, ist ungerade, denn (i) es gilt fiir jedes
r € Rauch —z € R und (i) f(—z) = (—2)® = ((=1)z)° = (=1)%3 =
—x3 = — f(2) fiir alle z € R.

Die Graphen der beiden Funktionen sind in Abbildung [1.4] dargestellt.

Wir setzen voraus, dass die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus,
sin: R — R und cos: R — R,

aus der Schule bekannt sind. Die Graphen dieser Funktionen sind in Abbildung
dargestellt. Fiir eine Einfithrung des Bogenmafes und des Sinus und Cosinus
als Funktionen am Einheitskreis lesen Sie bitte Anhang dieses Skripts.

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des Sinus und des Cosinus fest:
(1) Sinus und Cosinus sind 27-periodisch:

sin(x + 27) = sin(x) und cos(z + 2m) = cos(x) fiir alle x € R.
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|— Graph von f(x) = sin(x) | |— Graph von f(x) = cos(x) |
1,
Y 0.5 i 5

Abbildung 1.5: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Sinus (links) und
Cosinus (rechts).

(2) Es gilt sin?(x) + cos?(z) = 1 fiir alle x € R.
(Dabei bedeutet sin?(z) := [sin(ar:ﬂ2 und cos?(z) := [cos(:z;)]2.)
(3) Additionstheoreme: Fiir alle x,y € R gelten

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y).
(4) Der Sinus ist ungerade, und der Cosinus ist gerade:

sin(—x) = —sin(z) und cos(—x) = cos(x) fir alle z € R.

(5) cos(z) = sin (x + g) fir alle z € R.

Viele weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus lassen sich aus den oben aufge-
listeten Eigenschaften herleiten bzw. finden sich in geeigneten Formelsammlungen.

Durch Quotientenbildung erhélt man aus dem Sinus und Cosinus die Funktionen
Tangens und Cotangens:

tan : Diay — R, tan(z) 1= : (Tangens)

mit Dtan:{mER:cos(m)yéO}:]R\{nglmr:kEZ},
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|—Graph von f(x) = tan(x)| |—Graph von f(x) = cot(x)|
4 4 -
3’ 3,
2,
y 27
1,
y 0 i
_1—
-2n 3 -7 0 T\ T 3m 2
-2 2 H—2 2
_3 X
-4+ | ; ‘
3n-n m 0 = n 37 2n -3
2 2 2 2
X =4-

Abbildung 1.6: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Tangens (links)
und Cotangens (rechts) zusammen mit ihren Asymptoten (in rot).

cot : Deoy — R, cot(z) := cos(x)

sn(z) (Cotangens)

mit  Dey ={z €R : sin(z) #0} =R\ {km : ke Z}.
Die Graphen der Funktionen Tangens und Cotangens sind in Abbildung dar-
gestellt.

Aus der Exponentialfunktion lassen sich die folgenden Funktionen herleiten:

1
Sinus hyperbolicus: sinh : R — R, sinh(z) := = (" — ™)

Cosinus hyperbolicus: cosh: R — R, cosh(z) := = (" +¢7")

N — DN

Die Graphen dieser Funktionen sind in Abbildung [I.7] dargestellt.
Wir halten einige wichtige Eigenschaften dieser Funktionen fest:

(1) Im Punkt x = 0 sind die Funktionswerte

1 1
sinh(0) = 3 (" —e") = 5 (1= 1) =0,
1,, o 1
cosh(O):§(e +e ):§(l+1):1.
(2) sinh ist ungerade, denn fiir alle z € R gilt
1 1
sinh(—z) = 5 (e —¢€") = — 5 (e" — e ") = —sinh(x).
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|—Graph von f(x) = sinh(x)| |—Graph von f(x) = cosh(x)|
20 207
y+— 10
-4 -3 - -1 O 1 2 3 4
X

=10

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

=20- X

Abbildung 1.7: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Sinus hyperboli-
cus (links) und Cosinus hyperbolicus (rechts).

cosh ist gerade, denn fiir alle x € R gilt

cosh(—z) == (e " +¢€") = = (" + e ") = cosh(z).

1
2

DN | —

(3) Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gelten:

sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y),
cosh(x 4+ y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(zx) sinh(y).

(4) cosh®(z) — sinh?(x) = 1 fiir alle z € R.
(Dabei bedeutet sinh*(z) := [Siﬂh(ﬂ?)}Q und cosh?(z) := [cosh(a:)]Q.)

Viele weitere Eigenschaften des Sinus hyperbolicus und des Cosinus hyperbolicus
lassen sich aus den oben aufgelisteten Eigenschaften herleiten bzw. finden sich in
geeigneten Formelsammlungen.

Zur Ubung beweisen wir die erste Eigenschaft in |(3)| und die Eigenschaft

L~

4)f

Beweis der ersten Eigenschaft in [(3): Seien x,y € R. Nach der Definition von
sinh und cosh und wegen e* ¢/ = e**¥ gelten

sinh(z) cosh(y) = % (e" —e™) - = (e +e7¥)

| —
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1
= Z(e”ey +eeV —e e — e_”e_y)
1
= (e ),
: r, ., 1 _
cosh(z) sinh(y) = 5 (e"+e7")- 5 (e —e™¥)
1
= Z(ewey — eV +e el — e_“e_y)
1
1 ("W —e" Ve —e "),
Damit folgt
sinh(z) cosh(y) 4 cosh(x) sinh(y)
1 1
— Z (€x+y 4 ex—y . e—m—i—y . e—x—y) + Z (€x+y . ex—y + e—aH-y . e—x—y)
! (" —e™Y) = 1 (e"™ — e~ ")) = sinh(z + y).
2 2
Der Beweis der zweiten Gleichung in ist analog. ]

Beweis von [(4): Sei x € R. Wir nutzen zunéchst, dass sinh ungerade und cosh
gerade ist (Eigenschaft |(2)[ oben) und danach die zweite Eigenschaft in |(3);

cosh?(x) — sinh?(z) = cosh(z) cosh(x) — sinh(z) sinh(z)

= cosh(x) cosh(—z) + sinh(z) sinh(—xz)
= cosh(x — x) = cosh(0) = 1,

womit bewiesen ist.

(wegen
(nach |[(3)| mit z = z,y = —x)

Durch Quotientenbildung erhalten wir die folgenden Funktionen:

Tangens hyperbolicus:

Cotangens hyperbolicus:

tanh : R — R,

coth: R\ {0} — R,

[
tanh(z) 1= S
coth(a) = S

Die Graphen der Funktionen tanh und coth sind in Abbildung [1.§| dargestellt.

Als letzte Funktion betrachten wir die Betragsfunktion.
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|— Graph von f(x) = tanh(x) | |— Graph von f(x) = coth(x) |
1 4-
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X X
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Abbildung 1.8: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Tangens hyper-

bolicus (links) und Cotangens hyperbolicus (rechts) zusammen mit ihren Asym-
ptoten (in rot).

Definition 1.46. (Betragsfunktion)

Die Funktion [—Graph \;C{n f(x) =[]
f R—R,
x  firx >0, 21
—x  firx <O, y
1,
heif$t die Betragsfunktion.
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

_17

Die Betragsfunktion hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
(1) |z| > 0 fiir alle x € R.
(2) |x-y|=|z|- |y| fir alle z,y € R.
(3) |x| = Va2 fiir alle z € R.
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(4) Fiir z,y € R ist |x — y| der Abstand von z und y auf der Zahlengeraden.

1.5 Die Umkehrfunktion

Wir fithren nun die wichtigen neuen Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv ein.

f1 f2

D Y] D Y

(a) injektiv, nicht surjektiv (b) surjektiv, nicht injektiv

I3 f4

S
o

D Y,
(c) bijektiv (d) nicht injektiv, nicht surjektiv

Abbildung 1.9: Veranschaulichung der Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv.

Definition 1.47. (injektiv, surjektiv und bijektiv)
FEine Funktion f: D —'Y heifst:
(1) injektiv, wenn die Gleichung f(x) =y fiir jedesy € Y hochstens eine
Losung in D hat.

(2) surjektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fir jedes y € Y mindestens
etne Losung in D hat.
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(3) bigektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fir jedes y € Y genau eine
Lésung in D hat. (Also: f ist bijektiv genau dann, wenn f injektiv und
surjektiv ist.)

Die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv sind in Abbildung [1.9] illustriert.

Bevor wir Beispiele betrachten, fithren wir noch den Begriff der Bildmenge ein.

Definition 1.48. (Bildmenge)
Sei f: D —Y eine Funktion. Die Menge By := f(D):={f(z) : v € D}
heifst die Bildmenge von f.

Bemerkung 1.49. (Bildmenge und surjektiv)

By ist eine Teilmenge von Y und besteht aus allen Funktionswerten von f :
D — Y, also aus allen y € Y, fiir die Gleichung f(x) = y losbar ist. f ist
surjektiv genau dann, wenn By = Y ist. Ist f nicht surjektiv, so kann
man f surjektiv machen, indem man die Zielmenge Y durch die Bildmenge B
ersetzt.

Untersuchen wir nun einige Beispiele hinsichtlich dieser fiir uns neuen Eigenschaf-
ten von Funktionen.

Beispiel 1.50. (injektiv, surjektiv und bijektiv)

(a) f:N—=N, f(z) := 2% ist injektiv aber nicht surjektiv. Die Bildmenge By
ist die Menge der Quadratzahlen.
Begriindung: Fiir y € {1,2,3,...} betrachten wir die Gleichung 2% = y und
suchen Losungen in N.
e Fall 1 : y ist Quadratzahl, d.h. y € {12,22,32,...} = {1,4,9,...}.
Dann hat 22 = y die eindeutige Losung x = Vy € N.
e Fall 2: y € N, aber y ist keine Quadratzahl. Dann hat 22 = y keine
Losung in N.
Also hat 2% = y fiir y € N hochstens eine Losung € N, d.h. f ist injektiv.
Da By = {n? : n € N} # Nist, ist f aber nicht surjektiv.
(b) f:R —= R, f(z) := 2?, ist nicht injektiv und nicht surjektiv. Die Bildmenge
ist Bf = [O, OO[
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Begriindung: Fiir y € R suchen wir reelle Losungen von 2 = y.

e Fall 1: y < 0. Dann ist 22 = y nicht 16sbar in R. Also ist f nicht
surjektiv.
e Fall 2: y = 0. Dann hat 22 = 0 genau die Losung = = 0.
e Fall 3: y > 0. Dann hat 22 = y zwei reelle Losungen niamlich x; = VY
und 29 = —,/y. Also ist f nicht injektiv.
Aus Fall 1 bis 3 folgt, dass By = [0, oo[.

(¢c) f:R—[0,00[, f(x):= 2?, ist nicht injektiv aber surjektiv.

Begriindung: Fiir y € [0, oo suchen wir reelle Losungen von 22 = y.

e Fall 1: y = 0. Dann hat 22 = 0 genau die Losung x = 0.
e Fall 2: y > 0. Dann hat 2% = y zwei reelle Losungen némlich z1 = \/y
und 72 = —\/y.

Also hat f fiir jedes y € [0, oo mindestens eine Losung = € R der Gleichung
x? =y, d.h. f ist surjektiv. Da es fiir y > 0 aber zwei Losungen zu 22 =y

gibt, ist f aber nicht injektiv.
(d) f:[0,00[ = [0,00[, f(z) := 22, ist bijektiv.

Begrindung: Fir y € [0, oo[ suchen wir jetzt nicht-negative reelle Losungen
x der Gleichung 22 = y. Fiir jedes y > 0 gibt es genau eine solche Losung
namlich z = |/y. Also ist f bijektiv.

Nun konnen wir den Begrift der Umkehrfunktion einfiihren.

Definition 1.51. (Umkehrfunktion)

Ist f : D — Y byektiv, so existiert zu jedem y € Y genau eine Losung
x € D von f(z) =y. Damit konnen wir die Umkehrfunktion (oder inverse
Funktion) f~! von f definieren:

1.y - D, f(y) := ,eindeutige Lisung x von f(x) =y in D*

Die Umkehrfunktion ist dann bijektiv und es gilt (f~1)™1 = f.

Achtung: Die Notation f~! fiir die Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion f
hat nichts mit 1/f zu tun!

Betrachten wir einige Beispiele.
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Beispiel 1.52. (Umkehrfunktion)

|— Graph von /x|
Die Funktion f : [0,00[ — [0, 00], 5
f(x) := 22, ist nach Beispiel @ :
bijektiv. Fir y > 0 ist z = /y die 4-
eindeutige nicht-negative Losung von
x? = y. Also ist 3-
fil : [0,00[—> [0,00[, fﬁl(y) = \/@7 2
die Umkehrfunktion von f. 1:
o+
0 5 10 15 20 25
X

Beispiel 1.53. (Umkehrfunktion)
Die Funktion f: R — R, f(z) := 2z + 1, ist bijektiv, denn die Gleichung

—1
y=2x+1 — y—1=2zx <= —y2 — 7

hat fiir jedes y € R genau eine Losung in R, ndmlich x = (y — 1)/2. Die Umkehr-
funktion ist gegeben durch

-1 1 1
JURSR )=t =5y

Bemerkung 1.54. (Graph der Umkehrfunktion)

Ist eine Funktion f bijektiv, so ergibt sich der Graph der Umkehrfunktion f~!
durch Spiegelung des Graphen von f an der Geraden y = x. Falls die Achsen

des Koordinatensystems nicht gleich skaliert sind, so muss man die Achsen
mitspiegeln. Dieses ist in Abbildung illustriert.

Begriindung: Mathematisch zeigt man dieses wie folgt:

LY ={(y.f') - yeY}
= {(f(2),f (f(2))) : w€ D}
= {(f(x),x) : ze D},

wobel wir im ersten Schritt genutzt haben, dass sich jedes y € Y eindeutig
als y = f(x) mit x € D darstellen ldsst, da f bijektiv ist. Im letzten Schritt
nutzen wir, dass aus der Definition der Umkehrfunktion f~!(f (:1:)) = z fir
alle z € D folgt.
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_ 2 .. — Graphen von f(x) =2 x+ 1 und
Graphen von f(x) = x” fiir 0 < x und seiner Umkehrfunktion
— seiner Umkehrfunktion g(x) = Jx — 11
g(x) =S x—=
4 2 2
3,
y 2]
1,
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4

X

Abbildung 1.10: Veranschaulichung des Graphen von f : [0, co[ — [0, 00[, f(x) :=
2%, (links) bzw. f: R — R, f(z) := 22+ 1, (rechts) zusammen mit dem Graphen
der jeweiligen Umkehrfunktion.

Der nachfolgende Hilfssatz liefert ein niitzliches hinreichendes (aber nicht notwen-
diges) Kriterium fiir die Injektivitédt einer Funktion.

Hilfssatz 1.55. (streng monoton = injektiv)

Sei f: D — Y eine reelle Funktion, die streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend ist. Dann ist f injektiv.

Beweis von Hilfssatz [1.55: Wir betrachten nur den Fall, dass f streng monoton
wachsend ist. Der Fall, dass f streng monoton fallend ist, geht analog.

Sei also f streng monoton wachsend, d.h. fiir alle 1,29 € D gilt:
r1 < Ty — f(xl) < f(afg)

Angenommen, f wire nicht injektiv. Dann gébe es (mindestens) ein y € Y, fur
das die Gleichung f(x) = y (mindestens) zwei Losungen 1 und xo mit x1 < x9
und f(x1) = f(x2) = y hat. Da f streng monoton wachsend ist, folgt nun aber
f(x1) < f(x2). 4 Das ist ein Widerspruch zu f(z1) = f(x2) = y. Da unsere An-
nahme, dass f nicht injektiv sei, zu einem Widerspruch gefiihrt hat, muss diese
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Annahme falsch sein. Also ist f injektiv. ]

Nun fiihren wir den natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion ein.

Definition 1.56. (natiirlicher Logarithmus)

— Graph von f(x) = e*
— Graph von g(x) = In(x)
und die Diagonale h(x) = x

Die Exponentialfunktion

exp: R—- R 3
15t streng monoton wachsend und
somit nach Hilfssatz |1.55 injektiv. 2]

Ihre Bildmenge ist y

Bexy = exp(R) =10, 00] . *//

Also ist exp : R — 10, 00[ bijektiv.
Die Umkehrfunktion heifit der na- -1
turliche Logarithmus

W
|
No
|
—_
(=)
=
N
(S5

In:=exp ' :]0,00[ = R.

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus fest:
(1) In(1) =0, da exp(0) = 1.
(2) In ist streng monoton wachsend.
(3) In(z - y) = In(x) + In(y) fiir alle z,y > 0.
T

(4) In (;) = In(z) — In(y) fiir alle z,y > 0.

(5) In(x?) = p In(x) fur alle z > 0 und alle p € R.

Zuletzt betrachten wir kurz die Umkehrfunktionen der trigonometrischen
Funktionen.

sin : R — R und cos : R — R sind weder injektiv noch surjektiv. Durch Ein-
schrankung der Zielmenge erreicht man Surjektivitat, und durch Einschrankung
des Definitionsbereichs erreicht man Injektivitdt. Betrachtet man

s [—gg} S [-1,1],  s(z) = sin(z),
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|— Graph von f(x) = arcsin(x) | |— Graph von f(x) = arccos(x) |

T

2

n | 1 ~0.5 0 0.5 1
2 X

|— Graph von f(x) = arctan(x) | |— Graph von f(x) = arccot(x) |
LS o
8 8

3m]
8

n -

5| 8 6 4 x| 2 4 6 8
Abbildung 1.11: Veranschaulichung der Graphen von arcsin (links oben) und

arccos (rechts oben) und arctan (links unten) und arccot (rechts unten) mit ihren
jeweiligen Asymptoten (in rot).

c:[0,7] = [-1,1],  ¢(x) := cos(x),

so sind s und ¢ bijektiv. Wir bezeichnen ihre Umkehrfunktionen mit

arcsin := s~ ' : [-1,1] — [—g, g} (Arcussinus),
arccos := ¢ ' : [—-1,1] = [0, 7] (Arcuscosinus).

Die Graphen dieser Funktionen sind in Abbildung dargestellt.
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Der Tangens tan : Di,, — R ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv. Betrachtet
man

t: ]—g,g[ — R, t(z) := tan(z),
so ist ¢ bijektiv. Seine Umkehrfunktion ist
arctan ==t ' : R — }—g, g[ (Arcustangens).

Analog ist der Cotangens cot : D, — R zwar surjektiv, aber nicht bijektiv.

Betrachtet man
u 0, m[— R, u(zx) := cot(x),

so ist u bijektiv. Seine Umkehrfunktion ist

arccot == u ' : R — ]0, ] (Arcuscotangens).

Die Graphen des Arcustangens und Arcuscotangens sind in Abbildung dar-
gestellt.

1.6 Verkettung von Funktionen

Zuletzt lernen wir die Verkettung oder das ,nacheinander Ausfiithren* von Funktio-
nen kennen. Wir werden dieses benotigen, wenn wir die Kettenregel beim Ableiten
und die Substitutionsregel beim Integrieren besprechen.

Definition 1.57. (Verkettung von Funktionen)

Seien f: D —Y und g : D — Z Funktionen. Ist By C 13, so konnen wir die
Verkettung

gof:D—Z, (go f)(x):=g(f(x),

definieren. ,go f“ wird als ,,g verkettet mit f* oder kurz als ,,g nach f* gelesen.

Die Idee hinter der Verkettung von Funktionen ist in der nachfolgenden Skizze
veranschaulicht: Fiir die Bildmenge By = f(D) von f muss By C D gelten, damit
wir y = f(z) fiir jedes x € D in g(y) einsetzen diirfen.

>Bf >/
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Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.58. (Verkettung von Funktionen)

(a) Seien
f:R—R, f(x) := sin(x),
g:R—R, g(x) == 2%
Dann gilt By = [-1,1] C R = D, und B, = [0,00 € R = Dy, und wir

erhalten die Verkettungen

gof:R—=R, (go f)(z) = [sin(z } = sin’(z),
fog:R—R, (fo g)(x):sm(a:Q)

Insbesondere sehen wir, dass f o g # g o f gilt.
(b) Seien

f:R—=R, f(x) :=e",
g:[0,00] = R, g(z) == /.

Dann gilt By = |0, 00[ C [0,00[= D, und B, = [0,00[ € R = Dy, und wir
erhalten die Verkettungen

gof:R—=R, (go f)(x) = Ve,
fog:[0,00[ = R, (fog)(x):eﬂ.
(c) Seien

f:1]0,00] = R, f(z) :=In(x),
g:R—=R, g(x) := sin(z).

Dann gilt By = R C R = D, und wir erhalten
go f:]0,00[— R, (9o f)(z) =sin (In(x)).
Da B, = [—1, 1] keine Teilmenge von D; =10, 0o ist, ist fog nicht definiert.

Ein Sonderfall ist die Verkettung einer bijektiven Funktion mit ihrer Umkehrfunk-
tion.
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Bemerkung 1.59. (Verkettung von Funktion und Umkehrfunktion)

Ist f: D — Y bijektiv und f~': Y — D die Umkehrfunktion von f, so sind
flof:D—=Dund fof':Y — Y definiert, und es gilt

(f o f)(=)
(fo f M)

fH(f@) =2  firallex € D,
F(F W) =y fir alle y € Y.




KAPITEL 2

Vektorrechnung

In diesem Kapitel lernen wir die Grundideen der Vektorrechnung kennen. In Teil-
kapitel 2.1] fiihren wir Vektoren ein, und in Teilkapiteln [2.2] und [2.3]lernen wir, wie
man Vektoren addiert und mit Skalaren (d.h. reellen Zahlen) multipliziert. In Teil-
kapitel sehen wir, wie man Vektoren mit Punkten im n-dimensionalen Raum
R"™ identifizieren kann. Wir betrachten dabei auch die Parameterdarstellung von
Geraden und Ebenen in R" (mit n > 2 bzw. n > 3). In Teilkapitel [2.5 beschrei-
ben wir Kreislinien in R? und Kugeloberfliichen in R? mit Hilfe von Vektoren und
leiten die Kreisgleichung und Kugelgleichung her.

In Teilkapitel fithren wir das Skalarprodukt zweier Vektoren ein, dessen Er-
gebnis eine reelle Zahl, also ein Skalar, ist, und untersuchen die Eigenschaften des
Skalarprodukts. In Teilkapitel nutzen wir das Skalarprodukt, um Geraden in
R? mittels einer Geradengleichung und Ebenen in R? mittels einer Ebenenglei-
chung darzustellen.

In Teilkapitel lernen wir schliefslich das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt)
zweier Vektoren in R? kennen, welches einen neuen Vektor ergibt, der auf den
beiden urspriinglichen Vektoren senkrecht steht. Wir betrachten die Eigenschaften
des Vektorprodukts, die unter anderem in der Physik eine wichtige Rolle spielen.

2.1 Spaltenvektoren

Wir beginnen mit der Definition eines (Spalten-)Vektors.

41
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Definition 2.1. (Spaltenvektoren)

(1) Ein (n-dimensionaler Spalten-)Vektor ist ein Objekt der Form

Ty
—> )
X = . )
x’l’L
wobei x1, T3, ..., x, € R die Komponenten von X heiflen.
(2) Der Spaltenvektor
0
— 0
0=|. (n Komponenten)
0

heifst der (n-dimensionale) Nullvektor.
(3) Seien
L1 Y1
X=|: und y = |:
Ln Yn

n-dimensionale Vektoren. Dann gilt:
X=y = TL=Y1, To=1Y2, ..., Tp =10, (2.1)

Also: Zwei n-dimensionale Vektoren sind genau dann gleich, wenn die
jeweiligen Komponenten tbereinstimmen.

Der Doppelpunkt vor dem Doppelpfeil in (2.1 bedeutet, dass die linke Seite
(genauer die Seite, auf welcher der Doppelpunkt steht) als zu der Aussage auf der
anderen Seite dquivalent definiert ist:

X = ¥y gilt nach Definition genau dann, wenn gilt

1 = Y, To = Yo, Ceey Ly = Yn.

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir Vektoren.
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Beispiel 2.2. (Vektoren)

1
(a) X = g ist ein 4-dimensionaler Vektor.
4
[—1
(b) ¥ = |v/2] ist ein 3-dimensionaler Vektor.
0
17]
—13
(c) Z = 0] ist ein 5-dimensionaler Vektor.
T
(d) W= _1 ist ein 2-dimensionaler Vektor.

Bemerkung 2.3. (geometrische Vorstellung)

Spaltenvektoren (mit Ausnahme des Nullvektors) kann man sich als Pfeile mit
einer festgelegten Lange und Richtung vorstellen; fiir n = 2 in der Ebene und
fiir n = 3 im dreidimensionalen Raum. Dabei werden Pfeile mit gleicher Lange
und gleicher Richtung als gleich angesehen. Man spricht daher auch von ,frei-
en Vektoren“ im Gegensatz zu ,,gebundenen Vektoren®. Letztere stellt man
sich als Pfeile vor, die an einen Punkt (den Fufspunkt) mit dem ,Fuf” der Pfeils

angeheftet sind.
Beispiel (fir n = 2): Die Pfei-

le konnen im zweidimensiona-
len kartesischen Koordinaten-
system (der Ebene) dargestellt
werden. z.B. gilt fiir

St I |

79 A

QL

Q)

—

\b‘
b

a: .l in x;-Richtung,
2 in z9-Richtung*

=g

.1 in x1-Richtung, 1
—1 in x9-Richtung*

a

R
o
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Beispiel (fir n = 3): Auch fir n = 3 23 A
kann man sich die Pfeile in einem kartesi-
schen Koordinatensystem vorstellen. Dabei
wahlt man die zi-, xo- und x3-Achsen so,
dass sie ein Rechtssystem bilden, d.h. der
Rechten-Hand-Regel geniigen. (Rechte-
Hand-Regel: Die x1-Achse, die x9-Achse
bzw. die x3-Achse zeigen jeweils in die Rich-
tung des Daumens, Zeigefingers bzw. Mit- 9
telfingers der rechten Hand, wenn diese so

gespreizt sind, dass sie ein System mit rech-
ten Winkeln bilden.) T

Vektorielle Grofien (also Groken, deren Werte Vektoren sind) kommen in der
Physik und der Elektrotechnik héufig vor. Beispiele sind: Kréafte, Geschwindigkeit,
Beschleunigung, elektrisches Feld.

Im Kontext von Vektoren bezeichnet man Grofen, deren Werte (reelle) Zahlen
sind, auch als skalare Grofien. Beispiele sind: Zeit, Temperatur, Masse.

Definition 2.4. (Lange/Betrag eines Vektors)

Sei X ein n-dimensionaler Vektor, also

x1
x2

o
I

Ln

Dann heifst

die Lange oder der Betrag von X.

Bemerkung 2.5. (Linge/Betrag eines Vektors)
(1) Es gilt stets |X] > 0.

(2) Fiir n = 2 oder n = 3 ist |X]| gerade die Linge des zugehorigen Pfeils.
Dieses folgt aus dem Satz des Pythagoras.

(3) Fir n = 1 gilt: X = [11] = |X] = /2? = ||, d.h. wir erhalten den
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iiblichen Betrag der reellen Zahl x;.

Beispiel 2.6. (Linge/Betrag von Vektoren)
(a) % = [i] —

=[] v E=vE =5

1
1
1
X|=[|-1]|=VI2+(-1)2+12=V3 ;
1

Der niichste Hilfssatz zeigt, dass fiir alle Vektoren X # 0 sogar |X| > 0 gilt.

Hilfssatz 2.7. (Vektor hat Lange Null < Vektor ist der Nullvektor)
Sei X ein n-dimensionaler Vektor. Dann gilt:

1X| =0 = X ist der Nullvektor 0.

Die Aussage des Hilfssatzes ist geometrisch natiirlich klar. Wir wollen den Hilfssatz
jetzt auch noch rechnerisch iiberpriifen.

Beweis von Hilfssatz[2.7;

“ Wi .. . = 7 =
»<" Wir missen zeigen: x = 0 = [X|=0

X=0 = |[x|=v0+...402=v/0=0

“ Wi .. . 1= >
,= Wir miissen zeigen: |X| =0 = X =0

R=0 = Jdt.ta=
— 5(:2+...+5z:721:
- :1:%20,..., %:O
- r1=0, ..., 2, =0
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—

5 —
Xx=0

Dabei haben wir im zweiten Schritt genutzt, dass Quadrate immer > 0 sind.

Damit haben wir beide Richtungen der Aussage bewiesen. [

Eine besondere Rolle spielen Vektoren mit Lange Eins.

wenn |X| =1 gilt.

Definition 2.8. (Einheitsvektor)

Ein n-dimensionaler Vektor X ist ein Einheitsvektor (oder auch normiert),

Beispiel 2.9. (Einheitsvektoren)

() X =

denn:

X =V12+02=1,

aber

[é] ist ein Einheitsvektor, und y = [ L

_J ist kein Einheitsvektor,

¥I=VI2+ (1) =V2#£1

(b) Fiir n € N heifen die n-dimensionalen Spaltenvektoren

1 0 0
0 1 0
&=0], &=|0 e
: : 0

0] 0] [ 1]

die Standardeinheitsvektoren. Insbesondere sind die Standardeinheits-

vektoren fiir n = 2 bzw. n = 3 jeweils:

1 — [0
n=2 e = [O}’ e _1];
1 [0 0
n=2 er= (0], e=|1|, e=|[0
0 0 1
cos(t
(c) Fiir jedes t € Rist | | (t) ein Einheitsvektor,
sin(t)

denn nach Eigenschaft [(2)| des Sinus und Cosinus (vgl. Seite [26)) gilt:

[COS(t)] ‘ = \/COSQ(t) +sin®(t) = V1 =1.

sin(t)
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2.2 Vektoraddition

Wir lernen nun, wie man Vektoren addiert.

Definition 2.10. (Vektoraddition)
Seien X und 'y n-dimensionale Vekto-

ren, also
L1 Y1
X =|: und y=|:
:Un yTL
Die Addition von X und y ist wie folgt g
definiert:
T n 1+ U1
X+y=|:|+|:]|:= :
Ln Yn Tn + Yn

(Nur Vektoren mit der gleichen Anzahl von Komponenten konnen addiert
werden, d.h. die Dimension der Vektoren muss tibereinstimmen. )

Formal werden n-dimensionale Vektoren also ,,komponentenweise** addiert, in-
dem man jeweils die Komponenten mit dem gleichen Index addiert.

Die Zeichnung neben Definition zeigt, was die Vektoraddition geometrisch
bedeutet: Wir verschieben den Vektor y so, dass wir seinen Fuf an die Spitze
des Vektors X heften konnen. Der Vektor X + ¥ ist dann der Vektor, dessen Fuf§

mit den Fuff von X iibereinstimmt und dessen Spitze die Spitze des verschobenen
Vektors y trifft.

Beispiel 2.11. (Vektoraddition)

o {21

1 —1 1—-1 0
b) | 2|+ |vV2| =[2+V2]| =[2+V2
-3 0 —34+0 -3

Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die Vektoraddition zusammengestellt.
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Satz 2.12. (Rechenregeln fiir die Vektoraddition)
Seien X,y und Z n-dimensionale Vektoren. Dann gelten:

(1) Kommutativgesetz: X+y =y + X

(2) Assoziativgesetz: (X+y)+Z=X+(y + Z)
(3) Dreiecksungleichung: |X+y|<|X|+ Y]

(4) X + 0=0+X=% (wobei 0 der Nullvektor ist).

Anschauung zur Dreiecksungleichung;:

Anhand der nebenstehenden geometrischen

Interpretation der Vektoraddition macht man y

sich leicht klar, dass die Dreiecksungleichung

gelten muss: In dem Dreieck ist die Summe der

beiden Seitenlingen |X| und |y| immer gro-

Rer als die Seitenlinge | X + y'| der dritten Seite. S
X+Yy

%l

Wenn X und y die gleiche Richtung haben,
dann ,fallt das Dreieck zu einer Linie zusam-
men”, und es gilt

X +¥]=IXI+[¥]

Beweis von Satz[2.14[(1): Mit dem Kommutativge-

setz fiir die reellen Zahlen gelten x1 + y1 = y1 + 21,
oy Tp + Yn = Yn + , und somit

1+ Y1+ 2
X+y= : = : =y+xX. 0O
(In der graphischen Darstellung der Vektoraddition

sicht man direkt, dass das Kommutativgesetz gelten
muss. )

Beweis von Satz[2.13[(2); Mit dem Assoziativgesetz fiir die reellen Zahlen gilt

r1+ Yy 21 1+ Y1+ 21
= |4+ ]|:]= :
Tn + Yn Zn Tp+ Yn + 2n

ﬁ
VA

(X+¥)+
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x1 Y1+ 2
||+ =X+ (¥ +72),
Tn Yn + 2n
womit das Assoziativgesetz flir die Vektoraddition bewiesen ist. [l

Der Beweis von Satz ergibt sich direkt durch Nachrechnen, und den
Beweis der Dreiecksungleichung zeigen wir in Teilkapitel [2.5]

2.3 Multiplikation mit Skalaren

Nun lernen wir, wie man Vektoren mit reellen Zahlen multipliziert.

Definition 2.13. (Multiplikation mit Skalaren)

Seien A € R ein Skalar und X ein n-dimensionaler Vektor. Dann definieren

wir
I )\lel

AX =)\ |:| =

T A,

Das Symbol A (Jambda“) ist ein kleiner griechischer Buchstabe. Im Anhang
finden Sie eine Liste aller griechischen Buchstaben mit deren Namen.

Die skalare Multiplikation erfolgt also ,,komponentenweise, indem man jede
Komponente des Vektors mit der reellen Zahl A multipliziert.

Geometrische Anschauung der Mul-
tiplikation mit Skalaren: Das Bild ne-
ben Definition liefert die geometrische
Anschauung: Ein Vektor wird also mit ei-
nem Skalar A multipliziert, indem man ihn
streckt oder staucht (je nach dem Wert von
|A|) und seine Richtung umkehrt, falls der
Skalar A negativ ist.
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Definition 2.14. (parallele bzw. antiparallele Vektoren)

Gilt fiir zwei n-dimensionale Vektoren X und y, dass X = Ay (bzw. dquiva-

lent dazu 'y = % X ) mit einem X\ # 0, so sind X und y parallel, wenn A > 0
1st, bzw. antiparallel, wenn A\ < 0 ist.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.15. (Multiplikation mit Skalaren)

(a) 2 [_;)] = [_21 — [_él und {_21 sind parallele Vektoren.

1 —T 1 —T
(b) =7 [=2| = | 27| = |—-2| und | 27| sind antiparallele Vektoren.
0 0 0 0
—2 —1 —2 —1
1 4 2 4 21 .
(c) 5 sl = |—4| = g und | A sind parallele Vektoren.
46 23 46 23

Wir erklaren nun, wie wir Vektoren subtrahieren.

Bemerkung 2.16. (Subtraktion von Vektoren)
Wir schreiben

X =(-1)X und X-y=X+(-Y).

Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die skalare Multiplikation zusammen-
gestellt.

Satz 2.17. (Rechenregeln fiir die Multiplikation mit Skalaren)

Seien \, i € R Skalare, und seien X und y n-dimensionale Vektoren. Dann
gelten:

(1) Assoziativgesetz: Au) X =X(uX)
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(2) Distributivgesetze:

A+ X=AX+uX und A(X+Y)=AX+AY

(3) PR = [X]
(4) 0X=0 und A0 =0

Das Symbol p (,mii“) ist ebenfalls ein griechischer Buchstabe.

Beweis von Satz:

>\$1
AX| = : = VT2 4+ ...+ Az,)2 =/ 222+ 4+ N2
A%| V) e = /3243 2
ATy,
:\/AQ(x%—I—...—I—x%):W\/x%+...+x%:\A||§" ]

In der nédchsten Bemerkung halten wir fest, wie man einen beliebigen Vektor mit
Hilfe der Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren mittels der Standar-
deinheitsvektoren darstellen kann.

Bemerkung 2.18. (Darstellung mit den Standardeinheitsvektoren)
Seien ey, e, ..., e, die n-dimensionalen Standardeinheitsvektoren (siche Bei-

spiel 2.9[(D)). Dann gilt:

T n
— . — — —> —
X = : =r1€;+xr2€0+ ... +2x,€, = E xT; €e;
Ty, 1=1

2.4 Ortsvektoren und Verbindungsvektoren

In diesem Teilkapitel stellen wir einen Zusammenhang zwischen Punkten im R"
und Vektoren, genauer Ortsvektoren, her. Dabei lernen wir auch die Parameter-
darstellung von Geraden und Ebenen im R" kennen.
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Definition 2.19. (n-Tupel, Punkte, R", Nullpunkt /Ursprung)
FEin Objekt der Form (x1,xo, ..., x,) heifit ein n-Tupel.

n = 2: Statt 2-Tupel sagt man (geordnetes) Paar (siche Definition [1.23).
n = 3: Statt 3-Tupel sagt man auch Tripel.

R" := {(wl,xg,...,xn) D X1, X9, ..., %, € R}.

(1, T9,...,x,) € R" nennen wir auch Punkte in R".

Der Punkt O := (0,0,...,0) € R" heifst der Nullpunkt oder Ursprung.

R? kann man sich als die Zeichenebene vorstellen, und R? kann man sich als
den 3-dimensionalen Anschauungsraum vorstellen. Man wahlt dazu jeweils ein
kartesisches Koordinatensystem.

Definition 2.20. (Verbindungsvektor und Ortsvektor)
Seien P = (p1,...,pn), @ = (q1,--.,q,) € R".

(1) Der Verbindungsvektor wvon P

nach Q) ist definiert durch Q
. @ — P ﬁj
PQ = :
dn — Pn
(2) Der Verbindungsvektor P

O P2t P1
f)) = OP = . = :
n 0 n

vom Ursprung O nach P ist der
Ortsvektor von P.

Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 2.21. (Punkte in R”, Ortsvektoren und Verbindungsvektoren)

P:=(1,-1,3), Q=(2,1,-2) und X :=(-1,0,2)
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sind Punkte in R3. Dann sind die zugehérigen Ortsvektoren

1 2 —1
p=0P=|-1]|, (—1’:(_’)_@: 1, und XR=0X=| 0
3 —2 2

Die Verbindungsvektoren von P bzw. ) nach X sind

o [-1-1 —2 . [-1-2 -3
PX=0-(-1)]|=| 1 md  QX=| 0-1 | =[-1
2-3 ~1 2—(—2) 4

Wir halten nun einige leicht zu iiberpriifende Eigenschaften von Verbindungsvek-
toren und Ortsvektoren fest.

Hilfssatz 2.22. (Eigenschaften von Verbindungsvektoren)

(1) PP=0
(2) PQ+ QR = PR
(3) QP = —PQ

) POLPS+00Y 0P +00= -Brd-d-8
(5) ’P—Q)‘ = Abstand von P und Q

In der nachfolgenden Bemerkung kommen wir noch einmal auf den Zusammen-
hang zwischen Punkten, Ortsvektoren und Spaltenvektoren zurtick.

Bemerkung 2.23. (Zusammenhang von Spaltenvektoren und Punkten)
Jeder Punkt P = (p1,...,p,) € R" definiert seinen Ortsvektor

p1

B-0P-|:

eindeutig. Damit ist P eindeutig ein Spaltenvektor zugeordnet.
Umgekehrt gibt es zu jedem Spaltenvektor

b1

B |
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genau einen Punkt P = (p1,...,p,) in R so dass OP = p. (Fiir n = 2 oder
n = 3 findet man P, indem man P mit seinem Fuk an den Ursprung O anheftet.
Die Pfeilspitze zeigt dann auf P.)

Man kann also Punkte in R"” mit ihren Ortsvektoren identifizieren. Des-
halb wird in der Fachliteratur haufig nicht klar zwischen Punkten und Vektoren
getrennt, d.h. der Punkt P = (p1,...,p,) wird manchmal als Vektor bezeichnet,
und umgekehrt wird

P1

manchmal als Punkt bezeichnet.

Nun nutzen wir Verbindungsvektoren und Ortsvektoren, um Geraden bzw. Ebe-
nen in R” (mit n > 2 bzw. n > 3) darzustellen.

Anwendung 2.24. (Parameterdarst. von Geraden und Ebenen)

(1) Seien P,Q € R" (wobei n > 2) mit P # Q. Die Gerade G durch P
und @) kann beschrieben werden durch

Q:{XE]R” . es existz'erttERmit(’)—)f:C’)—P)—l—tP—Q)}.

X

Der Verbindungsvektor ]—5@)
st ungleich dem Nullvektor
0, da P # Q ist, und PQ
heifit ein Richtungsvektor
von G. Die Gleichung

OX = OP +tPQ

heifst eine Parameterdar-
stellung von G. &

(Weder Richtungsvektor noch Parameterdarstellung sind eindeutig! Fiir

jedes X\ # 0 st auch A @z’n Richtungsvektor von G. In der Parame-
terdarstellung kann man OP durch OR ersetzen, sofern R € G.)

(2) Sind P,Q, R drei verschiedene Punkte in R™ (wobei n > 3), die nicht
auf einer Geraden liegen, so spannen diese eine Ebene & auf:

8:{X6R" ; esgz’bts,tERmit@X:OP+3PQ+tP}§}.
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Die Gleichung OX = OP + s P—Q) -+ t PR heifit eine Parameterdar-
stellung von &.

Eine Anwendung ist die Berechnung des Schwerpunktes von k& Massenpunkten.

Physikalische Anwendung 2.25. (Schwerpunkt)

Sind Py, P, . .., P, Massenpunkte in R3 mit den jeweiligen Massen my, mo, . . ., my,
so kann der Schwerpunkt S von P, P, ..., P, berechnet werden durch

- 1

k
— — — > 1 —
(’)S:M(ml(’)P1+m2(’)P2+...+mk(’)Pk) :M;m,(’)PZ,
wobei
k
M::m1+m2+...+mk:Zmi
i=1

die Gesamtmasse ist. Sind die Massen alle gleich, d.h. gilt my = ms = ... =
my = m (und damit M = km), so vereinfacht sich die Formel zu

—

05:% (cﬁ+(ﬁ+...+o—zﬂ,§).

2.5 Kreise in R? und Kugeloberflichen in R?

In diesem Teilkapitel beschreiben wir Kreislinien in R? und Kugeloberflichen in
R3 mit Hilfe von Vektoren. Wir leiten dabei die Kreisgleichung und die Kugelglei-
chung her.

Definition 2.26. (Kreislinie in R?)

Sein = 2. Die Kreislinie IC um den Mittelpunkt M = (my, ms) mit Radius
r > 0 ist die Menge aller Punkte X € R?, die von M den Abstand r haben:

K={xer: |MX|=r}. (2.2)

Es gilt also fiir X = (z1,29) € R%:

Xek — ’W’:r
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= |X-n|=r
= Vi —mi)?+ (zg —m)2 =7
— (1 —my)? + (29 — mg)? =12

Die Gleichung

(21 — m1)2 + (29 — mg)2 = 72

nennt man die Kreisgleichung der Kreislinie ([2.2)).

Beispiel 2.27. (Kreislinie)
Die Kreisgleichung
(1‘1 — 2)2 + (.’L’Q + 1)2 =9

beschreibt die Kreislinie & um M = (2, —1) mit Radius 7 = v/9 = 3. Also

K= {(Il,iljg) e R? :

Nun definieren wir die Kugeloberfliche oder Sphére.

Definition 2.28. (Kugeloberfliche/Sphire in R?)

Sei n = 3. Die Kugeloberfiiche (oder Sphdre) S um den Mittelpunkt
M = (my, ma, m3) mit Radius r > 0 ist die Menge aller Punkte X € R3, die
von M den Abstand r haben:

S:{XERS ; ‘W‘:r} (2.3)

Es gilt also fiir X = (21, 79, 23) € R?:
XeS |MX|=r

— —>
|X—m‘:T

V(e —mi)?2 4 (20 — mo)2 + (z3 —mg)2 =7

1ree

(z1 —m1)® + (22 — ma)” + (z3 —mg)* =7

Die Gleichung

(21 — ml)2 + (29 — m2)2 + (3 — mg)2 — 72

nennt man die Kugelgleichung der Kugeloberflache ([2.3).
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Beispiel 2.29. (Kugeloberfliche/Sphére)
Die Kugeloberfliche (oder Sphéire) um M = (1,0, —1) mit Radius r = 2 wird
beschrieben durch die Kugelgleichung

(1 —1)* + 25+ (v3 +1)* = 4.

2.6 Das Standardskalarprodukt

Zunachst definieren wir den Winkel zwischen zwei Vektoren:

Seien also X,y zwei n-dimensionale Vektoren.
Wir setzen _yoraus, dass beide ungleich dem
Nullvektor O sind, und heften beide Vektoren
(mit ihren Fufspunkten) an ein und denselben
Punkt an.

%l

Den Winkel zwischen X und y bezeichnen wir
mit a = 4(5_5, gf’) 4(5_5, gf’) liegt immer zwi- y
schen 0° £ 0 und 180° = 7. Es gilt:

L(RY) = 4(3,R). ) %

Falls 4(3_5, Sf’) = 90° £ 7/2 ist, so schreiben wir
X L y. (Das Symbol , L steht fiir ,ist senk-
recht zu*.)

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir noch 4(6, i’) = /2 fir

jeden Vektor X, d.h. der Nullvektor 0 steht per Definition auf jedem Vektor X
senkrecht.

Definition 2.30. (Skalarprodukt)

Seien X und 'y n-dimensionale Vektoren. Das Skalarprodukt von X und 'y ist
definiert durch
Xy = |§f| : |§"’ cos(a),

wober o 1= 4(3‘5, '37’)

Bemerkung 2.31. (Skalarprodukt)
(1) X'y € R, d.h. X-¥ ist eine Skalar; daher kommt der Name , Skalarprodukt".
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(2) Aus dem Vorzeichen von Xy kénnen wir die folgende Information gewinnen
(siche Skizzen unten):

. d.h. X,y schlieffen
cos(a) >0 <= ac [0, B [ ., einen spitzen
Winkel ein

d.h. X, ¥ schliefen

o
<
vV
o
[

X'y<0 <= cos(a)<0 <= ac ] -, ﬂ] ., einen stumpfen
Winkel ein

N T o dh X steht

X y=0 <= cos(a)=0 <= a= 5 = 90 onkrocht auf 3

|¥| - cos(a) |¥] - cos(a)
>0 <0

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.32. (Skalarprodukt)

(a) Seien

Dann sind |§<” =2, |¥] = V2 und L(?{’, _37’) =45° & %, und wir berech-
nen: Y

- —> 2

X y:2\/§cos(%):2\/§7:2

(b) Seien
X =1 un Yy =14

Dann sind ’X‘ = 2, y‘ = /2 und AC(X, y) = 135° & Zﬂ, und wir be-
rechnen:

f-?:z\/ﬁ-cos<¥> 2-@-(—?) = 2.
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Im nachfolgenden Hilfssatz halten wir die Eigenschaften des Skalarprodukts fest.

Hilfssatz 2.33. (Eigenschaften des Skalarprodukts)

Seien X, ¥, Z n-dimensionale Vektoren und A\ € R. Dann gelten:

(1) %% = \§|2
2) |R|=VX-X

(3) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: ‘)—5 y’ < ‘}_(,‘ _ ‘?‘
(4) Kommutativgesetz: X - y’ — 3,’ X

(3) MX-¥) =A%) ¥=X-(1Y)

(6) Fiir die n-dimensionalen Standardeinheitsvektoren ey, es, ..., e, gilt:

> - )1 wenn ¢ = k,
10, wenn i # k.

(7) Distributivgesetze:

-

||
T
‘<l Nl
+ o+
Hy <
Ny N

xl /\
I

Wir beweisen die Eigenschaften des Skalarprodukts aus Hilfssatz [2.33]

Beweis von Hilfssatz|2.55:

=0 und X =+ 0 separat.

e Falls ¥ = 0 ist, so folgt: O - ‘(_))’ ’0} cos()—O—’O!
o Talls X # 0 ist, so ist 4{(5_(’, 5_5) 0, und es folgt:

—

— — —
X'X:‘X"‘X|'COS |X’

(1) Wir untersuchen die beiden Fille X
0=

—1
Dieses beweist Eigenschaft [(1)]

(2) Eigenschaft folgt aus Eigenschaft [(1)] indem wir auf beiden Seiten die
Quadratwurzel ziehen.

(3) Sei a:= £(X,y). Dann gilt:
% ¥] = ||%] - [F] - cos(@)| = [R] - 7] | costo)] <[] |7]

—_—
<1
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(4) Fiir zwei beliebige n-dimensionale Vektoren X und y gilt 4(5_5, y’) =
A{(Sf’, i’) =: a.. Damit folgt

— —

Xy = ‘5_5’ : ’Sf” - cos(a) = |§,” : ’i’} cos(a) =y - X

(5) Wir betrachten die drei Félle A = 0, A > 0 und A < 0 separat.
o FullAN=0:Ist \=0,s0ist 0 X = 0 und 0 Yy = 6, und wir erhalten

OF 9) = (0%) 7= 2 (7).

(

Dabei haben wir genutzt, dass fiir jeden Vektor Z gilt Z 0=0-Z=
0, weil ‘O‘ = 0 ist.

o Fall X > 0:1Ist A >0, so ist A()\ X, gf’) = 4(?{’, Sf’) =: a, und es folgt

(AX) -5 = [AR[-|¥] - cos(@) = [A] [X]-[¥] - cos(a)
hney
= \‘i” ‘Sf’} cos(oz)J:)\(i’ Y)

Analog zeigt man X - ()\ Sf)) = A (>_() Sf’)

o Fall A <0:1Ist A<0,s0ist £(AX,y) =180° — £(X,y). Mit a :=
£ (>_<’, ?) folgt also £ ()\ X, Sf’) = m—qa, und mit dem Additionstheorem
fiir den Cosinus (siehe Seite [26) gilt

cos(m — a) = cos(m) cos(—a) —sin(7) sin(—a) = — cos(a).
=1 (@ =0

Somit folgt

(AX) - Y =[AX| V] -cos(m —a)=|N-|X]| V] (= cos(a))

Analog zeigt man X - (>\ Sf)) = A (>_<) Sf’)

(6) Zwei verschiedene n-dimensionale Standardeinheitsvektoren e; und e ha-
ben zueinander jeweils den Winkel

£L(e,er) =90° 2 /2.
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Weiter haben die Standardeinheitsvektoren jeweils die Lange 1. Somit gilt
& - &t = |&] - [ef] -cos (£(&%.67) )
—~—
=1 =1
€| - |€]] - cos(0) =1 fir ¢ = k,
|€;‘-‘€;‘~COS(7T/2):O fir 7 # k,

womit Hilfssatz [(6)] bewiesen ist.

(7) Wir geben einen anschaulichen Beweis fiir das erste Distributivgesetz:
Seien die Winkel (vgl. Skizze)

o= 4(5_5, E’),
B:=4(¥. %),
vo= 4(3_5—1— Y, ?),
und seien die Projektionen der Vek-

toren X, y und X + y auf Z

(vgl. Skizze)

a:= |X| cos(a), >
b= |¥] cos(B),
c:= ‘§)+ Sf)‘ cos(7y)

(X+Y) - Z2=|X+¥| |Z] cos(y) =c|Z]
=(a+0b)|Z| = (}i’! cos(a) + | ¥ cos(ﬂ)) | Z]
= |X||Z] cos(a) + |¥||Z| cos(B) =X -Z+y - Z.

Das zweite Distributivgesetz folgt nun aus dem ersten Distributivgesetz mit
Hilfe des Kommutativgesetzes aus Hilfssatz (4}

—

R-(F+2)=(F+2) =7 R+Z-X=X-§+x-Z. O

Wir lernen nun eine zweite Formel zur Berechnung des Skalarprodukts kennen.

Satz 2.34. (alternative Formel fiir das Skalarprodukt)

Seien X und 'y n-dimensionale Vektoren, also
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Z1 N
g . g .
X = |: und y = |:
Ln Yn
Dann qilt:
n
—> —>
Xy =T1Y1 +T2Y2+ ... T TplYp = E Ti Yi
i=1

—> —> —>
X =x1€1 +T9€e9 + +x,€e, = x; €;,
=1
n
— —> —>
y:y1e1+y2e2+ +ynen— Y €.

Damit folgt mit Hilfe der Eigenschaften des Skalarprodukts aus Hilfssatz [2.33]

X - ?Z (sz@)) : <Zyke_k)>
i=1 k=1
- Z Z (zi i) - (urer) (nach Hilfssatz

1=1 k=1
=D (wiw) (& &) (nach Hilfssatz
i=1 k=1 —

=0;k

= Z X Vi, (nach Hilfssatz
i=1

wobei 0;, das Kronecker-Delta mit Wert 1 wenn ¢ = k£ und Wert 0 sonst ist. [

Als Anwendung der alternativen Formel fiir das Skalarprodukt konnen wir nun den
Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren (die beide vom Nullvektor verschieden
sind) berechnen.
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Anwendung 2.35. (Winkelberechnung)

Gegeben seien zwei n-dimensionale Vektoren X und Y, die beide ungleich dem

Nullvektor O sind. Gesucht ist der Winkel o = A()_f, y) zwischen den beiden
Vektoren. Es gilt

cos(a) = f ' X, : also Q = arccos (%) :
%[5 %171

wobetr wir das Skalarprodukt im Zdihler nun mit der Formel aus Satz
berechnen.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 2.36. (Winkelberechnung)

(a) Wir suchen den Winkel zwischen den beiden (vom Nullvektor verschiedenen)
Vektoren

X = [(2)] und Yy = E] mit !3{" =2, ‘Sf’ =2,
Dann gilt
2.5 m . H —2.140-1=2

Daraus folgt fiir den Winkel o = 4(5_5, gf’) zwischen den beiden Vektoren

.Y 2 2 2
Y _ V2 — oz-arccos(%)-ﬂA%o.

|| %)

TR T 2vE 1

(b) Wir suchen den Winkel zwischen den beiden (vom Nullvektor verschiedenen)

Vektoren
1 1
X=|-1 und y = |1
1 0

Wir berechnen zunachst das Skalarprodukt:

17 1
X-y=|-1] - |1|=1-14(-1)-141-0=1-1+0=0.
1| o
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Weiter wissen wir, dass |X| # 0 und |y| # 0 gilt, da keiner der beiden
Vektoren der Nullvektor ist. Also finden wir fiir den Winkel o« = 4(?{’, ?)
zwischen den beiden Vektoren

y 0
X, = 5— =0 — a = arccos(0) =
yI X[yl

>

90°.

cos(a) =

|

Mit Hilfe des Skalarprodukts konnen wir nun auch die Dreiecksungleichung
X+ V] <X+

(vgl. Satz beweisen.

Beweis von Satz 1(3):

[\

X+y| =X+Y) (X+7Y) (nach Hilfssatz

=X X+X - ¥+y-X+¥ 'y (nach Hilfssatz 2.33][(7))

— R +2%X -7+ |7 (nach Hilfssatz 2.33[(1)] und [(4)
<R +2%-7|+ |3 (daX-¥ <|X- ¥

< |Z|"+2|%| ¥+ ¥ (nach Hilfssatz 2-33|[(3))

_ (\3{\ v \y’|)2, (nach der 1. binom. Formel)

und durch Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir die Dreiecksungleichung

2.7 Geraden in R? und Ebenen in R?

In diesem Teilkapitel betrachten wir Geraden in R? und Ebenen in R3.

Sei eine Gerade G in R? gegeben durch die Parameterdarstellung (siehe Skizze,

vgl. auch Anwendung
X=p+tV, t eR,

mit dem Richtungsvektor bzw. dem Stiitzvektor
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V= r}l] + 0 bzw. P= {pll :

U2
Weiter sei
w0
so gewihlt, dass @ L V (d.h. @ -V =0).
Liegt X = (21, x2) auf G, so gilt fiir den zugehori-
gen Ortsvektor X = p +t Vv, dass

a-X=a-(p+tv)=a-p+ta-v=a-p.

Also gilt:
a1 x1+asxeg =0>0 mit b:=a-P =ap+aps.

Als Wahl fiir @ mit @ # 0 und @ L ¥ kommen alle Vektoren der Form

3=\ [_2] mit A €R\ {0}

in Frage. Weitere @ mit a # Ouda l ¥ gibt es nicht.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.37. (Geradengleichung)

2= (| +t]y]. cer

Sei G gegeben durch

1 2

Dann wahlen wir

und erhalten

Also ist die Geradengleichung

[_?];{:5 <~ 2x1 — X9 = D.
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Umgekehrt ist auch jede Teilmenge von R? der Form
{X = (x1,29) €ER? : ay a1+ agwy = b}
mit b € R und

as

“-[n)#
eine Gerade in R?, deren Richtungsvektor auf a senkrecht steht.

Beispiel 2.38. (Geradengleichung)
Die Geradengleichung

beschreibt die Gerade G durch die bei-
den Punkte P = (0,3) und Q = (%,O),
wie man durch Einsetzen in sieht.
Eine Parameterdarstellung von G ist bei-
spielsweise

o

Wir halten in einer Definition fest, was wir gerade hergeleitet haben.

0
3

Definition 2.39. (Geradengleichung in R?)
Ser b € R und

Dann nennt man
a1T1+asTo =0 (2.5)

eine Geradengleichung in R?. Die Menge aller Punkte X = (x1,35) € R?,
die erfiillen, liegen auf einer Geraden in R?, die auf & senkrecht steht.

Sei eine Ebene £ im R3 gegeben durch die Parameterdarstellung (vgl. auch An-

wendung

X=P+sV+itw, s,t €R, (2.6)
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wobei die be1den Vektoren vV # 0 und W # 0 nicht parallel oder antlparallel
smd Sel a # 0 so gewdhlt, dass @ auf £ senkrecht steht, d.h. @ L ¥V und
a | w. Liegt X = (z1,22,73) in &, so gilt fiir den zugehorlgen Ortsvektor
X=p+sV+tw, dass

a-X=a-(p+sv+itw)=a-p+sa-v+ta-w,
- 0 0
—tb = -~
d.h. es gilt
a1 X1+ as Ty +asxrs=>b  mit b=3a -p=ap+aps+ azps.

Einen Vektor a # 6, der auf den beiden Spannvektoren V und w der Pa-
rameterdarstellung (2.6) der Ebene senkrecht steht, kann man leicht mit dem
Vektorprodukt berechnen (siehe Teilkapitel .

Sind umgekehrt b € R und ein Vektor

gegeben, so ist

{X = (21,20, 23) ER® : a1 21+ ag o + ag w3 = b}
eine Ebene in R3, die auf @ senkrecht steht.
Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 2.40. (Ebene in R?)
Sei die Ebene £ gegeben durch die Parameterdarstellung

17 0 0
X=|-2|+s|1|+t]| 1}, s,t € R.
3 1 —1
Ny T

Durch Inspektion und Nachrechnen sieht man, dass der Vektor

1
a= |0
0
auf den Vektoren V und W senkrecht steht. Also finden wir die Ebenengleichung
1 1 17
0 -}_()2561: 0 —2 217,
0 0 3
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Beispiel 2.41. (Ebene in R?)
Die Gleichung

:z:1—|—2x2—|—x3:4 (27) 1’3‘

beschreibt eine Ebene £ in R? durch

die Punkte P = (4,0,0), Q = (0,2,0) 4
und R = (0,0,4), wie man durch Ein- T
setzen in (22.7)) sieht. Eine Parameter- T

darstellung der Ebene &£ ist beispiels- 1+
welse I —t—t—»
2 x2
T 4 —4 —4
xo|l = [0 +s | 2| +t] O 1
X3 0 0 4 ]
mit s, ¢, € R.

Wir halten abschliefend in einer Definition fest, was wir iiber Ebenen in R? gelernt
haben.

Definition 2.42. (Ebenengleichung in R?)

Sei b € R und
ai
5) = | a9 7& 6
as
Dann nennt man
a1x1 + asTo + asxrs = b (28)

eine Ebenengleichung in R®. Die Menge aller Punkte X = (11, z2, 23) € R3,
die (@ erfiillen, liegen auf einer Ebene in R>, die auf & senkrecht steht.

2.8 Das Vektor- oder Kreuzprodukt

Im letzten Teilkapitel lernen wir das Vektor- oder Kreuzprodukt von Vektoren im
R3 kennen. Dieses ist nur fiir Vektoren in R? definiert!
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Definition 2.43. (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Seien
Uy U1
—> -
u = |uy und vV = |1
us U3

dreidimensionale reelle Vektoren. Das Vektorprodukt (oder Kreuzpro-
dukt) O x V ist definiert durch

Uz U3 — U3 V2
- =
u X Vv = |Uzv — Uy vs
UL V2 — U2 V1

Bemerkung 2.44. (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)
(1) U x V ist ein Vektor; daher der Name ,Vektorprodukt*.

(2) Das Vektorprodukt ist ausschlieklich fiir dreidimensionale Vektoren erklért!

Die Berechnung der Vektorprodukts kann man sich mit der folgenden Merkhilfe
erleichtern: Wir schreiben die ersten beiden Eintrige von U bzw. V', also u; und
us bzw. v; und v noch einmal unter @ bzw. V. Dann erhalten wir die Eintrige
von U X V, indem wir in absteigender Reihenfolge jeweils die durch die schriigen
Linien verbundenen Eintrdge multiplizieren und anschlieffend die durch die rote
schrage Linie multiplizierten Eintrage von denen durch die blaue schrage Linie
multiplizierten Eintragen subtrahieren. Also

Ul U1 U9 V3 — U3 V9
(%) X (V2| = [U3U1 — U U3
Uus >< V3 U1 Vo — Uy V1
U1 >< U1
U9 >< (%
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Als Néchstes interessieren wir uns fiir die geometrische Interpretation der Vektor-
produkts.

Bemerkung 2.46. (geometrische Interpretation des Vektorprodukts)

(1) Sind W und V dreidimensionale reelle Vektoren, so gilt
(Fx¥)L®&  wd  (Ex¥) LV

d.h. der Vektor U x V steht senkrecht auf den Vektoren u und V.
Spannen die Vektoren U und V eine Ebene auf, so steht W x V' senkrecht
auf dieser Ebene.

(2) Es gilt

7
7
7
7
7
7
’
’
a L ‘
/
. ’

Also ist ‘ﬁ) X 7‘ der Flicheninhalt des von W und V aufgespannten
Parallelogramms.

w]]

(3) Ux V = 0 gilt genau dann, wenn U oder V der Nullvektor ist, oder
wenn U und V parallel oder antiparallel sind. Spannen W und V eine
Ebene auf, so ist weder @ noch ¥V der Nullvektor, noch sind o ur_lg v
parallel oder antiparallel. Also ist @ X V in diesem Fall immer # 0.

Beweis von Bemerkung [2.40;

(1) Um nachzuweisen, dass U x v zu u und Vv senkrecht ist, miissen wir be-

weisen, dass (ﬁ X 7) -d =0 und (ﬁ X 7) -V =0 gilt.

U2 V3 — U3 V2 U
—> —> —>
(uxv)-u: U3V1 —ULV3| * | U2
U1 V2 — U2V U3

= (ugv3 — ugve) uy + (ug vy — ug v3) ug + (ug V2 — ug V1) U3
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:’M1UQ’U3—U1U2U3—|—U1UQU3—U1UQU3+U11JQU3—?)1UQ’LL3ZO.

Mit einer analogen Rechnung weist man nach, dass (ﬁ X 7) -V =0 ist.

(2) Falls wir zeigen konnen, dass

@ x V[ + (F-9) = [d" |¥) (2.9)
gilt, so folgt mit aw = £(W, V) und u - V = |d| | V| cos(«), dass
V= a9

= [ VI =[G 9] cos’(a)

=[] 9] (1 = cos*(a))

=[] [ sin®(e),
wobei wir

sin?(a) + cos?(a) = 1 = sin®(a) = 1 — cos?(a)

genutzt haben. Da o € [0, 7] gilt, ist sin(a) > 0; also folgt durch Ziehen
der Quadratwurzel

U x V| = [d] |[V]]sin(e)| = [d] |V] sin(w).

Wir miissen also nur noch die sogenannte Lagrange-Identitét (2.9) beweisen.
Dieses ist eine Ubungsaufgabe.

(3) Aus Hilfssatz 2.7 und Bemerkung folgt:

20 x V=20 = U x V|=0
= |ﬁ| ’7‘ sin(a) =0
= (‘1_1)‘:0 oder |7’:O oder sin(a) = 0)
= (=0 oder V=0 oder a=0° oder o=180°)

Also ist (mindestens) einer der beiden Vektoren W oder v der Nullvektor,
oder die beiden Vektoren sind parallel oder antiparallel. ]

Im néchsten Satz halten wir die Rechenregeln fiir das Vektorprodukt fest.

Satz 2.47. (Rechenregeln fiir das Vektorprodukt)

Seien U, V,w dreidimensionale Vektoren und sei X\ € R ein Skalar.
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—

(1) dxd =0
(2) UXx V=-VxUu (Das Vektorprodukt ist also nicht kommutativ!)

(3) Distributivgesetze:

@ x (V+ W)

X

X

=l &=
X

<l &
gl

_|_
_|_

gl <

(B +¥) xw

X

(Es gilt immer ,Punkt- vor Strichrechnung®, genauer gesagt ,Kreuz- vor
Strichrechnung*.)

(4) A" x V) = (Ad)
(5) el x e; =e3, € X

Satz folgt direkt aus Bemerkung [(2)] Alle anderen Aussagen zeigt

man durch Nachrechnen.
Achtung: Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen gilt:
(UxV)xw#£Udx (VxWw).

Die Klammern diirfen hier auf keinen Fall weggelassen werden, was durch das
folgende Beispiel illustriert wird:

—> — —> —> — — —> —
(elxeg)><e2:e3><e2:—e2><e3:—e1,
— — — — - =g
61X(92X62)=el><0=0.

Es gilt —e] # 6, und wir erhalten mit der unterschiedlichen Klammersetzung
unterschiedliche Ergebnisse.

In der nachsten Bemerkung halten wir weitere Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt
fest, die wir als Ubungsaufgabe beweisen werden.

Satz 2.48. (weitere Rechenregeln fiir das Vektorprodukt)
Seien W, V,w dreidimensionale Vektoren. Dann gelten:

(1) Graffmann-Identitdt:
Ux (Vxw)=(d-w)v—-(d-V)w
(2) Jacobi-Identitdt:

—

Ux (VXW)+Vx (FxW)+wx (xV)=0
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(3) Lagrange-Identitit:

T x V[ + (d-v)°
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KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

Nachdem wir in Kapitel 2| n-dimensionale Vektoren kennengelernt haben, werden
wir in diesem Kapitel lernen, wie man lineare Gleichungssysteme mit Vektoren und
Matrizen beschreiben kann. Bei einer Matrix handelt es sich um eine ,rechteckige
Anordnung® von (reellen) Zahlen, und im Kontext der linearen Gleichungssysteme
sind diese Zahlen die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems. Wir werden
lernen, wie man lineare Gleichungssysteme mit zwei bzw. drei Gleichungen und
zwei bzw. drei Unbekannten bequem mit der Cramerschen Regel 16sen kann, falls
die Losung eindeutig bestimmt ist. Dabei werden wir den Begriff der Determinante
einer 2 x 2-Matrix bzw. einer 3 x 3-Matrix kennenlernen.

3.1 Einfache Beispiele

Wir starten mit einer geometrischen Motivation fiir lineare Gleichungssyste-
me: In R? seien zwei Geraden durch Geradengleichungen gegeben:

G : ai1 o1 + app Ty = by,

Gs : a2,1T1 + a22 T2 = ba.
Schneiden sich diese Geraden? Wenn ja, wie kann man den Schnittpunkt be-
rechnen?

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

75
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Beispiel 3.1. (lineare Gleichungssysteme)

()

Fall 1: Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.

gli 3$1—.§C2:2 (I)

gg . Tr1— T9 = 2 (H)
Wir subtrahieren Gleichung (II) von Gleichung (I), also:
(I) — (1II) - 221 =0 — z1 =0

Einsetzen in Gleichung (II) liefert zo = —2.
Fall 2: Die Geraden sind parallel.

g : 317 — X9 =2 (1)
Gy : 61 —2x9=23 (1I1)
Wir subtrahieren Gleichung (II) von Gleichung 2-(I), also:
2. ()—(I): 0=4-3=1 4

An dem Widerspruch 0 = 1 sehen wir, dass die beiden Geraden keinen
Schnittpunkt haben; sie sind also parallel. (Das Zeichen 4 zeigt an, das hier
ein Widerspruch auftritt.)

Fall 3: Die Geraden stimmen tiberein.
g : 317 — X9 =2 (1)
Gy : 6z —2x9 =4 (I1)
Wir subtrahieren Gleichung (II) von Gleichung 2-(I), also:
2 (I) — (1) : 0=0
Da 0 = 0 immer erfiillt ist, sind die beiden Geraden gleich, also G; = G

Betrachten wir nun ein Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik.

Physikalische Anwendung 3.2. (Schaltungskreis)

Das Bild rechts zeigt einen 200 95 )

Schaltkreis. Gesucht sind die

Stromstéarken /7 und I in A

(= Ampere).

Nach dem Ohmschen Ge- 80qu D l90v
setz gilt:

R = g ~— U=RI
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wobei U = Spannung, I = Stromstarke, R = Widerstand.

Erstes Kirchhoffsches Gesetz: In jeder Masche ist die Summe der Teilspan-
nungen an den Leitern (Widerstdnden, Verbrauchern) gleich der Summe der Span-
nungen der eingeschalteten Stromquellen.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz (Maschensatz) liefert:
20-I,+10- ([ + L) =80 <« 3L, +L=8 (I
2% - I+10- (L + L) =9 <=  L+35L=9 (I
Wir subtrahieren 3-(II) von (I), also:
D=3 -0): —95L=-19 < L=2

Einsetzen in (I) liefert nun I, = 2.

Nun betrachten wir allgemeine lineare Gleichungssysteme.

Definition 3.3. (lineares Gleichungssystem)
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (LGS)

al,l I +a1,2 i) + ... +a1,n Ty = bl

a21T1 +A22%2+ ...+ A2y Ty = bo

A1 L1+ Qa2 Ta+ .o Ay Ty, = by,

mit m Gleichungen und n Unbekannten x1,xs,...,x,. Dabei sind die re-
ellen Koeffizienten a;p und b; gegeben. (Bei den a; . steht der erste Index fiir
die Gleichungsnummer und der zweite Index fir die Nummer der Unbekann-
ten.) Gesucht werden x1,xo,...,x, € R, welche die m Gleichungen erfiillen.
In Summenschreibweise lautet das lineare Gleichungssystem

n

E arpTr = by

k=1
n

§ Ak Tk = bm

k=1

oder ktirzer
n

E a@kajk:bi, i:1,2,...,m.
k=1
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Wir betrachten in diesem Kapitel nur lineare Gleichungssysteme, die genauso viele
Gleichungen wie Unbekannte haben. Es gilt also immer m = n. In der HM B
werden wir auch den Fall m # n behandeln.

Bemerkung 3.4. (Lésungsmenge vom linearen Gleichungssystem)
Betrachtet man die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS), so
tritt immer einer der folgenden drei Félle auf:
(1) Das LGS hat genau eine Losung, d.h. die Losungsmenge enthélt genau
einen Punkt im R". Man sagt dann, das LGS ist eindeutig losbar.
(2) Das LGS hat keine Losung, d.h. die Losungsmenge ist leer.

(3) Das LGS hat unendlich viele Losungen. Die Losungsmenge enthélt
dann mindestens eine Gerade im R".

Dass die drei in Bemerkung aufgelisteten Félle auftreten konnen, haben wir
bereits in Beispiel [3.1] gesehen. Nach Bemerkung [3.4 konnen keine weiteren Fille
in Beispiel [3.1] auftreten.

In der HM B werden wir uns das Losungsverhalten von linearen Gleichungssyste-
men genauer ansehen. Dort werden wir ein effizientes Losungsverfahren kennen-
lernen, den Gaufs-Algorithmus.

3.2 (Quadratische Matrizen

Wir fithren nun den Begriff einer (quadratischen) Matrix ein.

Definition 3.5. (n x n-Matrix/quadratische Matrix)
Ein Objekt der Form

a1 air2 -+ Aain
a1 Q22 - Aan

A=| 0 , (3.1)
Qp1 Qp2 - Qpp

mit a;;, € R heifit eine (reelle) n x n-Matriz. Bei den Eintrdgen a;j der
Matriz bezieht sich der erste Index (also hier i) auf die Nummer der Zeile
und der zweite Index (also hier k) auf die Nummer der Spalte. Man nennt
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die Matriz A in (3.1) auch eine quadratische Matrix, weil A gleich viele
Zeilen wie Spalten hat.

Beispiel 3.6. (Matrizen)

(a) [; Z] ist eine 2 x 2-Matrix.

wW

ist eine 3 x 3-Matrix.

Wir definieren nun, wie man n X n-Matrizen mit n-dimensionalen Vektoren mul-
tiplizieren kann.

Definition 3.7. (Matrix-Vektor-Multiplikation)

Sei
a1 - Qin
A = :
Qp1 - Qpnp
eine n X n-Matrix und
X1
_»
X =
Ln

ein n-dimensionaler Vektor. Wir definieren:

- :
> aii Tk
a1l o AQia| |71 11T + ...+ a1 Ty 1
n
Api **+ @ T an1r1 + ... +apnx
n, nn n n, n,n 4n Zan,kxk
| k=1 i

Beispiel 3.8. (Matrix-Vektor-Multiplikation)

w [ =[an e - ]
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(b) 1 2| |11 o 1l + 229 - T + 229
3 —4 i) o 33}1—4562 a 3%1—4332

1 V3 0] [z 1z + V32 + 03 | 1+ V319
(c) 0 —% O |z2| = 0z — %xz +0x3 | = —%xz
-1 0 1) |73 —1lxzy 4+ Oxo + 1a3 | — X1+ T3

Nun stellen wir den Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen
(LGSen) her: Wir schreiben das LGS

a111 + ...+ A1nTn = bl

Apn1T1 + ...+ app Ty = by
in Vektorform, also
a11T1 + ...+ a1 Ty by
p1 %1 + ...+ Qpp Ty b,

Fassen wir die a;, in der n x n-Matrix

und die zp bzw. die b; jeweils zu einem n-dimensionalen Vektor

X by
X =|: bzw. b =

Ty by

zusammen, so lafst sich das LGS schreiben als

1,1 a1n I b1
ap 1 Qpon Tn bn
oder kurz
_)
Q
AX =D

Betrachten wir dazu zwei Beispiele.
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Beispiel 3.9. (LGS in Matrix-Vektor-Notation)

w[*ne2] = [ o=l

r1+ 229+ 323= 1 1 2 3| [~ 1
(b) -1+ X2 = 2 < —1 1 0 To| = 2
201 — 229+ 3= —2 2 =2 1 T3 —2

3.3 Die Cramersche Regel

Wir leiten die Cramersche Regel fiir 2 x 2-Matrizen her: Gegeben sei das
LGS

a1 Ty + aj2x2 = by
a1 T1 + a2 T2 = by

(3.2)
Wir schreiben es wie folgt in Vektorform auf:

a1 T1 + a12 T2 by ai,1 a2 b1
= = x = (3.3)

a1 T1 + a22 T2 ba a1 a2 by
Zunéchst bilden wir das Skalarprodukt der zweiten Darstellung in (3.3)) mit dem

Vektor [ a272] . Dieser Vektor seht senkrecht auf [a1’2] . Wir erhalten daher:

—ai2 a2
ai a2 aj 2 a2 by a2
xl . . f— .
as | —ay 2 a2 —aq2 by —aq 2
21 (@11 a2 — as1 a12) +x2- 0 =byass — byar s

+I‘2

S )

7

L

<~
<~ T (@1,1 22 — A21 al,z) = by azs — by ays.

Falls a1 1 ass — a1 a1 2 # 0 ist, so folgt

by a9 — by 12

T1 — (34)

1,1 022 — G21012

In einem zweiten Schritt bilden wir das Skalarprodukt der zweiten Darstellung

in (3.3]) mit dem Vektor [_22’1} . Dieser Vektor seht senkrecht auf [ZM] . Dieses
1,1 2,1
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ergibt somit:

ai —ay aj 2 —ag by —as
I . +$2 = .
a21 a1 a2 2 aii by a1
=0
< 210+ 29 - ( —a12021 + az 2 alﬂl) = —bl as 1 + bg ai,n
<~ T - (CL1,1 Q292 — A3 1 a1,2) = a1 by — az ;.

Falls wieder a; 1 as2 — as1a12 # 0 ist, so folgt

a1 by — a2 by

1,1 22 — 21 41,2

Wir sehen: Ist a1 1 a22 — az;a12 # 0, so kénnen wir mit den Formeln (3.4) und
die Losung des LGS direkt angeben. Bevor wir diese Information als
Cramersche Regel fiir 2 x 2-Matrizen festhalten, fithren wir noch eine niitz-
liche Notation ein.

Definition 3.10. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)
Fir die 2 x 2-Matrix

A — [am a1,2:|

21 G292

definieren wir die Determinante von A durch

det(A) = dai10g2 —az1ai2.

Zur Berechnung der Determinante der 2 x 2-Matrix A bietet sich die folgende
Merkhilfe an:
aiq] 12
det T ) =agg ags —agg Gy 9.
<[a2,1 062,2]) 1,1 02,2 — 21 01,2

Berechnen wir die Determinante fiir ein paar Beispielmatrizen.

Beispiel 3.11. (Determinante von 2 x 2-Matrizen)

(a) det([é i]) —1.4-3.2— -9
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(b) det<:_} 2]):1.1—(—1)-0:1

() det<:8 ;D —0.2-0-1=0

Bemerkung 3.12. (geometr. Interpretation der Determinante fiir n = 2)

| det(A)| ist der Flacheninhalt
des Parallelogramms (siehe Skiz- /
ze), das in R? von den Spalten-

vektoren .
ag
— a1 — ai2
a; = ’ und as; = '
a2 a2

der Matrix A aufgespannt wird.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Cramersche Regel fiir n = 2 nun als
Satz festhalten.

Satz 3.13. (Cramersche Regel fiir n = 2)

Seien A = 211 412 etme 2 X 2-Matriz und B: by )
a1 22 b

Ist det(A) # 0, so ist das LGS A X = b eindeutig l6sbar. Die Lisung ist

%
X =

1 [ biaze — byaje ]

det(A) a1 by — a1 by

Die néchste Bemerkung erklart, wie man sich die Cramersche Regel fiir n = 2 mit
Hilfe der Determinante besser merken kann.

Bemerkung 3.14. (Cramersche Regel fiir n = 2)
(1) Einfacher merken lésst sich die Cramersche Regel in der folgenden Form:

Wir schreiben dazu aj = [31’1] (erster Spaltenvektor von A) und a; =
1

)
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[21’2] (zweiter Spaltenvektor von A), also A = [aj, a3]. Dann ist:
2,2

o ([ ) a(Bm)  ae (B

e dt([ D T det([ana])  det(A)
az1 Aa22
a1 by > -
‘“([ bD det ([af, b]) _ det ([af, b])
T9 = = = ) .

det ([‘“J “LQD ~det([ala3])  det(A

21 G292

Um 27 zu berechnen, ersetzt man also in A die erste Spalte durch b und
berechnet dann die Determinante. Danach dividiert man durch det(A).
Fir o _geht man analog vor, nur ersetzt man die zweite Spalte von A
durch b.

(2) Man kann beweisen: Falls det(A) = 0 ist, so ist das LGS entweder
unlosbar oder hat unendlich viele Losungen.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 3.15. (L6sen eines LGS mit der Cramerschen Regel fiir n = 2)

Fiir das lineare Gleichungssystem

35131 — T9 = 2 3 —1 Tyl 2
r1 — 21‘2 =2 1 -2 i) 2
—— =~
—A-lat@) =% _p
finden wir

det(A) =3-(=2) —1-(=1) = —6+1=—5£0,

d.h. die Cramersche Regel fiir n = 2 kann angewendet werden. Mit der Cramer-
schen Regel fiir n = 2 finden wir
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Also ist die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

o |

Nun leiten wir die Cramersche Regel fiir 3 x 3-Matrizen her: Wir schreiben
das LGS

U Ut

a1 21 + a2 + a1z 3 = by
a1 T1 + a2 %2 + azzxs = by
as1 Ty + ago2 T2 + azzrs = b3

diesmal gleich in der passenden Vektorform auf:

_)
—> —> —>
ri1a] +rgpag + rzag = b (36)
ai,1 1,2 1.3 N b1
. > —_ —
wobei a; = |az1 |, ay = |az2 |, az = |a23| , b = | b
as,1 3,2 a3;3 b3

Wie fiir den Fall n = 2 wollen wir zuerst die Formel fiir 21 herleiten. Dazu bilden
wir in (3.6]) das Skalarprodukt mit a3 x a3, denn dieser Vektor steht senkrecht auf
a, und az:

—>

56151)'(52)><5§)+56252)'(_2)><a3

N

\—
+
8
w
(Y
w

=0

Falls aj - (55 X 53:) = () ist, so gilt also

Durch Bilden des Skalarprodukts von (3.6) mit a3 x a; bzw. a; x aj erhilt man
analog:
b - (a) x a
Ty = = (_3, _1,) , falls a - (55 X 5{) #0 ist,
az - (83 al)
b-(a] xa
r3 = — (_1, _2,) , falls a; - (5{ X 55) #0 ist.
asg (a1 8.2)

Durch Nachrechnen zeigt man (Ubungsaufgabe):

—) —>

ET{'(ETQ)XST:;) (a3><31) a3-(51’><52’)
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= a1,1022033+ A12023031 + 41,3021 032

— Q13022031 — (11023032 — (12021 (33 (3.7)

Bei dem Ausdruck in (3.7) handelt es sich um die Determinante der 3 x 3-Matrix
A. Wir halten dieses als Definition fest.

Definition 3.16. (Determinante einer 3 x 3-Matrix)

Fir die 3 x 3-Matrix
a1 Aair2 a3
A= lay; az2 asy

a3z as2 asgs

definieren wir die Determinante von A durch

det(A) :=ajjas2a33 +aioa23a31 + aj3a21a32

— Q13022031 — Q1,1 0234032 — Q12027133 .

Als Merkhilfe zur Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix dient die Regel
von Sarrus: Wir schreiben die ersten beiden Spalten der Matrix A nochmals
rechts neben die Matrix. Dann bilden wir die Produkte entlang der Diagonalen
von links oben nach rechts unten und versehen diese mit dem Vorziehen ,,+“ und
bilden die Produkte entlang der Diagonalen von rechts oben nach links unten und
versehen diese mit dem Vorzeichen ,,— (siche ({3.§))):

a1 a2 @13 a1 a1
NOX X/

a1 Q22 A3 dy] (22
/X XN

aszi1 as2 Aaszsz ag; as 2

)

- - - 4+ 4+
Aufaddieren liefert die Determinante det(A).

(3.8)

Achtung: Die Regel von Sarrus gilt nur fiir 3 x 3-Matrizen!

Betrachten wir ein paar Beispiele.

Beispiel 3.17. (Determinanten von 3 x 3-Matrizen)

Betrachten wir die Matrizen

1 21 1 -2 -1 210
A=|-1 0 1], B=|2 1 3 und C=1(121
2 =10 3 -1 2 01 2
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Dann gilt nach der Regel von Sarrus:

det(A)=1-0-0+2-1-2+1-(=1)-(=1)=1-0-2—=1-1-(=1)=2-(=1)-0
=0+44+1-0+1+0=6,
det(B)=1-1-24(-2)-3-34+(=1)-2-(-1)
—(-1)-1-3-1-3-(=1)=(-2)-2-2
=2-184+2+3+3+8=0,
det(C)=2-2-241-1-0+0-1-1-0-2-0—-2-1-1—1-1-2
=8+04+0—-0—2—-2=4.

Bemerkung 3.18. (geometr. Interpretation der Determinate fiir n = 3)

| det(A)]| ist das Volumen des von den Spaltenvektoren aj,as,a3 von A in R?
aufgespannten Spats. Um das zu sehen, schreiben wir

det(A) = aj- (a3 xa3) = |aj| |a3x a3 cos(a), wobel o= 4(aj,a;xa3).

{52’ X 5§| ist nach
Bemerkung
der  Flacheninhalt LTI
des von a; und T S
a;  aufgespannten
Parallelogramms.
Da a5 x as senkrecht
auf diesem Paralle-
logramm steht, ist
|a7| cos(a) die Hohe
dieses Spats.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Cramersche Regel fiir 3 x 3-Matrizen
als Satz formulieren.

Satz 3.19. (Cramersche Regel fiir n = 3)

Seien
aj; a2 a13
A= a1 azp a3

az1 a3z2 33
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eme 3 X 3-Matrix und

b= |b
b3

Ist det(A) # 0, so ist das lineare Gleichungssystem (LGS) A X = b eindeu-
tig losbar. Fir die Losung gilt:

o

det ([
det ([
det ([

a3, a3))
ba]) |
b])

wobei ay,as, a3 der erste, zweite bzw. dritte Spaltenvektor von A sind.

* 7 det(A)

y A2,

2y 2

Ist det(A) = 0, so hat das lineare Gleichungssystem (LGS) A X = b keine
Losung oder unendlich viele Losungen.

Betrachten wir nun ein Beispiel fiir die Anwendung der Cramerschen Regel fiir
3 x 3-Matrizen.

Beispiel 3.20. (Losen eines LGS mit der Cramerschen Regel fiir n = 3)

Das lineare Gleichungssystem

|
O

ry — X2 =
—r1+ 2294+ 3= -2
$2+3(L'3: 4

kann in Matrizenschreibweise A x = b als

1 =1 0 |x 2
-1 2 1| |x| = [-2
0 1 3 x3 4
—A-@iaa =% -p
geschrieben werden. Wegen
1 -1 0
det | [-1 2 1 =1-2-3+(-1)-1-040-(-1)-1
0 1 3
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sind die Voraussetzungen fiir die Cramersche Regel fiir n = 3 erfiillt. Nach der
Cramerschen Regel fiir n = 3 gilt

o —> — 2 —1 0
xlz(ht(“”a”aﬂ)::l-dm; 9 92 1
det(A) 2 4 1 3
1 0

:§-Q2—4+O—0—2—6%:§:Q
R 1 20
xgz(htqahzf&ﬂ)zﬁzcbt -1 -2 1
det( 2 0 4 3

1 4
:§~(—6+0+0—0—4+6%:3—:—Z
> 1 -1 2
T3 = det ((Ear:% b]) = %-det -1 2 =2
et(A) 0 1 4

1 4
:5-@+0—2—0+2—4y:§:2

Wir finden also die eindeutige Losung

0
2= |-2

2

Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir noch einen kurzen Ausblick auf die
Cramersche Regel fiir n > 4: Sei also A eine n x n-Matrix. Auch in diesem
Fall kann man die Determinante von A so definieren, dass die Cramersche Regel
sinngemafs gilt. Leider gibt es aber fiir n > 4 keine einfach zu merkende Regel
mehr, um die Determinante einer n x n-Matrix direkt zu berechnen. — Wir werden
die Determinante von n x n-Matrizen mit beliebigen n in der HM B kennenlernen.
Die Formeln fiir die Determinante einer 3 x 3-Matrix bzw. einer 2 X 2-Matrix erhalt
man dann als Sonderfall, wenn man in der allgemeinen Formel n = 3 bzw. n = 2
setzt.
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KAPITEL 4

Weitere Grundlagen

In Teilkapiteln und lernen wir die komplexen Zahlen (als Erweiterung der
reellen Zahlen) einschlieklich deren Polardarstellung kennen. In Teilkapitel
werden wir sehen, dass jede quadratische Gleichung (mit Vielfachheit gezéhlt) ge-
nau zwei komplexe Nullstellen hat, und allgemeiner, dass jede Polynomfunktion
vom Grad n (mit Vielfachheit gezihlt) genau n komplexe Nullstellen hat. Insbe-
sondere interessieren wir uns in diesem Kontext auch fiir die (komplexen) n-ten
Einheitswurzeln, d.h. die Losungen der Gleichung 2" = 1, sowie die Losungen
verwandter Gleichungen.

In Teilkapitel lernen wir die Summen- und die Produktnotation kennen, die
wir in der HM A, HM B und HM C immer wieder benotigen werden. Die Summen-
notation kommt direkt in Teilkapitel zum Einsatz, wenn wir diverse Beispiele
fiir das dort eingefiihrte Beweisprinzip der vollstédndigen Induktion betrachten. In
Teilkapitel |4.6| fithren wir schlieklich die Fakultiten, die Binomialkoeffizienten und

den binomischen Satz ein.

4.1 Komplexe Zahlen

Motivation: Die Gleichung 2?> + 1 = 0 hat in R keine Losung. Es war eine
geniale Idee von Carl Friedrich Gauf (1777-1855), einfach so zu tun, als gébe
es eine Losung dieser Gleichung. Es ist klar, dass die Losung keine reelle Zahl
sein kann, sondern ein anderes Objekt sein muss. Wir nennen dieses Objekt die
imaginare Einheit und bezeichnen es mit 7, wie in der Elektrotechnik {iblich.
Fiir j gilt also j2 = —1. (Mathematiker und Physiker bezeichnen die imaginire

91
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Einheit iiblicherweise mit i statt mit j.)

Definition 4.1. (komplexe Zahlen)

(1) Sei j die imagindre Einheit, d.h. es gelte j> = —1. Dann heifit ein
Objekt der Form a+bj mit a,b € R eine komplexe Zahl. Die Menge

der komplexen Zahlen wird mit

C:= {a+bj . a,bER}

bezeichnet.
(2) Sind a+bj und c+dj mit a,b,c,d € R, so gilt

a+bj=c+dj = a=cundb=d.

Bemerkung 4.2. (R als Teilmenge von C)
Die komplexen Zahlen enthalten die reellen Zahlen als Teilmenge, denn jede
reelle Zahl a kann man als a +0 -7 = a + 05 schreiben. Also gilt R C C.

Man kann mit komplexen Zahlen wie mit reellen Zahlen rechnen, wenn man 52 =
—1 betrachtet. Betrachten wir dazu zunéchst einige Beispiele.
Beispiel 4.3. (Rechnen mit komplexen Zahlen)

(a) (14+25)+B—J)=1+34+2j—7=4+

(0) (14+2))-B=7)=3—j+6j -2/ =
2=

34+5j+2=5+5]
-1

(¢) Um den Bruch mit Nenner 3 — j zu vereinfachen, erweitern wir den Bruch

mit 3 + 7:

1+2j (14+25)B+7) 3+j+6j+25> I+7j_ 1. 7.

3-7  (B-)B+j)  9-j2 T 10 1010’
=—1

Wir halten die ,beobachteten Rechenregeln in einer Definition fest.
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Definition 4.4. (Addition und Multiplikation komplexer Zahlen)
Seien a,b,c,d € R. Dann gelten:

(1) Addition: (a+bj)+(c+dj)=(a+c)+(b+d)j

(2) Multiplikation: (a+bj)-(c+dj)=(ac—bd)+ (ad+bc)j

Betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel 4.5. (Addition und Multiplikation komplexer Zahlen)
(a) (5=6j)+(m+v2j)=(G+7)+(V2-6)j

(b) (—v3-34)-(2—V3j) = —2v/3+3-6j+3v3;% = —2v/3-3-3V3 =
—5v/3 -3

Wir fiihren noch einige Bezeichnungen ein.

Definition 4.6. (Realteil und Imaginarteil, Betrag und konjugiert
komplexe Zahl)

Sei z = a+ bj eine komplexe Zahl (wobei a,b € R sind). Folgende Bezeich-
nungen sind ublich:

Re(z) :==a Realteil von =z

Im(z) :=b Imagindrteil von z

|z == Va?+ b? Betrag von z

Z:=a—bjy zu z konjugiert komplexe Zahl

Beispiel 4.7. (Real-, Imaginérteil, Betrag, konjugiert komplexe Zahl)
Sei
2=2-3j=24+(-3)].

Dann sind der Realteil bzw. der Imaginérteil von z
Re(z) =2  und  Im(z) = -3,
und der Betrag und die zu z konjugiert komplexe Zahl sind

2| =22+ (=3)2=v13 und z=2-(-3)j=2+3j.
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Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist

z2=2-3j==z.

Bemerkung 4.8. (Gaufssche Zahlenebene)

Jede komplexe Zahl a+b j mit a, b € R ist durch das geordnete Paar (a,b) € R?
eindeutig bestimmt. Daher ist es sinnvoll, sich a+ b j als Punkt (a,b) in einem
kartesischen Koordinatensystem, der sogenannten Gaufischen Zahlenebene,
vorzustellen.

Die z-Achse nennt man die reelle
Achse, weil auf ihr die reellen Zahlen
liegen. Die y-Achse heiftt die imagi-
nare Achse.

Im A

T () e g z

Der Betrag |z| ist der Abstand von
z (also von dem Punkt (a,b)) zum 17
Nullpunkt.

Die zu z konjugiert komplexe Zahl 1 Re(z) Re
Z = a — bj (also der Punkt (a,—b)) :
entsteht durch Spiegelung von
z = a+ bj (also dem Punkt (a,b))
an der reellen Achse.

Die Addition zweier komplexer Zahlen z = a 4+ bj und w = ¢+ d 7, also der
Punkte (a,b) und (¢, d), funktioniert mit dieser Anschauung so, wie wir es von
Vektoren in R? (siehe Teilkapitel gewohnt sind: Wir erhalten die komplexe
Zahl z +w = (a+¢) + (b+d) j, also den Punkt (a 4 ¢, b+ d).

Beispiel: Wir haben die komplexe Zahl z = 342 5 und ihre konjugiert komplexe
Zahl 7 = 3 — 27 in der Skizze rechts oben in der Gauftschen Zahlenebene
veranschaulicht.

Wir lernen die Rechenregeln fiir die komplexen Zahlen.

Hilfssatz 4.9. (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen)
Fiir w, z € C gelten:




4. Weitere Grundlagen

(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 95

() wFz=w+7% Im A
(2) w-z=w-Z
(3) Z=2z

1
() Re(z) = 2 (:+2). w At

s ,
1
— —(y—% O
Im(2) 5 (z —2) \H)X\,
(5) 2eR & Im(2) =0 & z2=2 2| )
(6) 12 = | s
- 2 LT
(7) z-z =] 4 >
(8) |z-wl = |2] - w] fe
(9) Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w|
(10) Untere Dreiecksungleichung: ||z| — |w|| < |z + w|

Die Dreiecksungleichung ist in der Abbildung neben Hilfssatz [4.9]illustriert: Es
ist anschaulich klar, das die Lange |z + w| einer Seite der Dreiecks immer kleiner
als die (oder gleich der) Summe der Léngen |z| und |w| der beiden anderen Seiten
seln muss.

Beweis von Hilfssatz [{.9: Die Rechenregeln in Hilfssatz [4.9] zeigt man durch di-
rektes Nachrechnen. []

Da im Hilfssatz die komplexen Zahlen z und w auch reell sein diirfen (da
R C C ist), gelten alle Aussagen in Hilfssatz auch fiir reelle Zahlen. Fiir
r € Rist 2 = 2 + 04 und somit |z| = v22 + 02 = Va2 = |z|, d.h. der Betrag
von z € R C C ist der aus der Schule bekannte (Absolut-)Betrag einer reellen

Zahl. Also gelten Eigenschaften [(8)], [(9)] und [(10)] in Hilfssatz auch
fiir den (Absolut-)Betrag reeller Zahlen.

Bemerkung 4.10. (Quotienten/Division komplexer Zahlen)

Aus Hilfssatz folgt fiir jedes z # 0 durch Erweitern mit z:
1 z z

= - 4.1
z  z-Z |z]? (+.1)
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Analog folgt fiir den Quotienten w/z zweier komplexer Zahlen w und z mit
z # 0 durch Erweitern mit z, dass

w -z

= (4.2)

w w -
Z Z

IR IRSY

gilt. In dem rechten Ausdruck in (4.1]) und ist der Nenner ist nun reell,
und wir konnen die Multiplikation der komplexen Zahlen im Zahler wie iib-
lich mit Definition ausfithren und erhalten eine Zahl in der ,jiblichen”
Darstellung a + b 5 einer komplexen Zahl.

Wir sehen also: Um den Quotienten w/z zweier komplexer Zahlen in
die iibliche Form a—+b j zu bringen, erweitern wir mit der zum Nenner
2 konjugiert komplexen Zahl Z.

Betrachten wir noch ein Beispiel fiir die Division komplexer Zahlen.

Beispiel 4.11. (Division komplexer Zahlen)

1 _ — _
(a) Um = zu berechnen erweitern wir mit j = —j, also = = - ‘7, = ‘,72 = —j.
J jooJ(=3) =y
(b) Um den Quotienten
4457
3_ 2/

zu berechnen, erweitern wir mit 3 — 25 = 3 4+ 25 und erhalten
4455 (4+455)(3+2j) 12+15j+85+104?
3—27 (3—=27)(3+2y) 32+ (—2)?

12423510 _2423j 2 23
- 13 ~ 13 13137
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4.2 Polardarstellung komplexer Zahlen

Wir leiten nun die Polardarstellung von komplexen Zahlen her:

Im A
Sei zunéchst z € C mit |z] = J
1, d.h. z liegt auf der Einheits-
kreislinie
Sln(gb) P >
{zeC : |z|=1}.
Dann gilt (siehe Skizze) ¢ \ >

— z = cos(¢) + sin(9) .

¢ ist der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Strecke vom Ur-
sprung nach z. Man misst ¢ gegen den Uhrzeigersinn. Der Winkel ¢ wird im
Bogenmals angegeben und heifst das Argument von z, also ¢ = arg(z). arg(z)
ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.

Nun betrachten wir beliebige komplexe Zahlen z # 0, d.h. esseir > 0 und z € C
mit |z| = r. Dann ist

Re(z) = r cos(¢), Im(z) = r sin(¢)
— z=rcos(¢p)+rsin(¢)j=r [COS(@ + sin(¢) j]

Dieses ist die Polardarstellung von z € C, z # 0. Es ist iiblich, ¢ = arg(z)
durch einen Winkel im Intervall [0, 27| anzugeben.

Methode 4.12. (Umrechnung zwischen kartesischer Darstellung und
Polardarstellung)

Machen wir uns klar, wie die Umrechnung zwischen der kartesischen Dar-
stellung komplexer Zahlen z = a + bj und der Polardarstellung funktio-
niert:

(1) Liegt z in Polardarstellung
z =1 [cos(®) + sin(¢) j]
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(2)

vor, so lesen wir direkt ab, dass die kartesische Darstellung gegeben ist
durch

z=a+byj mit  a =1 cos(¢p), b=r sin(e).

Liegt z in der kartesischen Darstellung z = a+bj vor, so wissen direkt

r=|z| = Va®+ b
Weiter wissen wir wegen
a =1 cos(9) und b =r sin(¢),

dass qilt

COS(¢) = g, 51n(¢) — é und tan(gb) _ Sln(¢) o b

r cos(¢) a’

Aus der Gleichung tan(¢) = b/a alleine konnen wir das Argument ¢
nicht bestimmen, denn arctan(b/a) liefert immer einen Winkel im In-

tervall }—%,%[, d.h. in den Intervallen [O,%[ und ]%”,2%[. Das Ar-
gument ¢ in der Polardarstellung kann aber (bis auf die Addition von
Vielfachen von 27 ) alle Werte in [0, 27| annehmen. Den korrekten Win-
kel erhalt man, indem man die Vorzeichen von a und b beriicksichtigt

und bei Bedarf den Winkel noch an der imagindren Achse spiegelt.

Besser geht man aber wie folgt vor: Anhand der Vorzeichen von
Re(z) und Im(z) bestimmt man zundchst mit der unten stehenden Ta-
belle, in welchem Quadranten die komplexe Zahl z liegt.

o IstRe(z) =0 bzw. Im(z) = 0 so wissen wir bereits, dass der Winkel
5 oder 37” bzw. 0 oder 7 ist. In diesem Fall kénnen wir direkt am
Vorzeichen von Im(z) bzw. Re(z) ablesen, was der korrekte Winkel
1St.

o Sind Re(z) und Im(z) beide ungleich Null, so ldsst sich die kom-
plexe Zahl z eindeutig einem Quadranten zuordnen. Wir suchen

dann ¢ so in dem zu dem Quadranten gehorenden Intervall fir die
Winkel, dass

Rer(z) und sin(¢) — Imr(z)

cos(¢) =

erfullt sind.
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Tabelle zur Bestimmung des Quadranten:
Quadrant Bedingungen an hériae Winkel
uadran Re(z) und Tm(z) zugehorige Winke
1. Quadrant | Re(z) > 0 und Im(z) >0 0<¢p< g
(0° < ¢ < 90°)
2. Quadrant | Re(z) < 0 und Im(z) >0 g <op<m
(90° < ¢ < 180°)
3
3. Quadrant | Re(z) < 0 und Im(z) <0 T< ¢ < g
(180° < ¢ < 270°)
4. Quadrant | Re(z) > 0 und Im(z) <0 — < ¢ <27
(270° < ¢ < 360°)
Beispiel 4.13. (Polardarstellung)
Fiir die komplexe Zahl z =1 + j gilt
Im A
1+j:\/§[cos <E)+Sin <z>]} : -
4 4
denn: 7 = |1 + j| = /2, und ¢ lisst sich
aus der nebenstehenden Zeichnung ablesen L 1+
oder mit Hilfe der folgenden Uberlegungen
berechnen: Aus
v
Re(z) 1 V2 y &
cos(¢) = =—=—, N |
r N N
sin(¢) = . :\/§: 5 oot .
1 Re

konnen wir ablesen, dass z im 1. Quadran-

ten liegt und dass ¢ = arg(z) = 7/4 ist.
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Beispiel 4.14. (Polardarstellung)
Fiir die komplexe Zahl z = —1 + /3§ finden wir

Pzl = (124 (VB2 = VI3 = Vi=2.

Wir haben hier Re(z) = —1 < 0 und Im(z) = v/3 > 0, d.h. unsere komplexe
Zahl liegt im 2. Quadranten. Damit bekommen wir 7/2 < ¢ < w. Weiter gilt

~Re(z) -1 1 , ~Im(z) V3
cos(¢) = =5 =3 und sin(¢) = =
Wir wissen, dass (beachte I 2 60° und ¥ =7 — § = 120° = 180° — 60°), also
T 1 2T 1
Ccos <§> =5 und daher Ccos (?) ==3

sin (g) — sin (%ﬂ) - ?

Mit dem Winkel/Argument ¢ = arg(z) = %” liegen wir im richtigen Quadranten.
Also folgt die Polardarstellung:

afe () em(5)]

Mit der Polardarstellung kann man die Multiplikation und Division komplexer
Zahlen sehr viel einfacher durchfiihren als mit der kartesischen Darstellung.

Satz 4.15. (Rechnen mit der Polardarstellung)
Seien z,w € C\ {0} mit den Polardarstellungen

z =1 [cos(®) + sin(¢) j] bzw.  w=s[cos(¢) +sin(v) j].
Dann gelten:
(1) Z =1 [cos(¢) —sin(¢) j] = r [cos(—¢) + sin(—¢) j]
@)§==%bmd¢»—$nw0ﬂ==%Pmd—¢y+gn«¢0ﬂ

(8) z-w=(r-s)- [COS(¢+¢) —|—sin(q§—|—¢)j]
(4) 2" =¥ [cos(ke) + sin(ke) j] fir alle k € Z

(5) = == [cos(¢ =) +sin(¢ —v) ]
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Anschauliche Bedeutung von Satz [(3)k Multiplikation in C kann man
sich so vorstellen: Will man z-w berechnen, so nimmt man den Punkt z, streckt ihn
um s = |w| am Ursprung und dreht den entstandenen Punkt dann um ¢ = arg(w)
gegen den Uhrzeigersinn.

Beweis von Satz[.15:

(1) Dieses folgt direkt, wenn man nutzt, dass Cosinus eine gerade Funktion und
Sinus eine ungerade Funktion ist.

(2) Wir erweitern mit Z und nutzen, dass Cosinus eine gerade Funktion und
Sinus eine ungerade Funktion ist:

% _ % _ # LT = % -1 | cos(¢p) — sin(¢) j]
=~ [eos(6) — sin(¢) ] = + [cos(~6) + sin(~6) j].

(3) Nachrechnen unter Ausnutzung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosi-

nus (vgl. Seite liefert:

Z-wW=r [Cos(gb) + sin(¢) j} .S [cos(w) + sin(2)) j]
s [ cos(@) cos(v) — sin(g) sin(¥) +sin(@) cos(v) j + cos(9) sin(v) j ]

~" ~"

= cos(¢+1)) =sin(¢+1)) j
=rs [cos((b + 1) + sin(¢ + w)j].

(4) Durch wiederholte Anwendung von |(3)| findet man fiir £ € N
P=zoz=(r-r)- [cos(¢ + @) + sin(¢ + ¢) j]
= 72 [ cos(k¢) + sin(ko) 5],
2 =z-2"=(r-r?) - [cos(¢ + 2¢) + sin(¢ + 2¢) j]
=73 [ cos(3¢) + sin(3¢) 7],

= = () [cos(gb + (k —1)¢) +sin(¢ + (k — 1)9) j]
= [ cos(k¢) + sin(ke) 7].

Fiir & = 0 gilt per Definition 2” = 1 und 1 =7 = r° | cos(0) + sin(0) j].
Fir k € Z\ Ny ist k = —¢ mit einem ¢ € N. Mit [(2)] und dem bereits
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bewiesenen Fall fiir positives k folgt dann
1\ /1 !
F == () = (—) = <— [ cos(—¢) + sin(—¢) ]])

Z r

_ lg [ cos(—¢) +sin(—g) ] = r~ [ cos(—Lg) + sin(—(e) ]
=k | cos(k¢) + sin(ke) j].

(5) Mit |(2)| und|(3)| folgt

2 o Lo [cos(6) + sin0) ] - [cos(—) + sin(—5) ]
— g [ cos(¢ — ) + sin(¢ — ) j].
Damit ist der Satz bewiesen. U

Bemerkung 4.16. (Polardarstellung mit Euler-Formel)
Definiert man fiir ¢ € R

e/? := cos(¢) + sin(¢) 4, (Euler-Formel)

so erhdlt man die Polardarstellung z =re? mit r = |z, ¢ =
arg(z).
Mit 2z = re/® und w = se’¥ aus C\ {0} lautet Satz dann:

1) z
1 1 1,
2) — = _ ¢
(2) c=—m="c
(3) z-w=(re’?) - (sel) = (rs) o™
(4) 2" = (r ejd))k = r* /% fiir alle k € Z.

Jo
(5) 2 =1% —Teite—v)
w  selV s
Wir kénnen nun mit e/ mit den iiblichen Rechengesetzen fiir die Exponenti-

alfunktion rechnen.

Beispiel 4.17. (Rechner mit der Polardarstellung mit Euler-Formel)
Seien z = 2€’5, w = V2ei% . Dann gelten

1 1 1

z 26l 2

Y
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1 1 1 s
— = - 5T = € %6 Y
w26l V2

w\a

2w =265 V26T = 2v2657%) = 21267,
2els 2

— 2 (%) 2 \Re T = V2T = V2
V2elT V2 /

2= (2675)° = /53 —ge/T =8 (—1) = —8.

SHIRS

4.3 Komplexe Nullstellen von Polynomen

Wir wollen uns zunéchst mit der Losung quadratischer Gleichungen in den kom-
plexen Zahlen beschéftigen und werden sehen, dass nun alle quadratischen Glei-
chungen mit Vielfachheit genau zwei komplexe Losungen besitzen.

Betrachten wir also eine beliebige quadratische Gleichung
ar’ +br+c=0 (4.3)

mit a,b,c € R, wobei a # 0 ist. Wir diirfen auf beiden Seiten durch a # 0 teilen
und erhalten somit

b

P 2 a5 =0 — 4+ prt+q=0 (4.4)
-
::p ::q

mit p, ¢ € R. Es reicht also aus, Gleichungen der Form ({4.4)) zu betrachten.

Mittels der quadratischen Ergdnzung und der ersten binomischen Formel erhalt
man

22 _ (221 2? (2)2 _@)2 - ( 2)2_ r_
O=2"+pr+q (x +22$+ 5 5 +4q x+2 1 q
—_——

Wir unterscheiden nun drei Falle: D =0, D > 0 und D < 0.

e Full D =0:Ist D =0, so vereinfacht sich die Gleichung zu
_ 12) ’ __Pp

und diese einzige reelle Losung hat die Vielfachheit 2, weil der Faktor

T + g mit der Potenz 2 auftritt. Mit Vielfachheit gezéhlt haben wir also

zwei reelle Losungen.
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e Full D > 0: Fiir den Fall, dass D =& —¢ > 0 gilt, erhiilt man mit der
dritten binomischen Formel aus (4.5)) die Gleichung

0= <x+g+\/ﬁ) <x+g—\/ﬁ)

B p [P p p?
—<x+2+ 1 q)(:c+2 1 q),
deren zwei reelle Losungen die aus der Schule bekannte p-q-Formel sind:

rn=—=—1/——q und To=—=+4+1\/——q.

e full D < 0: Mit den komplexen Zahlen konnen wir nun auch den Fall
D = % — q < 0 behandeln. Dazu schreiben wir

2 2 2

p p 9 p

D:—— — _— — — _ —
—_——

=—-D>0

und erhalten mit der dritten binomischen Formel aus (4.5))
P\ o P’
o= (oo o2
T+ 5 J (q 4>

_ p . p? p p?
<x+2+j q 4><x+2 71/ q 4>.

Fiir D < 0 erhalten wir also die beiden komplexen, nicht-reellen Losungen

2
xlz—]—)—j q—% und ngz—g—i—j q—%.

Wir beobachten, dass o = 77 und x1 = 7s.

Fazit: Jede quadratische Gleichung a 2?+bx+c = 0 mit a, b, c € R, wobei a # 0,
hat in C genau zwei nicht notwendigerweise verschiedene Losungen
1,29 € C, d.h. es gilt

0=az’+bx+c=alx—x)(r— ).

Dabei kénnen nur die folgenden drei Falle auftreten:

e 11,x5 € R mit 1 # x5 (zwei verschiedene reelle Losungen)
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e 11,x9 € R mit 1 = x5 (eine reelle Losung mit Vielfachheit 2)

e 11,19 € C\R mit T3 = x1 (zwei verschiedene komplexe, nicht reelle Losun-
gen, die konjugiert komplex zueinander sind)

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.18. (quadratische Gleichungen)
(a) 22+ 3x+2=0

Wir formen die quadratische Gleichung 2? + 32 4+ 2 = 0 wie folgt mittels
quadratischer Ergdnzung und der binomischen Formeln um:

9 9 3\? 1
0:x2—|—3x+2:<x2—|—3x+—>—_+2:<x+_> S

4 4 2 4
3\* /1)’ 3 1 3 1
<x+2) (2> <x+2 2) <x+2+2> (x+1)(z+2)
Also finden wir zwei verschiedene reelle Losungen 1 = —1 und z9 = —2.

(b) 22 =8z +16 =0

Wir formen die quadratische Gleichung 22 —8 x+16 = 0 mittels der zweiten
binomischen Formel um:

0=2-82+16= (x —4)%

Wir erhalten also die einzige reelle Losung x = 4 mit der Vielfachheit 2.
(¢c) 2> =4z +13=0

Wir formen die quadratische Gleichung 22 — 4z + 13 = 0 wie folgt mittels
quadratischer Ergédnzung und der binomischen Formeln um:

O=2’—424+13= (2" -4z +4) —4+13=(z—2)>+9
= (-2 =@3j)=(@—-2-37)(zr—2+3j).

Nun lesen wir ab, dass die quadratische Gleichung die folgenden beiden
nicht-reellen, zueinander konjugiert komplexen Losungen hat:

r1 =243y und To=2—37.
Im Folgenden betrachten wir einen Sonderfall polynominaler Gleichungen
n-ter Ordnung: Sei n € N. Wir suchen alle komplexen Losungen der Gleichung

" = 1.
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[st z eine Losung von z" = 1, so gilt fiir |z|:
12" = 12" = |1] =1, also |z| = 1.

Deshalb hat z die Polardarstellung z = e/ mit einem geeigneten Argument ¢.
Wir setzen diese in die Gleichung 2™ = 1 ein:

= =1
= ng =2kt mit keZ

2k
= p=—m mit keZ (4.6)
n

Fir k = 0,1,2,...,n — 1 erhalten wir in (4.6) Winkel im Intervall [0, 27|[. Fiir
alle anderen k € Z, also fir k € Z \ {0,1,2,...,n — 1}, erhalten wir Winkel der

Form 00
d=—m+m?2r mit £ € {0,1,2,...,n— 1} und m € Z.
n

Fiir solche Winkel gilt aber

(24 20 . 20
e](;w-i-m%r) — T 6jm27r .

——— ’
=1

d.h. fiir die Winkel

2k
n

erhalten wir bereits alle verschiedenen Losungen z = e/® der Gleichung 2" = 1.

Also hat 2" = 1 genau die n verschiedenen (komplexen) Losungen

.2(n—1)m

1, en, en, ..., e, (4.7)

9
genannt die n-ten Einheitswurzeln.
Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.19. (3-te Einheitswurzeln)
Wir berechnen die dritten Einheitswurzeln: Mit (4.7)) finden wir

027
s = =1,

o 2 2 1 3
e!s = cos (%) + j sin (—W> = ———l—gj,
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e’s =cos | — sin| — | =—-— —
3) 773 2 2 7
: : 2w 1 : 2m 3 4 1 : 4 3
wobei wir cos (?) = —3, sin (g) = %, cOS (?) = —5 und sin (?) = —%

(siehe Anhang [A.4) benutzt haben.

In der nachfolgenden Zeichnung sind die n-ten Einheitswurzeln in der Gaufsschen
Zahlenebene fiir n = 3, n = 4 und n = 6 dargestellt. Wir sehen, dass die n-ten
Einheitswurzeln die Ecken eines gleichseitigen n-Fcks sind, welches so positioniert
und skaliert wurde, dass alle seine Ecken alle auf dem Einheitskreis liegen und dass
eine Ecke der Punkt (1,0), also die Zahl z = 1, ist.

Im A Im Im A

Re

Mit den n-ten Einheitswurzeln und der Polardarstellung konnen wir nun jede
Gleichung der Form z" = w mit w € C in den komplexen Zahlen 16sen und
erhalten n (komplexe) Losungen. Wir bezeichnen die Lésungen von " = w auch
als n-te Wurzeln von w.

Vorgehensweise zur Berechnung der Losungen von z" = w:
Fiir jede Losung z gilt |2|” = |w], d.h. r = |z| = |w|"" = /|w].

Schreibe w in Polardarstellung und mache den Ansatz z = r e/® fiir Losun-
gen von x'" = w. Setze beides in x" = w ein.

Bringe die so erhaltene Gleichung in die Form /¥ = 1. Wegen 1 = e/2*7
k € Z, gilt dann

W =2kn, keZ (4.8)

Lose (4.8) nach ¢ auf, um fir k = 0,1,...,n—1 alle Winkel ¢ zu bestimmen,
die mittels z = r e/? die n verschiedenen komplexen Lésungen von 2" = w
liefern.

Betrachten wir dazu ein Beispiel.



4.3. Komplexe Nullstellen von Polynomen
108 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Beispiel 4.20. (n-te Wurzeln einer komplexen Zahl)

Wir wollen alle komplexen Losungen der Gleichung
23 =8
bestimmen. Ist z Losung, so gilt fir |z|:
P =10 =8jl=8 = |=2

Also hat z die Polardarstellung z = 2 /% mit geeignetem ¢. Einsetzen in 2 = 8 j
liefert

=8y — (269 =8
8e¥? = 8el2

=
= 0 =¢l2
=

B0 p=i% — % oid
——
:ej(%—%):eo_l
= D=
— 3gb—g:2k7r mit k € 7
2k
— ¢:%+§ﬂ' mit k € Z

Also gilt:

e {26, 26087, 2081 — (VB4 —VB4j, =25},

Als Letztes lernen wir noch den Fundamentalsatz der Algebra kennen.

Satz 4.21. (Fundamentalsatz der Algebra)
Setenn € N und cg, ¢y, ¢, ...c, € C mit ¢, # 0. Wir betrachten das komple-
xze Polynom

n

p(z) :cnx”+...+02:c2+clx+co:chxk.

k=0

Die Gleichung p(x) = 0 hat dann immer mindestens eine Lisung. Durch
wiederholte Anwendung dieser Aussage, ldsst sich das Polynom somit fakto-
risieren als

px)=cy(z—2z)(x—29) ... (& — z),
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wobei z1, 29, ..., 2, die n (nicht notwendigerweise verschiedenen) Losungen
von p(x) =0 sind.

Hinweis: Auch bei komplexen Polynomen kann man Polynomdivision und das
Horner-Schema anwenden.

4.4 Summen und Produkte

In diesem Teilkapitel fiihren wir kurz die Notation fiir Summen und Produkte
ein. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung von Summen und Produkten, einschliefs-
lich deren Eigenschaften und Rechenregeln, sei auf Anhang und Anhang
verwiesen. Dort finden Sie auch viele Beispiele. Wenn Sie mit der Summen- und
Produktnotation keine Ubung haben, sollten Sie diese Anhéinge unbedingt lesen.

Definition 4.22. (Summen und Produkte)
Firm,n € Z mit m <n und T, Tmi1, ..., T, € R (oder C) schreiben wir:
n
Z T = Ty + Topy1 + ...+ Ty, (Summe von Ty, Tty - - -5 Tn)
k=m
n
H Tk =T * Tongl * -+ - T (Produkt von ., Tpmi1,- .., Ty)
k=m

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 4.23. (Summen und Produkte)
(a) > k=1+2+...+99+100=50-101 = 5050
k=1
5
(b) [[k=1-2-3-4-5=120

k=1

n
(c) Z apx® =ap+ a1zt +asx® 4+ ...+ a, 2", wobei 2’ = 1 genutzt wurde.
k=0
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Ein wichtiges Beispiel fiir ein Produkt sind die Fakultaten.

Definition 4.24. (Fakultat)

Sein € Ny. Dann nennen wir

1, wenn n =0

n! = -
Hk:1-2-...-n wenn n > 1,
k=1

n-Fakultat.

Beispiel 4.25. (Fakultiten)
Es gilt:

0l =1, =1, 2 =2, 31 =6,
4 =24, 51 = 120, 6! = 720, 71 = 5040.

4.5 Vollstandige Induktion

Wir beginnen mit dem Begriff einer (mathematischen) Aussage.

Definition 4.26. (Aussage)

Fine (mathematische) Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch
15t.

Beispiel 4.27. (Aussagen)

(a) 8 ist eine gerade Zahl. (wahre Aussage)

(b) 6 ist eine Primzahl. (falsche Aussage)

(c) 3 <6 (wahre Aussage)

(d) 3 =4 (falsche Aussage)

e) 3 <4 (wahre Aussage)

f) Berlin ist die Hauptstadt der Bundesrepublik Deutschland. (wahre Aussage)

(
(

Nun formulieren wir das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion.
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Satz 4.28. (Beweisprinzip: vollstandige Induktion)
Sei ng € Z. Fiir jedes n € Z mit n > ng sei eine Aussage A(n) gegeben.

Angenommen man kann die folgenden beiden Dinge beweisen:
(1) A(ng) ist wahr.

(1) Die Implikation (= Folgerung) ,Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch
A(n + 1) wahr.“ gilt fir jedes n > ny.

Dann ist A(n) fir alle ganzen Zahlen n > ng wahr.

Welche Idee steckt hinter diesem Beweisprinzip? Ist A(ng) wahr und weifs
man, dass aus A(n) fiir n > ng immer A(n+1) folgt, so kann sich nacheinander im-
mer ,weiterhangeln: Aus A(ny) folgt A(ng+1), daraus folgt dann wieder A(ng+2),
daraus folgt dann wieder A(ng + 3), usw..

Bemerkung 4.29. (Beweise mit vollstindiger Induktion fiihren)

Praktisch geht man bei der Anwendung des Beweisprinzips der vollstan-
digen Induktion wie folgt vor:

Nachdem man A(n) und ng identifiziert hat, fithrt man den Beweis in den
folgenden zwei Schritten durch:

(i) Induktionsanfang (IA): Die Aussage A(n) wird fiir n = ng bewiesen
(oft durch eine direkte Rechnung).

(ii) Induktionsschritt (IS): Fir beliebiges n > ny wird unter Benutzung
der Aussage A(n) die Aussage A(n+1) bewiesen. A(n) wird dabei als In-
duktionsvoraussetzung (IV) bezeichnet. Die Stelle im Beweis, an der
diese eingeht, wird haufig mit ,(IV)“ gekennzeichnet, um darauf hinzu-
weisen, dass an dieser Stelle die Induktionsvoraussetzung genutzt wurde.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 4.30. (vollstandige Induktion)

- 1
Behauptung: Fiir alle n € N gilt: Z k= %
k=1
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Beweis (mit vollstindiger Induktion): Wir haben ng = 1 und die Aussage
1)
A(n) : Z k= (n +

1(1+1)

1
Induktionsanfang (IA) n = 1: A(1) ist wahr, denn Z k=1= 5

k=1
Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen:
n+1

At Sok=0F 1)2(“2) (4.9)

Dazu starten wir mit der linken Seite von (4.9)) und formen diese unter Ausnutzung

der Induktionsvoraussetzung (IV) so lange geeignet um, bis wir die rechte Seite
von (4.9) erhalten.

>k zﬁik +(n+1)

w nach (IV)

+1

2
nn+1)+2(n+1)
2
(n+2)(n+1)
2

Damit haben wir die Aussage A(n + 1) bewiesen.
Nach dem Prinzip der vollstéandigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N,

Kurzversion des Beweises:

(IAyn=1: 21: 1—+1) v

n

(ISyn~n+1: k=Y k+(n+

3 >
_ =

1ﬂgwwn+U

5 +(n+1)

;H?‘
—_
?HT‘
[uy

nn+1)+2(n+1) n+2)(n+1)
2 2
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Im néchsten Beispiel geben wir direkt die Kurzversion des Induktionsbeweises.

Beispiel 4.31. (vollstandige Induktion)
Behauptung: Fiir alle n € N mit n > 4 gilt: n! > 2"

Beweis (mit vollstindiger Induktion):

(IA)n=4: 41=24>16=2" v

(V)
ISYn~An+1: (n+1)=n (n+1) >2"(n+1)>2".2=2"" [

>2n >2

Als weitere Beispiele fiir das Induktionsprinzip beweisen wir den Satz von der
geometrischen Summe und die Bernoulli-Ungleichung.

Satz 4.32. (Satz von der geometrischen Summe)
Fiir z € C\ {1} und n € Ny gilt:

n+1

n
]__
E zk:—z
1—2
k=0

Beweis von Satz[4.39 (mit vollstindiger Induktion iber n):

1_1
k 0 1 <

NE

IA = 0 . = — =
(IA) n ¥ =z T v
k=0
n+1 n
1 — n+1
(IS)n~n+1: Sk (Z Zk) 4t (IV) 1—2 4l
k=0 k=0 —
—_———
= 1,12_71:-1 nach (IV)
B 1 — Zn+1 (1 . Z) Zn+1
1=z 1—2
1 1 — Zn+2
— 1 — n+1 n+l _ _ni2 — N
T (1—=2""+2 2"F) .

Hilfssatz 4.33. (Bernoulli-Ungleichung;:)
Fir allen e Nundx > =1 gilt: (14+2z)">1+nx.
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Beweis (mit vollstindiger Induktion tiber n):

IA)n=1: l+a)=1l+z>1+1-2 V
(IV)
(ISyn~n+1: 1+z)"=0+2)"(1+2) > (1+nz)(l+2)

—— ——
> 1+nz >0

-1 2 >
+rx4+nr+nz:>1+n+1)x O
=(n+1)z >0

4.6 Binomialkoeffizienten und binomischer Satz

Aus der Schulmathematik sind Thnen die binomischen Formeln vertraut:
(a+b)?*=a*>+2ab+ b (1. binomische Formel)
(a—b)?=a*—2ab+b? (2. binomische Formel)

(a—b)(a+b) =a®—b (3. binomische Formel)

Der binomische Satz stellt eine Verallgemeinerung der ersten und zweiten bino-
mischen Formel dar. Als Vorbereitung benétigen wir die Binomialkoeffizienten.

Definition 4.34. (Binomialkoeffizienten)
Fiirn, k € Ng mut k < n definieren wir die Binomzialkoeffizienten

<n):: n! nen=1)-...-(n—k+1)

k) kKl(n—k) 1-2-... -k

Man bezeichnet (Z) als ,,Binomialkoeffizient n tiber k* Dabet ist fiir £ € Ny
die Fokultdt ¢! definiert als

ol:=1 und :=1-2-3-...-(—=1)-¢ firteN,

Wir halten zunéchst einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten fest.

Hilfssatz 4.35. (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)
Seien k,n € Nj.
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()= ()=
(2) Firn>1 gilt: CL) - (T:J —n

(3) Fiir k <n gilt: <

ozt (2)(0)-(1)

Beweis von Hilfssatz[4.35: Die Eigenschaften [(1)] [(2)]und [(3)] folgen durch direktes
Nachrechnen:

n\ n! _onl n! _(n
0/ 0m—-0)! 0n nln—m)! \n)

> 3
N
I
AN
S
|3
o~
~

n n! n! (n—1)!n
<n—1> T h-Dn—m—-1) -l m-nr "

(Z) TR (nn!— B (n —n/i)!k:! " (n—k)! (nn!— (n—k) (nik>

Der Nachweis von Eigenschaft |(4)|ist eine Ubungsaufgabe. []

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir den binomischen Satz formulieren.

Satz 4.36. (binomischer Satz)
Fiira,b € R und n € Ny gilt:

(a+b)" = zn: (Z) " b

k=0

(MY om0 Y\ 141 n\ 2,2 Y\ 0n
—(O>ab—l—<1>a b—l—(2>a b—l—...—i—(n)ab.

Als Spezialfall erhalten wir fiir n = 2 die erste und zweite binomische Formel.
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(a+0)° = /\
(a+b)! = 1]a+[1]b
¢ N N
(a+b)* = [1]a® +[2]ab +|1]b?
NN N
(a+b)? = [1]a® +[3]a®b +[3]ab? +|1]b°
NN NN
(a+b)* = [1]a* +[4]a®b +[6]a?? + [4]a b +[1]b*

Abbildung 4.1: Das Pascalsche Dreieck: Die Koeffizienten in der Formel fiir (a+b)"
erhilt man, indem man die Koeffizienten in der Formel fiir (a+b)"~! addiert, von
denen Pfeile auf den Koeffizienten in der Formel fiir (a 4 b)" weisen.

Beweis von Satz[4.36: Der Beweis des binomischen Satzes ist eine anspruchsvolle
Ubungsaufgabe. O

Beispiel 4.37. (erste und zweite binomische Formel)

Der binomische Satz fir n = 2 lautet

(a+0b)* = ((2)) a* b + G) ab+ (3) a’ b* = <§> a* + G) ab+ @) b2,

(4.10)

und wir haben

O -remt () -mem2 () -remt

Einsetzen in (4.10]) ergibt die erste binomische Formel:

2 2 2
(a+b)? = (O>a2—|— <1>ab—|— <2>b2 =1a*+2ab+10*=a*+2ab+ b

Setzen wir in der letzten Formel nun b = —d, so finden wir
(a—d)?=a*+2a(—d) + (—d)* = a* —2ad + d°,
und wir haben auch die zweite binomische Formel hergeleitet.

Den binomischen Satz fiir die Berechnung von (a + b)" kann man auch mit dem
Pascalschen Dreieck (vgl. Abbildung berechnen.
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Die Eigenschaft |(4){in Hilfssatz spiegelt sich im Pascalschen Dreieck wider,
wie in der folgenden Zeichnung illustriert ist.

(a+b)? =

b4
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KAPITEL D

Reelle Zahlenfolgen

In diesem Kapitel lernen wir reelle Zahlenfolgen kennen und untersuchen deren
Eigenschaften, insbesondere deren Konvergenz bzw. Divergenz. Genauer ist dieses
Kapitel wie folgt aufgebaut:

Als Vorbereitung fithren wir in Teilkapitel [5.1] fiir Teilmengen der reellen Zahlen
zunachst die Begriffe beschrankt und unbeschrénkt, sowie die Begriffe des Maxi-
mums bzw. Minimums und des Supremums bzw. Infimums einer Menge ein.

In Teilkapitel fithren wir den Begriff einer reellen Zahlenfolge ein und lernen
deren grundlegende Eigenschaften kennen. Ein wichtiger Sonderfall sind dabei die
sogenannten rekursiv definierten Folgen. In Teilkapitel fithren wir den Begrift
der Konvergenz einer Zahlenfolge gegen einen Grenzwert ein. Dieser ist einer der
schwierigsten Begriffe der Analysis — lassen Sie sich also nicht entmutigen, falls
Sie Konvergenz nicht direkt verstehen sollten! Wir lernen auch, dass der Grenz-
wert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt ist. In Teilkapitel [5.4] betrachten
wir konvergente Folgen mit Grenzwert null, sogenannte Nullfolgen, und es werden
verschiedene Resultate iiber konvergente Folgen im Kontext von Nullfolgen vorge-
stellt. Im Teilkapitel lernen wir Rechenregeln fiir konvergente Folgen kennen.
Mit diesen kénnen wir die Grenzwerte komplizierter konvergenter Folgen auf die
Grenzwerte einfacher konvergenter Folgen zuriickfiihren. In Teilkapitel werden
verschiedene Resultate vorgestellt, aus denen man die Konvergenz einer Folge ab-
leiten kann, ohne ihren Grenzwert zu berechnen. In Teilkapitel betrachten
wir einige klassische Beispiele konvergenter Folgen, die in der Entwicklung der
Analysis eine wichtige Rolle gespielt haben.

In Teilkapitel fiihren wir den Begriff des Haufungswertes einer Folge ein. Mit
diesem Begriff konnen wir dann den oberen bzw. unteren Limes (auch Limes
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superior bzw. Limes inferior genannt) einer Folge einfithren. Diese Begriffe sind
als eine Abschwéchung des Begriffes des Grenzwertes zu verstehen. In Teilkapitel
b.9] werden Folgen betrachtet, deren Folgenglieder in einem gewissen Sinn gegen
+00 oder gegen —oo streben.

5.1 Supremum und Infimum

Als Vorbereitung fiir die nicht-trivialen Begriffe des Supremums bzw. des Infi-
mums lernen wir zunachst beschrankte Mengen und die Begriffe des Maximums
bzw. Minimums einer Menge kennen.

Definition 5.1. ((nach oben bzw. unten) beschrinkte Menge)

Sei A eine nichtleere Teilmenge von R.

(1) A heifit nach oben beschrdankt, wenn es eine Zahl S, € R gibt, so dass
fir alle x € A qult: © < S,. S, heifit dann eine obere Schranke fiir A.

(2) A heifit nach unten beschriankt, wenn es eine Zahl S, € R gibt, so
dass fir alle v € A qilt: S, < x. S, heifit dann eine untere Schranke
fur A.

(3) A heifit beschrdnkt, falls A nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Ist eine nichtleere Menge A nicht nach oben beschrinkt bzw. nicht nach unten
beschriankt bzw. nicht beschrankt, so sagt man auch A ist nach oben unbe-
schrankt bzw. nach unten unbeschrankt bzw. unbeschrankt.

Beispiel 5.2. ((nach oben bzw. unten) beschrinkte Menge)

(a) N ist nicht nach oben, aber nach unten beschrénkt. Die grofte untere
Schranke von N ist S, = 1.
(b) Z ist weder nach unten noch nach oben beschrénkt.

(c) Das Intervall [—1, 5] ist beschridnkt. Eine obere Schranke ist S, = 10 und
eine untere Schranke ist S, = —10. (Es gibt aber ,bessere* Schranken,
nédmlich S, =5 und S, = —1.)

(d) Die Menge {2 : n € N} ist beschréinkt. Eine untere Schranke ist S, = 0,
und eine obere Schranke ist S, = 1.

Wir sehen an den vorigen Beispielen bereits, dass eine nach oben bzw. unten
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beschrankte Menge viele verschiedene obere bzw. untere Schranken hat.

Bemerkung 5.3. (alternative Charakterisierung von ,beschriankt®)

A C R ist beschrankt genau dann, wenn es eine Zahl M > 0 gibt, so dass
gilt |z] < M fir alle x € A.

Nun fithren wir die Begriffe des Maximums und des Minimums einer nichtleeren
Teilmenge der reellen Zahlen ein.

Definition 5.4. (Maximum und Minimum einer Menge)

Seir A eine nichtleere Teilmenge von R.

(1) Hat A eine obere Schranke M, die in A liegt (d.h. M € A), so heifit
M das Mazimum von A. Schreibweise: max(A) := M. Falls max(A)
existiert, so ist max(A) die grofite Zahl in A.

(2) Hat A eine untere Schranke m, die in A liegt (d.h. m € A), so heifit
m das Minimum von A. Schreibweise: min(A) := m. Falls min(A)
existiert, so ist min(A) die kleinste Zahl in A.

Betrachten wir auch hierzu ein paar Beispiele.

Beispiel 5.5. (Maximum und Minimum einer Menge)

(a) Die Menge B = {1,2,3,4} hat das Minimum min(B) = 1 und das Maxi-
mum max(B) = 4.

(b) N hat das Minimum 1, also min(N) = 1. N hat kein Maximum.

(¢) [1,5[ hat das Minimum —1, also min ([-1,5[) = —1.
[—1, 5[ hat aber kein Maximum! Denn 5 ist zwar die kleinste obere Schranke,
aber 5 ¢ [—1,5[.

(d) Die Menge A :={1:n e N} hat das Maximum max(A) = 1. Sie besitzt
kein Minimum, denn die groftte untere Schranke .S, = 0 liegt nicht in A.

Achtung: Das Minimum bzw. das Maximum einer Menge A C R existieren
nicht immer, auch dann nicht, wenn die Menge beschrankt ist!

Als Verallgemeinerung der Begriffe des Maximums bzw. des Minimums fithren wir
nun die Begriffe des Supremums und des Infimums ein.
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Satz 5.6. (Supremum und Infimum)

Fiir jede nichtleere Teilmenge A von R gilt:

(1) Ist A nach oben beschrinkt, so hat A eine kleinste obere Schranke
o € R, genannt das Supremum von A. Schreibweise: sup(A) = o.

(2) Ist A nach unten beschrinkt, so hat A eine gréfite untere Schranke
v € R, genannt das Infimum von A. Schreibweise: inf(A) := t.

Die kleinen griechischen Buchstaben o bzw. ¢ heifen ,sigma’ bzw. iota®

Bevor wir einige Beispiele betrachten, halten wir noch wichtige Eigenschaften und
alternative Charakterisierungen der Begriffe Supremum und Infimum fest.

Bemerkung 5.7. (Eigenschaften des Supremums bzw. Infimums)
Sei A eine nichtleere Teilmenge von R.

(1) Existiert max(A), so gilt sup(A) = max(A).

(2) Existiert min(A), so gilt inf(A) = min(A).

(3) Das Supremum sup(A) ist als kleinste obere Schranke durch die folgen-
den beiden Eigenschaften bestimmt:

(i) sup(A) ist eine obere Schranke von A.
(i) Ist S, irgendeine obere Schranke von A, so ist S, > sup(A).

(4) Das Infimum inf(A) ist als grofte untere Schranke durch die folgenden
beiden Eigenschaften bestimmt:

(i) inf(A) ist eine untere Schranke von A.
(ii) Ist S, irgendeine untere Schranke von A, so ist S, < inf(A).

Nun betrachten wir verschiedene Beispiele.

Beispiel 5.8. (Supremum und Infimum)
(a) Fir das Intervall [—1, 5] gilt:
inf ([—1,5]) = min ([-1,5[) = -1
sup ([—1,5[) = 5, da 5 die kleinste obere Schranke von [—1,5] ist.
Begriindung: Die Menge der oberen Schranken von [—1, 5] ist [5, o0].
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(b) Die Menge A:={% : n €N} hat das Supremum bzw. Infimum
sup(A) = max(A) =1 bzw. inf(A) =0

Begriindung: 0 ist die grofste untere Schranke, denn: Gébe es eine untere
Schranke S, > 0, so wiirde gelten, dass 0 < S, < 1/n fiir alle n € N ist.
Also wire n < 1/5, fiir alle n € N, d.h. N hétte die obere Schranke 1/5,,.
4 Dies kann aber nicht sein, da N nach oben unbeschrankt ist.

5.2 Reelle Zahlenfolgen: Definition, einfache Ei-
genschaften

Zu reellen Zahlenfolgen betrachten wir zunéchst ein Anwendungsbeispiel.

Anwendung 5.9. (radioaktiver Zerfall)

Sei u(t) die zur Zeit t vorhandene Menge einer zerfallenden radioaktiven Substanz
mit Zerfallskonstante A > 0. Fiir kleines At gilt ndherungsweise

u(t + At) — u(t) = —Au(t) At. (5.1)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Menge u(0) = gy der Substanz vorhanden. Gesucht
ist die Menge u(1) der Substanz zum Zeitpunkt ¢ = 1. Wir teilen das Intervall
[0, 1] in n gleiche Teilintervalle auf, wie unten skizziert:

| |
I I
2 3 n—1 1 t
n n

S+

Mit At = 1/n lautet (5.1)

" (t + %) —u(t) = —Au(®) % — u (t 4 %) —u(®) (1 - %) (52)

Also erhalten wir durch wiederholte Anwendung von (5.2]) und ineinander Einset-
zen der erhaltenen Formeln:

u(0)

() r-2) (it

Ugp
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ORIOICERNG)
ul(1) = ug (1 _ %)

Wir erhalten also die Naherungsformel

u(1) = ug <1_%>n,

und wir erwarten, dass der so berechnete Wert umso dichter bei dem wahren Wert
von u(1) liegt, je grofer n wird (also je feiner wir das Intervall [0, 1] unterteilen).

Die Néaherungswerte
(o(=3))
Ug 1——
n n>1

sind unser erstes Beispiel einer reellen Zahlenfolge.

Definition 5.10. ((reelle Zahlen-)Folge)

Fine Funktion x : D — R mit der Definitionsmenge D :={n € Z : n > ny}
und der Zielmenge R heifit eine (reelle Zahlen-)Folge.

Schreibweise: Statt x(n) schreibt man dblicherweise x, und bezeichnet x,
als das Folgenglied mit Index n. Die Zahlenfolge bezeichnet man dann mait
(Tn)n>n, oder kurz (x,,).

Beispiel 5.11. ((reelle Zahlen-)Folgen)

NOTREEEEE S

) (2M),=0 : 1,2, 4,8, 16, 32, ...

(¢) My 1,1,1, 1,1, ...

(d) ((—1)”)n20 : 1, -1, 1, =1, 1, ...
(&) (n))ns0 . 1,1, 2,6, 24, 120, ...

o (-2 066 66
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A
8 T {J
6 | 1
1 o L J [ )
4 + o
| | | | | | [
I I I I I I I g
2T e 1 2 3 45 6 17"
®
, , , . -lt e ° ° °
| | | >
1 2 3 "

Abbildung 5.1: Im linken Bild sind die ersten vier Folgenglieder der Folge (2"),>¢
veranschaulicht. Im rechten Bild sind die ersten acht Folgenglieder der Folge
((—1)”)n>0 veranschaulicht.

Die Folgen aus (b) und (d) sind in Abbildung [5.1] veranschaulicht.

Definition 5.12. (gleiche (reelle (Zahlen-)Folgen)

Sei ng,mg € Z. Zwei (reelle (Zahlen-)Folgen, (xn)n>n, und (Yn)n>me, Sind
gleich, wenn gilt: (i) ng = mg und (ii) x, = y, fir alle n > ny.

Beispiel 5.13. (rekursiv definierte (reelle Zahlen-)Folgen)

Wir bezeichnen eine Folge als rekursiv definiert, wenn jedes Folgenglied x,
nicht direkt durch eine Formel in n sondern durch eine Formel, die vom vorhe-
rigen Folgenglied x,_1 (oder gegebenenfalls auch von mehreren vorhergehenden
Folgengliedern) abhéngt, gegeben ist. Dabei muss das erste Folgenglied natiirlich
vorgegeben sein.

(a) Die durch
9 =1 und Tpi1 =2 -x, firn>0

definierte Folge ist rekursiv definiert. Wir vermuten

r, =2"  fiir alle n € Nj. (5.3)
Beweis von mat vollstandiger Induktion:
IA)n=0: rg=1=2" v

IS nAntl:  ap=2w, = 2.2" =90l O



5.2. Reelle Zahlenfolgen: Definition, einfache Eigenschaften

©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

128

(b) Die durch
r1 =95 und Tpni1=n-x, firn>1
definierte Folge ist rekursiv definiert. Wir vermuten
T, =5(n—1)! fir alle n € N. (5.4)
Beweis von vollstindige Induktion:

(IA)n=1: r1=5=5-00=5-(1-1)! v
(ISyn~»n+1: aan:n-xn(g)n-5(n—1)!:5n! O
(c¢) Die durch
xo =0, r1 =1, Tpil =Ty + 2,1 fliirneN
rekursiv definierte Folge ist die Fibonacci-Folge:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, ...

Hier gibt es keinen einfach zu erratenden Ausdruck. Es gibt die Formel von
Moivre-Binet, welche die Fibonacci-Folge nicht-rekursiv darstellt:

(1 _|_2\/3> — (1 _2\/5> ] fiir alle n € Nj,.

Analog zu den Mengen reeller Zahlen im vorigen Teilkapitel fithren wir nun nach
oben bzw. nach unten beschrankte Folgen sowie beschrankte Folgen ein.

1
Vb

Tpn —

Definition 5.14. ((nach oben bzw. unten) beschrinkte Folge)
Sei () n>n, €ine Folge.

(1) (xp)n>n, heifst nach oben beschrdankt, wenn die Menge {x, : n > ng}
nach oben beschrinkt ist, d.h. wenn es ein S, € R gibt, so dass x, < .5,
fir alle n > ngy gilt. S, heifft dann eine obere Schranke von (x,,)n>n,-

(2) (p)n>n, heifit nach unten beschrinkt, wenn die Menge {x,, : n >
no} nach unten beschrinkt ist, d.h. wenn es ein S, € R gibt, so dass
Sy < xp, fiir alle n > ng gilt. S, heifit dann eine untere Schranke von
(Tn)n>no-

(3) (Xp)n>n, heifft beschrinkt, wenn (x,),>n, nach oben und nach unten
beschrankt ist.
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Ist eine Folge (xy,)n>n, nicht nach oben beschrankt bzw. nicht nach unten be-
schriankt bzw. nicht beschrankt, so spricht man auch von einer nach oben un-
beschrankten bzw. einer nach unten unbeschrankten bzw. einer unbe-
schrankten Folge.

Beispiel 5.15. ((nach oben bzw. unten) beschrinkte Folgen)

1
(a) (—) ist beschrankt.
n>1

n

Begriindung: Fiir alle n > 1 gilt 0 < % < 1. 5, = 0 ist eine untere Schranke
und S, = 1 ist eine obere Schranke.

(b) (2")n>0 ist nach unten beschriankt, aber nicht nach oben beschrénkt.

Begriindung: Fir allen > 0 gilt 2" > 1, d.h. S, = 1 ist eine untere Schranke.
Eine obere Schranke gibt es nicht, da 2" beliebig grof werden kann, wenn
wir n hinreichend grofs wahlen.

(¢) ((=1)" n!)n>0 ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.

Zuletzt lernen wir noch alternierende und monotone Folgen kennen.

Definition 5.16. (alternierende Folge und monotone Folge)
Sei (Tn)n>n, €ine Folge.
(1) (p)n>n, heifit alternierend, wenn die Folgenglieder abwechselnd positiv
und negativ sind.
(2) (n)n>n, heifft monoton wachsend, wenn gilt: x,, < x,1 fir alle n >
ny.
(3) (n)n>n, heifft monoton fallend, wenn gilt: x, > x,1 fiir allen > ny.

(4) (p)n>n, heiffit streng monoton wachsend, wenn gilt: x, < x,41 fir
alle n > ny.

(5) (p)n>n, heifit streng monoton fallend, wenn gilt: x,, > 1 fiir alle
n > ny.

(6) (p)n>n, heifst monoton (bzw. streng monoton), wenn (x,),>n, M0~
noton wachsend oder monoton fallend (bzw. streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend) ist.

Beispiel 5.17. (alternierende und monotone Folgen)

(a) ((—=1)") ., ist alternierend.
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1)
(b) << ) > ist alternierend.
n>0

1
(c) <—> ist streng monoton fallend, denn
/) =1

1
n+1

l > fir alle n € N.
n

(d) (n)n>0 ist streng monoton wachsend, denn

n<n-+1 fiir alle n € Nj,.

() (2(14 (=1)")), ., ist weder alternierend noch monoton fallend noch mo-
noton wachsend, denn

2(1+(-)") =

4 fiir n gerade,
0 fiir n ungerade.

5.3 Konvergenz

Wir fithren nun die Begriffe einer konvergenten Folge und des Grenzwertes ein.
Diese gehoren zu den schwierigsten Begriffen der Analysis. Lassen Sie sich von
dem abstrakten Konzept der Konvergenz gegen einen Grenzwert aber nicht ab-
schrecken. Wenn Sie dieses verstanden haben, dann wird es einfach und intuitiv.

Wir betrachten zunéchst ein paar Beispiele von sogenannten konvergenten
Folgen und deren Grenzwerten sowie von sogenannten divergenten Folgen,
um ein Gefiihl fiir die Begriffe der Konvergenz, des Grenzwertes und der Di-
vergenz zu bekommen. Unsere fiinf Beispiel-Folgen sind:

N O EERUR O IR C S

(d) (n)n=1 (e) ((=1)"),0 (5.5)

Wenn wir sagen, ,eine Folge (z,,),>, konvergiert gegen einen Grenzwert
r € R*, dann bedeutet dieses anschaulich, dass sich die Werte x,, der Zahl z
tendentiell immer weiter anndhern (und irgendwann auch nicht wieder
entfernen), wenn der Index n > ng immer grofier wird.

Betrachten wir zunachst die ersten drei Beispiele:
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()

Fiir die Folge (1/n),>1 ndhern sich die Folgenglieder x,, = 1/n immer dich-
ter der Zahl x = 0 an, wenn n grofer wird. Dabei kommen wir der Zahl
x = 0 beliebig nahe, indem wir n grofs genug wahlen: Z.B. gilt fiir die
Entfernung ¢ := 1/10% = 1075, dass

1

n

-

<10 %=¢  fiirallen >n.:=10% (5.6)
n

|0 — 2| =

1 ‘ B

Also vermuten wir, dass die Folge (1/n),>1 konvergent ist mit dem Grenz-
wert z = 0.

Wichtig ist bei der Idee der Konvergenz aber nicht nur, dass wir fiir jede
Entfernung € > 0 ein n. € N finden konnen, so dass z,,_ hochstens die Ent-
fernung € zu = hat, sondern dass auch alle nachfolgenden Folgenglieder
x, mit n > n. hochstens die Entfernung ¢ zu  haben. In diesem Bei-

spiel ist das fiir e = 107 erfiillt, denn (5.6) gilt fiir alle n > n. = 10°.

In (5.6) haben wir eine feste Entfernung e = 107% betrachtet. Eine zu (5.6
analoge Bedingung muss fiir jedes € > 0 gelten. Natiirlich muss man dann
auch ein neues zu € passendes n. finden.

Fiir die Folge (n/(n+ 1)) _, sehen wir, dass fiir grokes n > 1 der Zéhler
n und der Nenner n + 1 der Folgenglieder g, = n/(n + 1) sich relativ zur
Grofse von n nur wenig unterscheiden. Wir haben also fiir grokes n

n
n+1

~
~ y

Yn =
und je groker n wird, desto dichter liegt der Wert von y, = —25 bei der

Zahl 1. Also vermuten wir, dass die Folge (n/(n+ 1))n>1 konvergent ist mit
dem Grenzwert y = 1. -

Man kann sich dieses mit Hilfe des vorigen Beispiels auch noch anders klar-
machen: Schreiben wir

n _ (n+1)—-1 n+1 1 1

T n+1 n+1 _n+1_n+1: n+1’

so konnen wir mit den Uberlegungen fiir (1/n),>1 vermuten, dass
(1 /(n+ 1))n>1 gegen den Grenzwert x = 0 konvergiert. Daher sollte wegen

der Darstellung der Folgenglieder (5.7) die Folge (n/(n + 1))n oy gegen den
Grenzwert y =1 —x =1 — 0 = 1 konvergieren.

Bei der Folge ((—1)"/n), _, handelt es sich um eine Folge, die abwechselnd
positive und negative Werte annimmt, aber auch hier ndhern sich die Fol-
genglieder x,, = (—1)"/n der Zahl null immer weiter an. Wir vermuten also,
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dass auch hier der Grenzwert x = 0 ist. Analog zur Folge (1/n),>1 finden
wir fiir z.B. € := 1/105 = 107, dass gilt

S

n n

1

n

<107 % =¢ fiir allen > n. := 10°.

P |

An diesem Beispiel sehen wir, dass es nicht erforderlich ist, dass sich die
Folgenglieder dem Grenzwert ,von einer Seite” her ndhern: Die Folgenglieder

fiir n ungerade,

S
Sl— 3~

fiir n gerade,

sind abwechselnd kleiner bzw. grofser als der Grenzwert x = 0.

Wir halten noch einmal fest, was wir aus diesen drei Beispielen iiber konvergente
Folgen gelernt haben.

Bemerkung 5.18. (Anschauung der Konvergenz von Folgen)

(1) Die Folgenglieder z,, einer konvergenten Folge (z,),>,, nidhern
sich dem Grenzwert r immer weiter an, wenn n > n, wachst.
Dabei muss die Annéherung nicht ,,monoton* sein, d.h. die Folgenglie-
der konnen sich von beiden Seiten dem Grenzwert ndhern, und sie diirfen

sich sogar ,zwischendurch® wieder von x weiter entfernen, solange Punkt
(2) erfiillt ist.

(2) Wichtig ist aber, dass fiir jede beliebige fest vorgegebene Entfer-
nung ¢ > 0, alle Folgenglieder x,, ab einem gewissen Index n.
nicht weiter als diese Entfernung ¢ vom Grenzwert z entfernt
sind, also dass |z, — x| < ¢ fiir alle x,, mit n > n. gilt. Dabei hangt die
Wahl von n. natiirlich von der Entfernung ¢ ab.

Betrachten wir nun die beiden letzten Beispiele von Folgen in ([5.5)).

(d) Die Folgenglieder x,, = n der Folge (n),>1 werden beliebig grof, wenn n > 1
wachst. Insbesondere konnen wir keine reelle Zahl x finden, an die sich die
Folgenglieder immer weiter anndhern. Daher vermuten wir, dass die Folge
(n),>1 keinen Grenzwert hat und damit divergent ist. (Man sagt
seine Folge ist divergent” bzw. ,eine Folge divergiert”, wenn sie nicht gegen
einen Grenzwert konvergiert.)
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ist ein anderer Fall als (n),en. Hier gilt

(e) Die alternierende Folge ((—1)n)n>0

. —1 fiir n ungerade,

+1 fiir n gerade.

Die Folgenglieder sind also abwechselnd —1 und +1. Wir kénnten nun ver-
muten, dass ¥y = 1 und y = —1 beides Grenzwerte der Folge sind. Dies ist
aber nicht der Fall, denn eine konvergente Folge hat nur einen Grenzwert,
und dieser ist eindeutig bestimmt.

Dass die beiden Zahlen y = 1 und y = —1 keine Grenzwerte der Folge
((—1)”)n>O sind, kann man sich bereits mit unserem bisherigen intuitiven
Verstandnis der Konvergenz wie folgt klar machen: Betrachten wir z.B. y =
1. Wére y = 1 ein Grenzwert der Folge ((—1)”)n>0, dann sollte es fir
e = 1/10 ein n, geben, so dass alle y, mit n > n. hochstens den Abstand
e = 1/10 von y = 1 haben. Dies ist aber fiir alle y, mit Wert —1, also alle

Y, mit ungeraden n > 0, nicht erfiillt, denn fiir diese gilt

| ll=]-1-1=2> L _
Yn = = 0 €.
Analog kommt y = —1 (und auch jede andere reelle Zahl) als Grenzwert

nicht in Frage. Wir sehen also, dass die Folge ((—1)”)n>0 keinen Grenzwert
haben kann und daher divergent sein muss. -

Nun definieren wir den Grenzwert und die Begriffe ,konvergent” und ,divergent
formal. Wenn wir anschliefsend die abstrakte Definition untersuchen, werden wir
sehen, dass diese lediglich mathematisch beschreibt, was wir bereits an unseren
Beispielen gesehen haben.

Definition 5.19. (konvergente Folge und Grenzwert)
Sei (Tp)n>n, €ine (reelle Zahlen-)Folge.

(1) (p)n>n, heifit konvergent gegen x € R, wenn gilt: Zu jedem € > 0
existiert ein Index n. > ng so, dass fir alle n > n. gilt: |z, —z| < €.
(Beachten Sie, dass die Wahl fiir n. von & abhdngt.)

(2) Konvergiert (x,,)n>n, gegen x (d.h. wenn (,)n>n, konvergent ist ge-
gen x), so schreibt man

N n—oo .
r = lim z, oder Ty, — T oder Tp — x flirn — oo
n—oo

und nennt x den Grenzwert oder Limes von (z,)n>n,-
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Tn.+2 Tp, LTn+1 Tn+4 Tn+3

—@ &—16—© o—| -
T — ¢ T xr—+ €

Abbildung 5.2: Zu jedem ¢ > 0 kann man ein n. finden, so dass alle x,, mit
n > n. in dem abgeschlossenen Intervall [x — &, x + €] liegen. Dies ist angedeutet,
indem wir die ersten fiinf Folgenglieder x,, mit n > n. eingezeichnet haben. Alle
weiteren nicht mehr eingezeichneten x,, mit n > n. liegen natiirlich ebenfalls in
[z — e,z +¢€].

(3) Konvergiert (z,)n>n, nicht (d.h. wenn (x,,),>n, nicht konvergent ist), so
heift (x,)n>n, divergent. (Man sagt dann, dass (xy,)n>n, divergiert.)

Die Idee l.r.linter der abstrakten Definition des Grenzwertes liefert die
folgende Uberlegung: Zunachst einmal bemerken wir, dass die Bedingung

|z, —x| <e  firallen >n. (5.8)
aquivalent ist zu
—e<zx,—x<c¢ fir alle n > n, ‘4—3}
= r—e<xz,<z+e firallen>n.. (5.9)

Die Aussage bedeutet aber, dass alle Folgenglieder z,, mit n > n. in dem
Intervall [z — e, + €] liegen miissen (siehe auch Abbildung [5.2). Da und
fiir jedes € > 0 gelten miissen, konnen wir ¢ > 0 immer kleiner machen,
und zu jedem (beliebig kleinen) ¢ > 0 finden wir ein n,., so dass alle Folgenglieder
x, mit n > n. im Intervall [z — €,z + €] liegen. Indem wir £ > 0 immer kleiner
machen schrumpft das Intervall [z — €, x + €] irgendwann auf den einen Punkt z
zusammen. Dieser Punkt x ist der Grenzwert der konvergenten Folge (x;,),>n,-

Achtung: Die Limes-Schreibweise darf nur verwendet werden, wenn eine Folge

konvergiert! Bevor man schreibt ,, lim x,“, muss man sich erst davon {iberzeugt
n—o0

haben, dass dieser Grenzwert auch wirklich existiert, d.h. dass die Folge (z,,)n>n,
konvergiert!

Wir wollen nun fiir einige unserer Beispiele konvergenter Folgen vom Anfang dieses
Teilkapitels die Konvergenz mit Hilfe der Definition mathematisch sauber
nachweisen. Dabei geben wir zunéchst fiir drei Beispiele eine sehr ausfiihrliche
Argumentation, bei der wir unsere Gedanken/Uberlegungen mit aufschreiben.
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Wenn wir verstanden haben, wie das ganze funktioniert, dann konnen wir den
Nachweis der Konvergenz einer Folge auch in einer , Kurzform* geben (bei der die
Hintergrund-Uberlegungen nur noch auf dem ,Schmierzettel” stehen).

Beispiel 5.20. (konvergente Folge mit Grenzwert 0)

Wir wollen zeigen, dass die Folge (1/n),>1 gegen den Grenzwert & = 0 konvergiert,

also dass gilt
1
lim — = 0.
n—oo N,

Nachweis: Wir gehen gemafs Definition vor. Sei € > 0 beliebig. Dann suchen
wir ein n. € N (welches von £ abhéngt) so, dass gilt

1 1 1
|z, — x| = ——0': —|==—<e furallen >n.. (5.10)
n nl n

Wir iiberlegen uns nun, dass fiir n > n. immer gilt:

1
- < — fiir alle n > n..
n - n;
Damit erhalten wir
1 1 1
|z, — x| = ——O| =—<—  firalen >n.. (5.11)
n n - ne
Wenn wir nun n, so wahlen kénnen, dass gilt
L . (5.12)
— <, .
=

3
dann folgt aus (b.11]) und (5.12)), dass (5.10]) erfiillt ist, und wir haben gezeigt,

dass die Folge (1/n),en gegen x = 0 konvergiert.
Umformen von ((5.12)) liefert

™ | =

1 1
—<e |:¢ <~
e € Ne

S 1 *Ne <~ S Ng,
wobei alle ,,<“-Zeichen erhalten bleiben, da ¢ > 0 und n. > 1 > 0 gelten. Wéahlen
wir also n. € N so, dass n. > 1/e gilt, so folgt (5.12)).

Abschlieend halten wir unseren Nachweis der Konvergenz noch einmal zusam-
mengefasst in Kurzform fest:

Zu € > 0 beliebig wihlen wir n. € N mit n. > 1/e (< 1/n. <¢), und dann gilt

1 1 1 1 .
——0l=|-l=—<—X<c¢ fiur alle n > n..

|z, — x| = —
n n|l n T ne

Also konvergiert (1/n),>1 gegen den Grenzwert x = 0.
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Beispiel 5.21. (Konvergenz einer konstanten Folge)

Sei (Tn)n>n, = (€)n>n, mit z,, = c fiir alle n > ny eine konstante Folge. Dann
ist die Folge (¢)n>n, konvergent mit dem Grenzwert z = c.

Nachweis: Um dieses nachzuweisen, miissen wir zu einem beliebigen ¢ > 0 ein
n. € N mit n. > ng (das in der Regel von e abhéngt) finden, so dass gilt

|z, —z|=|c—c|=0<¢e  firallen>n..

Diese Bedingung ist hier aber automatisch fiir alle n > ny erfiillt, d.h. wir kénnen
n. := ng wahlen.

Wir halten den Nachweis der Konvergenz noch einmal in Kurzform fest:

Zu jedem € > 0 gilt fiir n. := ng, dass
|z, —x|=lc—c|=0<e  furallen > n. = nyg.
Also konvergiert die konstante Folge (¢),>n, gegen den Grenzwert x = c.

Beispiel 5.22. (konvergente Folge mit Grenzwert # 0)
Um zu zeigen, dass die Folge

mn
(Yoot = ( )
n-+1 n>1

gegen den Grenzwert y = 1 konvergiert, gehen wir wie folgt vor:

Wir betrachten ein beliebiges ¢ > 0. Wir suchen nun ein n. € N so dass gilt

< g firallen > n..

(5.13)

Y — Y| =

n+1 n+1 n—+1 n—+1

n_':

n—(n—|—1)|:

A

Da wir nur n > n. betrachten miissen, kénnen wir 1/(n + 1) in (5.13) wie folgt
nach oben abschatzen:

1 1 1
< < — fir alle n > n.. (5.14)
n+1 n.+1" n.

Aus ((5.14)) folgt also

|yn _yl =

n 1 1
— 1| = < — fiir alle n > n.. 5.15
o ‘ TS tir alle n > n, (5.15)

Konnen wir nun n. € N so wihlen, dass 1/n. < e gilt, dann folgt aus (5.15)),
dass (5.13) gilt. Die Bedingung 1/n. < e kann aber wie folgt in eine dquivalente
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Bedingung fiir n, umgewandelt werden:

1 1
—<e
Ne €MNe

e>0 —

™M | =
[\
S
m

§1|-n521 <~

Wir halten unseren Nachweis wieder in Kurzform fest:

Sei € > 0 beliebig. Wahlen wir n. € N so, dass n. > 1/e gilt, so ist 1/n. < ¢,
und es gilt

Y — Y| =

n R
n—+1 a

-1 1 1 .
= <—<e¢ fiir alle n > n,,
n+1 n+17 n.

d.h. die Folge (n/(n + 1))n>1 konvergiert gegen y = 1.

Beispiel 5.23. (alternierende divergente Folge)

Um zu zeigen, dass die Folge ((—1)”)n>0 divergiert, zeigen wir, dass sie kei-
nen Grenzwert hat, also dass keine reelle Zahl ¢ € R der Grenzwert der Folge

((—1)”)nZO ist.

Dazu miissen wir fiir jedes g € R zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass fiir
kein n. > 0 die Grenzwert-Bedingung erfiillt ist. Dies bedeutet aber, dass fiir
dieses spezielle ¢ > 0 fiir jede Wahl von n. > 0 ein N > n. existiert, so dass

ey — g = [(=1)Y — g| > € gilt.

Sei also g € R ein Kandidat fiir einen Grenzwert. Wir wahlen € = %, und n. € N
sei beliebig. Dann sind n. und n.+1 zwei aufeinander folgende natiirlichen Zahlen,
d.h. eine der beiden Zahlen ist gerade und die andere ist ungerade. Also erhalten
wir unter den Folgengliedern z,,, = (—1)" z,,_41 = (—1)"*! einmal den Wert —1
und einmal den Wert +1.

Ist g <0,s0gilt [1—g|>|1—0]=1>¢e=1, dh. wir haben
1 1
i gl =1 =gl > =5 oder fra—gl=ll-gl>c=1.
: B o ,
Ist g>0,s0gilt | =1-g|>|—-1-0]=1>¢=35, dh. wir haben
1 1
‘xng_g‘:|—1—g|>g:§ oder \$n5+1—g!:\—1—g|>5:§,

In beiden Féllen sehen wir, dass die Konvergenzbedingung verletzt ist.

Also ((—1)”)n>0 keinen Grenzwert und ist somit divergent.

Betrachten wir einige weitere Beispiele, bei denen wir ab jetzt den Konvergenz-
nachweis nur noch in Kurzform geben.
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Beispiel 5.24. (konvergente Zahlenfolgen und Grenzwerte)
(a) Die Folge (%) konvergiert gegen 0, also lim % = 0.

n>1 n—r00

Nachweis: Fir alle n € N gilt |(—=1)"/n — 0| = 1/n. Sei € > 0 beliebig.
Wiéhlen wir n. € N so, dass n. > 1/¢ gilt, so ist 1/n. < e, und es gilt

<e fir alle n > n..

(b) Die Folge (e™"),>¢ konvergiert gegen den Grenzwert 0.
Nachweis: Fiir alle n € Ny gilt |[e™™ — 0| = e™". Sie € > 0 beliebig. Da der
natiirliche Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist, gilt

In an-
wenden

e <e s —po<ln(e) <= n.>—In(e)
Wihlen wir n. so, dass n, > max {O, — ln(s)} ist, so gilt

e —0l=e"<e ™ <e fir alle n > n.,

—Ne x

wobei wir in e < e™" genutzt haben, dass e™* eine (streng) monoton

fallende Funktion ist.
(c) Die Folge (n)nen ist divergent.

Nachweis: Dieses weisen wir spater nach. — Man kann den Nachweis auch
direkt mit Definition geben, indem man zeigt, dass fiir keine reelle Zahl
x € R als Grenzwert-Kandidat die Konvergenz-Definition erfiillt ist.

Wir beweisen nun zwei wichtige Eigenschaften von konvergenten Folgen.

Satz 5.25. (Eindeutigkeit des Grenzwertes und Beschrianktheit)

(1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt (d.h. ei-
ne konvergente Folge hat genau einen Grenzwert).

(2) Jede konvergente Folge ist beschrdankt.

Beweis von Satz[5.25: Sei (x,)n>n, eine Folge.

(1) Widerspruchsbeweis: Angenommen, (x,,),>n, habe zwei Grenzwerte x,z €
R mit = # x. Dann ist der Abstand d := |2 — z| > 0.
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(2)

Wir withlen nun € €]0,4[. Da (2,)n>n, sowohl gegen z als auch gegen 7
konvergiert, existieren n, . > ng und nz. > ng, so dass gilt
|z, — x| <e  firallen>n,,,

|z, — 7| <e  firallen >nz..
Sei nun n. := max{n, ., ng’g}. Dann gilt fiir alle n > n,:
d=7—z|=|@—2,) + (z, — 2)|

d
<|T—axp|Flr, —x|<et+e=2e<2-—=d
—_—— N — 2

<e <e

Im zweiten Schritt haben wir dabei die Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz
genutzt. Es ist also d < d. 4 Dieses ist ein Widerspruch! Daher
kann die Folge (,)n>n, also nicht zwei verschiedene Grenzwerte haben.

Die Folge (z,,)n>n, sei konvergent gegen x. Also existiert zu ¢ = 1 ein
ny > ng mit

|z, — x| <1 fir alle n > n;. (5.16)
Sei M := max{|xp,|,...,|Tn|, 1+ |z|}. Dann ist
|z, < M fir alle n > ny, (5.17)

d.h. die Folge (z},)n>n, ist beschrénkt.

Nachweis von (5.17):

Fall 1: no <n<n; = |z, <M (nach der Definition von M)
Fall 2:n>ny = |z, =|(zp—2)+2| < |z, — | +]z| < 1+]z| < M,

wobei wir in der ersten Abschitzung die Dreiecksungleichung (siehe Hilfs-

satz [.9[(9)) und in der zweiten Abschétzung (5.16]) genutzt haben. O

Aus Satz folgt mittels Kontraposition (vgl. Anhang [B), dass unbe-
schrankte Folgen divergent sind. Deshalb wird dieser Satz haufig eingesetzt,
um die Divergenz einer Folge zu begriinden.

Folgerung 5.26. (aus Satz [(2): unbeschrankt = divergent)
Ist eine reelle Zahlenfolge unbeschrankt, so ist sie divergent.
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Achtung: Umgekehrt darf man nicht argumentieren, d.h. eine beschrankte
Folge muss nicht konvergent sein!

Beispiel: ((—1)”)n>n0 ist beschrankt und trotzdem divergent!

Beispiel 5.27. (unbeschriankt = divergent)

(a) Die Folge (n),>1 ist unbeschrénkt; also ist sie divergent.

(b) Die Folge (n!),>1 ist unbeschrinkt; also ist sie divergent.

5.4 Nullfolgen

In diesem Teilkapitel lernen wir mathematische Aussagen iiber konvergente Folgen
und sogenannte Nullfolgen, d.h konvergente Folgen mit Grenzwert Null, kennen.

Definition 5.28. (Nullfolge)
FEine Folge (x,)n>n,, die gegen 0 konvergiert, heifit eine Nullfolge.

Betrachten wir drei Beispiele fiir Nullfolgen.

Beispiel 5.29. (Nullfolgen)

1
(a) (—) ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel [5.20)).
/) n>1
1 L .
(b) (3—n> ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel [5.36] unten).
n>0

—1)"
(c) <( ) ) ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel [5.24|((a))).
n>1

n

Die néchste Bemerkung halt einen wichtigen Zusammenhang zwischen konvergen-
ten Folgen und Nullfolgen fest.

Bemerkung 5.30. (konvergente Folgen und Nullfolgen)
Sei (x,,)n>0 eine Folge. Dann gilt:

(@ )n>n, konvergiert gegen x — (@, — X)n>n, ist eine Nullfolge.
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Beispiel 5.31. (zu Bemerkung |5.30))

Nach Beispiel |5.22] gilt fiir die Folge (niﬂ)n>1 gilt
Doy
n+1
Nach Bemerkung |5.30| gilt dann auch, dass die Folge (n%1 — 1)n> , gegen 0 kon-
vergiert. In der Tat finden wir N
n_o_,_n (n+1) _ _ =
n+1 n—+1 n+1 n—+1

weil nach Beispiel |5.20 (#1)”> , gegen 0 konvergiert.

Wir lernen nun weitere Resultate iiber (konvergente) Folgen und Nullfolgen ken-
nen.

Satz 5.32. (beschriankte Folge mal Nullfolge = Nullfolge)

Seien (x,)n>n, €ine Nullfolge und (by,)p>n, eine beschrinkte Folge. Dann ist
(b ) n>n, €ine Nullfolge.

Beweis von Satz .' Dieses ist eine Ubungsaufgabe. []

Betrachten wir zwei Beispiele zur Anwendung von Satz [5.32

Beispiel 5.33. (beschriankte Folge mal Nullfolge = Nullfolge)

(a) Die Folge (1/n),>1 ist eine Nullfolge, und die Folge ((—1)") _, ist be-
schrankt. Nach Satz ist die Folge -

n 1 (=1)"
N/ n>1 />
somit eine Nullfolge.

(b) Die Folge (1/n),>1 ist eine Nullfolge, und die Folge (sin(n)) ist be-

n>1

schrinkt, da —1 < sin(n) < 1 fiir alle n > 1 gilt. Nach Satz [5.32 ist somit

<sin7§n)>n21 _ (sin(n) : %) .

eine Nullfolge.
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Satz 5.34. (Nullfolge ist Majorante —> Folge ist Nullfolge)

Sei (T)n>n, €ine Folge. Findet man einen Index ny > ng und eine Nullfolge
(@n)nzn, mat

lz,| < ay fiir alle n > nq, (5.18)

0 ist auch (Ty)n>n, eine Nullfolge.

(Gilt fir zwei Folgen (x,)n>n, und (an)p>n, die Beziehung (5.18)), so nennt
man (an)n>n, eine Majorante fir (z,)n>n,-)

Beispiel 5.35. (Anwendung von Satz |5.34))
Fiir die Folge (M) gilt
n>1

n
sin(n) _ | sin(n)| < 1
n n

fiir allen > 1,
n

wobeil wir |sin(x)| < 1 fiir alle x € R genutzt haben. Also ist die Nullfolge
(1/n),>1 eine Majorante fiir die Folge (%(”)) Nach Satz 534! ist (sin(n)>
B TlZl n21

n

somit eine Nullfolge.

Beweis von Satz|5.5/]: Sei € > 0 beliebig.

Da (ay)n>n, eine Nullfolge ist, existiert n. > ny so, dass fir alle n > n. gilt:
la,| = la, — 0| < e.

Fiir jedes n > n. gilt also
0<|z,—0| =z, <a,=|a,| <e.

Also ist ()n>n, eine Nullfolge. O

Als Beispiel fiir die Anwendung von Satz betrachten wir die sogenannte
geometrische Folge.

Beispiel 5.36. (geometrische Folge (¢"),>0)
Sei ¢ € R mit |q| < 1.

Behauptung: (q"),>o ist eine Nullfolge.

Beweis: Wir unterscheiden die beiden Fille ¢ = 0 und 0 < |¢| < 1.
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e Fall 1. ¢ =0
" =0"=0flirn>1, also lim ¢" = lim 0" =0
n—00 n—00

e Fall 2: 0 < |¢| < 1. Dann ist 1/|¢q| > 1. Wir definieren

1 1
d:zﬂ—1>0 und damit gilt ﬂ:1+d.
q q

Mit der Bernoulli-Ungleichung (siehe Hilfssatz [4.33)) folgt fiir n > 1:

1 1\" 1
_:<_> =(1+d)">14nd>nd — lq]" < —.
" nd
lq] lq|
Daher ist
1" = |q|" < = fiir alle n > 1. (5.19)

Nach Satz[5.32/ist (1/(n d))n>1 eine Nullfolge, weil (1/n),>1 eine Nullfolge
und (1/d),>1 eine beschrinkte Folge ist.

Also folgt aus (5.19) mit Satz [5.34, dass (¢")nen, fiir jedes ¢ mit 0 < |¢| < 1 eine
Nullfolge ist.

Alternativer Nachweis fiir den Fall 0 < |g| < 1: Sei 0 < |¢] < 1. Sei ¢ > 0
beliebig. Dann gilt fiir alle n > n.

1" = 0] = |q"| = |q|" < q|™.

Weil der Logarithmus streng monoton wachsend ist, folgt

gt <o e ) — grena) < o a0y < n(e).

Wegen |g] < 1ist In (|g|) < 0 und somit folgt:

ne In (|g|) < In(e) = Ne >

n

Wahlen wir also n, > max {O, ﬁ} so gilt fiir alle n > n.

e < g,

1" =0 = |¢"| = |q|" < |q

Also ist (¢")n>0 mit 0 < |g| < 1 eine Nullfolge. O
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Bemerkung 5.37. (Konvergenz bzw. Divergenz der geometr. Folge)

Sei ¢ € R. Fiir die geometrische Folge (¢"),>¢ gilt:
e Fall 1: |¢| < 1. Dann ist (¢"),>0 eine Nullfolge (vgl. Beispiel [5.36]).
e Fall 2: |¢| > 1. Dann ist (¢"),>0 unbeschrankt, also divergent.

e Fall 3. ¢ = 1. Dann ist (¢"),>0 die konstante Folge (1),>¢, also konver-
giert (¢")n>0 gegen 1.
e Fall4: ¢ = —1. Dann ist (¢"),>0 = ((—1)")n>0. Diese Folge ist divergent

(vgl. Beispiel [5.23)).

5.5 Rechnen mit konvergenten Folgen

In vielen Fallen konnen wir eine komplizierte Folge als Summe, Differenz, Produkt
oder Quotient einfacher Folgen schreiben. Sind die einzelnen einfachen Folgen
konvergent und kennen wir deren Grenzwerte, so kénnen wir die Konvergenz der
komplizierten Folge und deren Grenzwert oft leicht mittels der Grenzwertsétze aus
der Konvergenz und den Grenzwerten der einfachen Folgen herleiten. Betrachten
wir zunéchst ein motivierendes Beispiel.

Beispiel 5.38. (Rechnen mit Grenzwerten)
Betrachten wir die Folge

() ( n?:—n )
ajn n>1 — ~ o9 @ 4 .
= 2n2 41 n>1

Fiir diese Folge ist es nicht direkt ersichtlich, dass sie konvergiert und was ihr
Grenzwert ist. Da sowohl im Nenner wie im Zahler die hochste Potenz n? ist,
teilen wir den Nenner und den Zihler durch n? (d.h. wir erweitern mit 1/n?):

2 _ 1
n°—n ==

= - | 5.20
v 2n?+1 244 (5:20)

Wir haben bereits gezeigt, dass die Folge (1/n),>1 gegen 0 konvergiert, und als
Produkt der Nullfolge (1/n),>; mit sich selbst konvergiert die Folge (1/n?),>1
ebenfalls gegen 0. Weiter konvergiert die konstante Folge (¢),>1 gegen den Grenz-
wert c¢. Damit wissen wir

1 1

lim — =0, lim — =0, lim ¢ =c¢ fiir jede Konstante ¢ € R.
n—oo n—oo N n—00
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Wir wiirden nun gerne wie folgt argumentieren: Fiir die Folge im Zahler des

umgeformten Folgengliedes ((5.20)) gilt

| 1
lim (1——):(lim1>—<lim—):1—021, (5.21)
n—00 n n—00 n—oo N
1 v
= — O

und fiir die Folge im Nenner gilt

: 1 : 1
lim (2+— | = (hm 2)—!— lim — | =2+0=2. (5.22)
n—00 n n—00 n—oo N

Daraus wiirden wir nun gerne schliefsen, dass gilt

. 1
. n?’—n Co1-=1% nh_f{}o(l_ﬁ) 1
lim 5 = lim 111 - N o7
w202 11 w24 & lim (24 ) 2
n—oo

wobel wir im letzten Schritt (5.21]) und (5.22)) verwendet haben.

Die Grenzwertsétze im nachfolgenden Satz liefern uns die Rechtfertigung fiir un-

sere Argumentation im vorigen Beispiel.

Satz 5.39. (Grenzwertsitze fiir konvergente Folgen)

Seien () n>ne, (Yn)n>n, konvergente Folgen und

r:= lim z, und y = lim y,.
n—oo n—0oQ

Dann gelten:

(1) Jim @) = (Jim 22) + (Jim ) =2y

n—oo

) Jim (o 30) = (fim o) - (Jim ) = -y

(3) lim |z,| = |lim z,| = |z|
n—o0 n—00
: o1 1 1
(4) Falls x # 0 ist, gilt lim — = — =,
n—o0 gj‘n hm xn T
n—o0

Was ist mit der Differenz und dem Quotienten zweier konvergenter Folgen?
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Folgerung 5.40. (Differenz bzw. Quotient konvergenter Folgen)
Es gelten die Voraussetzungen von Satz[5.39.

(1) Dann folgt aus Satz|5.39|(1) und|(2), dass

lim (2, —y,) = lim (2, + (=1) - )

n—oo

= (lim xn> —|—<1im(—1)> . (lim yn> =+ (-l)y=z—y.

n—oo n—oo n—oo

(2) Dann folgt aus Satz|5.39|(2) und|(4): Ist x # 0, so gilt
n : 1 .1 _
lim In _ lim (—yn) = (hm —) : (hm yn)
n—00 T, n—oo \ Ip, n—00 Iy, n—00

() () = 2R
= ; S\ m Yy ) = = —.
lim =z, n—00 lim z, =«

n—oo n—oo

Beweisideen fiir Satz [5.39: Fiir den Beweis nutzt man die Definition der
Konvergenz einer Folge und verwendet dabei jeweils die folgenden Abschétzungen:

(1) folgt mit der Dreiecksungleichung (siche Hilfssatz aus:
(@0 = yn) = (z =) = [(zn = 2) + (=1) (yn = Y) < |20 — 2| +[y0 —y]
(2) folgt aus:

Zn Y — Y| = |TnYn — Tny + 20y — Y|
= |xn (yn _y) + (xn_x) y‘
< |33n| ‘yn _y‘ =+ |37n _37| |y|

(3) folgt aus: ||zy| — |2|| < |z, — 2
(mit der unteren Dreiecksungleichung aus Hilfssatz [4.9)|(10))

(4) Da lim x,, = x mit « # 0, existiert zu € = |x|/2 ein ny > ny mit
n—oo
|z]

|z, — x| < > fir alle n > ny. (5.23)

Mit der unteren Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz [4.9|[(10)]) gilt

20 — 2| = |z — 2] > |l2] = |2l | > |2] = |2n]. (5.24)
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Aus (5.24)) und (5.23)) folgt dann fiir alle n > ny

2 2] 12
— ) <= <= —<|z,| = —<— 9.25
2] = Jwal = 5 5 = |zl ol S T (5.25)
Die Behauptung folgt nun aus
1 1 — — m 2
S | :1:_| z| B2 < — |z, — 7 fir alle n > n;. O

Wir zeigen ausfiihrlich, wie man Satz beweist. Die anderen Aussagen in
Satz kénnen analog bewiesen werden.

Beweis von Satzm- Sei € > 0 beliebig. Da die beiden Folgen (:zcn)n>n0 und
(Yn)nzn, jeweils mit den Grenzwert x bzw. y konvergieren, gilt: Zu § > 0 gibt es
jeweils ein Nas > No bzw. ein Nys > 0 mit

|z, — x| < fiir alle n > n, <

bzw. [y — y| < fiir alle n > n, <.

™M DM

Sei nun n. 1= max{n,z, n,:}. Dann gilt

|z, — x| < fir alle n > n. (5.26)

I DN M

bzw. lyn —y| < fir alle n > n.. (5.27)

Mit der Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz folgt dann fiir alle n > n.

(@0 = yn) = (& = )| = [(zn — ) + (=1) (g0 — v)]

< |(@n — )]+ |(=1) (yn — ¥)|

€
= |z, — 2|+ yn — y| < 5 5= 6
—— \W—/

< <

M
oo

wobel wir in der dritten Zeile (5.26)) und ((5.27) genutzt haben. Also konvergiert
die Folge (2, + Yn)n>n, gegen x + y. O

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung der Grenzwertsétze.
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Beispiel 5.41. (Anwendung der Grenzwertséitze)

1 1 15 " :
(a)—Qz—'—i>0-0:0, weil lim — =0 ist.
n n n n—o0 1
]- n—oo
Genauso gilt fiir jedes feste £ € N: — =20.
n

Man sieht dieses durch wiederholtes Anwenden der obigen Argumentation.
Mathematisch ganz sauber zeigt man dieses mit einem Induktionsbeweis

tiber k£ € N.
by 2T g S ¥3_g40=3,
n n o n
1 .1 .
denn: lim — =0, lim — =0, lim c¢=c fir jedes c € R.
n—o00 M, n—oo M, n—00
(© 2n+1 2n+1 = 24+l e 040
C = L = N —
n+n+1 nP4n+l 5 1+144 1+0+0 7
1
denn: lim — =0, lim — =0, lim ¢=c fir jedes c € R.
n—o0 M, n—o0 M, n—00

1\ " oo
(d) Fir festes k € N gilt (1 + —> CXA+0)F =1, well
n

) 1 ) o1
lim (1+—>: lIlm1l+ lim —=1+0=1.

n—00 n n—00 n—oo 1

Wendet man nun Satz wiederholt (genauer (k —1)-mal) an, so folgt

, 1\N? . 1\l T.. 1
Ilm {(1+—) =|lm 1+ — | lim (14 — =1-1=1
n—oo n _n—>oo n ] n—oo n

1\° T 1\] 1\2
lim (1 + —) = | im (1 + —) - | lim (1 + —)
n—00 n | n—00 nj | n—00 n

1\" 1 1\t
lim <1+—> :[Iim <1+—>}-llim (1—1——) ]1-11.
Nn—00 n n—00 n n—00 n

1 n
Warnung: Diese Methode funktioniert nicht fiir die Folge <<1 + —) ) :

n neN
Es gilt ndmlich (siehe Teilkapitel |5.7)):

=1-1=1

1 " n—,oo
(1 + —) e £1 mit der Euler-Zahl e.
n
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(e) Fiir ¢ € R mit |¢|] < 1 gilt mit Hilfe von Satz [4.32}

7

- l—¢g" 1—g-¢" pseo 1 —q-0 1
$n3:qu= q _ 44 n—o q _ 7
— l—q l—q l-=q¢ 1-¢

wobei wir genutzt haben, dass (¢") — 0 fiir n — oo wenn |g| < 1 (vgl. Bei-

spiel und Bemerkung [5.37)).

In unseren Beispielen haben wir schon gesehen, was passiert, wenn die Folgenglie-
der durch eine rationale Funktion, also den Quotient zweier Polynomfunktionen,
gegeben sind. In der nachfolgenden Bemerkung halten wir dieses allgemein fest.

Bemerkung 5.42. (Folge ist Quotient von Polynomfunktionen)

Seien p, q reelle Polynomfunktionen, wobei ¢ nicht das Nullpolynom sein darf.
Dann gilt:

(1) Falls Grad(p) < Grad(q), so gilt ]% 0.
q(n

(2) Falls Grad(p) = Grad(q) =: k, so gilt = (1) novp G

q(n) br

wobei aj der Leitkoeffizient von p und b der Leitkoeffizient von ¢ ist.

(3) Falls Grad(p) > Grad(q), so ist die Folge (p(n)/q(n)) unbeschrénkt,
d.h. divergent.

Den Nachweis dieser Aussagen erhélt man, indem man wie in Beispiel den
Nenner und Zahler durch die hochste Potenz des Nenners teilt.

Beispiel 5.43. (Folge ist Quotient von Polynomfunktionen)
1 n—oo .
(a) 2n2n++n 1 %0, da Grad(Zshler) = 1 < 2 = Grad(Nenner).

3n2+1 oo 3
(b) 2n2n+j;+ 1 5 3 da Grad(Zéhler) = 2 = Grad(Nenner).

3 _
(c) (%) ist divergent, da Grad(Zahler) = 3 > 2 = Grad(Nenner).
n?+n

Zieht man die Wurzel einer konvergenten nicht-negativen Folge, so erhalt man
wieder eine konvergente Folge.
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Satz 5.44. (Wurzelfolge einer konvergenten nicht-negativen Folge)

Sei (x)n>n, €ine konvergente Folge mit x,, > 0 fiir alle n > ng und mit dem

Grenzwert x := lim x,. Dann gelten:
n—o0
(1) nhj& VT, =z, d.h die Folge (‘/x”)nzno konvergiert gegen \/x.

(2) Fiir jedes feste k € N gilt 7}1_)11010 /Tn = Vx, d.h. die Folge (\’“/ﬂfn)@no
konvergiert gegen \/x.

Beweis von Satz [(1): Wir unterscheiden zwei Fille:

e Fall 1: Sei x = 0, d.h. (x,)n>n, ist eine Nullfolge. Sei € > 0 beliebig und
£ :=¢2 > 0. Dann existiert ein nz > ng mit

0<z,=|r,| =z, —0] <& fiirallen > nz
Also folgt durch Ziehen der Wurzel:
0< Vo, S\/gv:\/g:a‘ fiir alle n > nz =: n.,
—~—
=|vZn—=0|

d.h. (\/Tp)n>n, konvergiert gegen 0 = /0 = /7.
e Fall 2: Sei z > 0. Es gilt

e VEEVE) (VA= VE) (VE VD)
Vi =l = Ve = e Vot V)
DN T I

(VEa+VE)  VatVrT T Ve

wobei wir im dritten Schritt die dritte binomische Formel genutzt haben.
Mit dieser Abschétzung folgt aus der Konvergenz von (z,),>n, gegen x die
Konvergenz von (‘/x”>n>n0 gegen +/x wie folgt: Sie € > 0 beliebig. Da

(@n)n>n, gegen x konvergiert, existiert zu £ := /z € ein nz > ng so dass gilt

|z, — x|,  (5.28)

7, —x| <&=+/ze  firallen > ngz

Mit Abschétzung ((5.28) folgt nun

1 1
‘\/l“n—\/aﬁﬁ\xn—ﬂgﬁﬁs:s fiur alle n > nz =: n.,
<Vwe
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d.h. (, /x”)nZno konvergiert gegen /. ]

Der Beweis von Satz ist etwas aufwéindiger.

Beispiel 5.45. (Wurzelfolgen)

2 1 L nosoo
a) 1/ nE =4/2+=-"F V2
n n

_zi/ii)\/ﬁzo fiir jedes feste k € N
n

Warnung: Das funktioniert nicht fiir die Folge (—) . Es gilt ndmlich
n>1

1 n—oo

— 1

(siche Teilkapitel [5.7)):

§

()”—i-\/_ n+\/_ _n-l-\/_ n2—|—3n6#_n2—|-n23%
Vit —n? Jrt(l=34)  n2/1-1 n?/1-1 n’/1-1

1 (
_1+\3/$Ho\01+€/6_1
/1_1 /\/1—0

(d) Um den Grenzwert der Folge (\/ n®>+n — n)n>1 zu bestimmen, erweitern

wir mit vn? +n + n, um mit der dritten binomischen Formel die Wurzel
im Zahler des entstehenden Bruchs loszuwerden:

B vn2+n+n CVniin4n
n n n

IR GEEET N A TEuy U (Y iy

1 |
14lyr VIl 2

\/m_n_(\/n2+n—n)(\/n2+n+n) n?+n —n?

3I+—‘

1 n—

\/8

wobel wir im zweiten Schritt die dritte binomische Formel benutzt haben.

Als Letztes lernen wir ein Kriterium dafiir kennen, dass eine Folge einen nicht-
negativen Grenzwert hat.
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Satz 5.46. (Kriterium fiir nicht-negativen Grenzwert)

Sei (xp)n>n, eine konvergente Folge. Falls ny > nyg existiert mit x, > 0 fiir

alle n > ny, so gilt auch lim x, > 0.
n—oo

Beweis von Satz [5.46: Wir geben einen Widerspruchsbeweis: Angenommen, es
gelte © < 0. Sei € := |z|/2 = —x/2 und n. > ny so, dass |z, — z| < ¢ fir alle
n > n.. Dann gilt =, — x > 0, da x < 0 und x,, > 0. Also finden wir fiir alle
n > ng:

x r
xn—x:\xn—x|§5:—§ — xngx—§:§<0 4 zux, >0,
d.h. die Annahme x < 0 fithrt zu einem Widerspruch. Also muss diese Annahme
falsch sein, und wir haben > 0 nachgewiesen. [

Achtung: Fiir eine Folge (2,)5>n, folgt im Allgemeinen aus z,, > 0 fiir alle n > ny
nicht x > 0, sondern nur x > 0. Dieses zeigt das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 5.47. (zu Satz [5.46))
Fiir die Folge (1/n)p>1 gilt x, = 1/n > 0 fiir alle n € N. Der Grenzwert ist

T = limleZO.

n—o0 M,

Folgerung 5.48. (aus Satz [5.46)

Seien (Tp)n>ngs (Yn)n>n, konvergente Folgen. Falls ein ny > ng existiert mit
Tn < yp flir alle n > nq, dann ist

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Beweis von Folgerung .' Die Folge (2)n>ng, 2n = Yn — Zn, erfiillt z, > 0 fir
n>ny (wegen =, <y, < Yy, —x, > 0 fiir alle n > ny). Nach Satz gilt

lim z, = lim y, — lim z,.
n—oo n—0o0 n—oo

Und nach Satz [5.46|ist lim z, > 0. Es folgt also

n—oo

lim y, — lim z, >0 — lim y, > lim z,. O]

n—oo n—oo n—oo n—oo
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5.6 Konvergenzkriterien

In diesem Teilkapitel lernen wir weitere Kriterien fiir die Konvergenz von Folgen
kennen.

Satz 5.49. (Einschlusskriterium)
Sei (xp)n>n, eine Folge. Falls ein Index ny > mng und konvergente Folgen

(@n)n>n, und (by)p>n, existieren mit
(i) an <z, < by fiir alle n > ny, und

(i1) lim a, = lim b,,
n—o0 n—oo

50 ist auch (Ty)n>n, konvergent gegen den Grenzwert z := lim a, = lim b,.
- n—oo n—oo

Beweis von Satz [5.49: Sei € > 0 beliebig und n. > ny mit |a, — x| < ¢ und
b, — x| < € fiir alle n > n.. Dann gilt fiir alle n > n,.

—€§—|an_x‘San_xgxn_xébn_xglbn_x‘S‘S'
Also gilt
—e<gxg,—x<c¢ d.h. |z, —z| <e fir alle n > n.. Il

Beispiel 5.50. (fiir das Einschlusskriterium)
Fiir die Folge (\”/1 + 7”)n>1 gilt fiir alle n > 1:

T=VT" <1+ <Y+ =2 =2V =2-T,

wobei wir genutzt haben, dass \/x eine (streng) monoton wachsende Funktion ist.
Mit a,, := 7 und b, := ¥/2-7 haben wir zwei Folgen (a,,),>1 und (b,),>1 definiert,
fiir die gilt

T=a, < V1+7<b,=v2-T fur alle n > 1. (5.29)
Beide Folgen sind konvergent mit den Grenzwerten

lim a, = lim 7=7 bzw. lim b, = lim (V2-7)=7-lim vV2=7-1=7,

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

wobei wir lim /2 = 1 noch spiter in Beispiel [5.54 (b)| zeigen werden. Nach dem

n—oo

Einschlusskriterium (Satz [5.49)) folgt dann mit (5.29)), dass lim 1+ 7" =7

n—oo

1st.
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Satz 5.51. (Monotonieprinzip)

(1) Sei (z,)n>n, monoton wachsend und (nach oben) beschrdnkt. Dann
ist (Tn)n>n, konvergent gegen sup z,, = sup{x, : n > ng}.
n>ng
(2) Sei (x)n>n, monoton fallend und (nach unten) beschrdnkt. Dann
ist (Ty)n>n, konvergent gegen igf x, = inf{x, : n>mng}.
n-=no

Bemerkung 5.52. (Monotonieprinzip)

(1) Wenn (x,,),>n, monoton wachsend ist, so ist x,, eine untere Schranke von
(Tn)n>ng, A0 (2)n>n, st automatisch nach unten beschrankt.

(2) Wenn (z,) monoton fallend ist, so ist x,, eine obere Schranke von

n>ng
(Zn)n>ng, -0 (2)n>n, ist automatisch nach oben beschrankt.

Beweis von Satz[5.51:

(1) Da (xy)n>n, nach oben beschréinkt ist, existiert x := sup .
n>ng

Sei nun € > 0 beliebig. Dann ist © — ¢ keine obere Schranke fiir (z,,)5>n,,
d.h. es existiert ein n. > ny mit x,,, > x—e. Da (z,,),>n, monoton wachsend
ist, gilt aber fiir n > n.:

Tp > Ty, 2T —E — E>T — Ty,

und somit

r—x,<c¢ fiir alle n > n..

Da z = sup x,, eine obere Schranke von (z,)n>n,, ist * — z,, > 0, d.h.
n>ng

|z, —z|=2—x,<c¢ fur alle n > n.,

d.h. die Folge (x},)n>n, konvergiert gegen x.
(2) Der Beweis fiir Aussage geht dhnlich zu dem Beweis von Aussage [(1)] O

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung des Monotonieprinzips.
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Beispiel 5.53. (Anwendung des Monotonieprinzips)

(a) Die Folge (

) ist konvergent, denn:
n>0

n +
(i) Es gilt
n11§211:1 fiir alle n € Ny,
d.h. (nLH)nzo ist nach oben beschrankt.

(i) Es gilt

n n+l nmn+2)—(n+1)? n*+2n—0*+2n+1)
n+1 n+2  (+1D)n+2) (n+1)(n+2)
1

= — <0 fiir alle n € Nj,.
CESNCES) : ur alle n 0

Daraus folgt:

< n n+1 n n—+1

- <0 < fir allen e N
n+1 n+2 n+1 n+2> e =

d.h. (nLH)nzo ist streng monoton wachsend.

Nach dem Monotonieprinzip ist die Folge somit konvergent. — Natiirlich
hétte man die Konvergenz in diesem Beispiel viel einfacher direkt mit Hilfe
der Grenzwertsatze nachweisen konnen.

(b) Sei (ay)n>1 rekursiv definiert durch

2
1
n + fur alle n > 1.

a; = 2, Apy1 =
n

Wir zeigen zunéchst mit Satz [5.51} dass (ay,),>1 konvergent ist:

(i) (@p)p>1 ist nach unten beschriankt durch 1, d.h. fiir alle n € N gilt
a, > 1.

Beweis durch vollstandige Induktion:
A)n=1. a=22>1

(IS)n ~n+1:
anp>1
2 41 24 1-92a, (a,—1)% ¢
an+1—1:an+ _1:an—|— a:(a ) >0
2an 2an 2an

= apy1 = 1 [
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(i) (an)n>1 ist monoton fallend, denn fiir jedes n € N gilt

2 2 2 2
az +1 a: +1—2a 1 —a* ()
Ont1 = On = na —an = 2a "= 2an§0
n n n
- an+1§an7

wobei wir im letzten Schritt der linken Rechnung benutzt haben, dass
a, > 1 ist.

Aus (1) und (2) folgt mit Satz 5.51, dass (ay,),>1 konvergent ist.

Berechnung des Grenzwertes: Sei a := lim a,, = inf a,
n—00 neN

Da a, > 1 fiir alle n € N gilt, ist (nach Folgerung [5.48) auch a > 1. Es gilt:

2
a; +1
(n+l = 2a,
a’+ 1
a
2a
Also gilt fiir den Grenzwert:
= 20" =a"+1 = a” =1,
a

also (daa > 1ist) a = 1.

5.7 Wichtige Beispiele

Wir betrachten nun einige fiir die Entwicklung der Analysis wichtige klassische
Beispiele.

Beispiel 5.54. (Folge mit n-ten Wurzeln)
(a) Behauptung: v/n — 1

Beweis: Es gilt /n > 1, weil die n-te Wurzel einer Zahl > 1 ebenfalls > 1
ist. Fir n € N sei @, := ¢/n — 1 > 0. Idee: Wir zeigen, dass (C/ﬁ — l)n

eine Nullfolge ist, denn dann folgt /n Y.
Nachwers: Es gilt

>1

T, = vn—1 = 1+ 2, =n = (1+x,)" =n,
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und fiir n > 2 finden wir mit dem binomischen Satz (vgl. Satz [4.36])

n=(1+az,)" = Z (Z) 1" gk > (g) ) + <Z> z?
= N

k=0 | , = >0
>1>0
—1
:ﬂw—chi:1+ﬁﬂ%—lxi

wobel wir im letzten Schritt

(n): n! _nr-1)n-2)! nm-1)
o) = ol (n—2)! 2N (n — 2)! 2

genutzt haben. Es folgt durch Umformen fir n > 2

-1 —1
n21+%xi <= n—lZ%xi
2 2 2 2
= n—1) ———— > x> = — >z
n(n—1) n

und somit z2 < 2/n fiir alle n > 2, d.h.

2nOO
‘xn\g\/i;().
n

Also st (2y)n>2 = ({/n — 1) _, eine Nullfolge nach Satz [5.34 Mit Bemer-
kung |5.30| folgt die Behauptung lim {/n = 1. ]

n—oo

(b) Behauptung: Fiir festes ¢ > 0 gilt /¢ = 1.
Beweis: Wir unterscheiden die beiden Falle ¢ > 1 und 0 < ¢ < 1.

e Fall 1: Sei ¢ > 1. Wéhle n; € N mit n; > ¢. Dann gilt 1 < ¢ < n fiir
alle n > ny. Durch Ziehen der n-ten Wurzel erhalt man:

1=V1<Ve<in

1 1

Mit dem Einschlusskriterium aus Satz[5.49] (mit den Folgen (ay,)nsn, =
({L/I)n>n1 = (1)pzn, und (by)p>p, == (\’Vﬁ)n>nl) folgt die Behauptung
lim /c = 1. B

n—oo



5.7. Wichtige Beispiele
158 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

o Fall 2: Sei 0 < ¢ < 1. Da 1/c > 1 ist, folgt mit Fall 1 und Satz (4):

1

\/7 n

3

1 I oo

o=

Nun konnen wir endlich die Eulersche Zahl mit einem Grenzwertprozess einfiihren.

Beispiel 5.55. (Eulersche Zahl)
. . — 1
(a) Sei ()0 mit x, = Z ik
k=0

(Zn)n>0 ist streng monoton wachsend, denn fiir alle n € Ny gilt:

n+1 1 n 1 1 1
k=0 k=0 ~—
S~—— >0

:xn

(2n)n>0 ist nach oben beschréinkt, denn fir alle n € N gilt:

:z:—zn:l—lJrH1 1+ L +...+
”_kzok!_ 2 2.3 2.3-4 77 2.3:4-...-n

Also folgt mit dem Monotonieprinzip (siche Satz [5.51)): (x,,),>0 konvergiert

gegen x := sup x,. Wir wissen bereits x < 3 weil x,, < 3 fiir alle n € N.
n€Ny

1 n
<b) Sei (yn)nZI mit y, := (1 + E) .

(Yn)n>1 ist streng monoton wachsend, denn fiir alle n € N gilt:

ynHaﬁ)”“(I o) L)
- nm - T 1
Yn (1+1) n+ 1 141
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() (BH) - (k) (3252)

= () () = () ()
nHllfbszltz-

() () 2 0 m)( z>

B no n(n+1)+(n

B _(n+1)2+n—|—1 (n+1)3_1+ (n+1)

:1+ﬁ>1.

Aus yp11/yn > 1 fiir alle n € N folgt (da y, > 0) 01 > y, fiir alle n € N,
d.h. (y)n>1 ist streng monoton wachsend.

(Yn)n>1 ist nach oben beschréinkt, denn fiir alle n € N gilt mit dem binomi-

schen Satz (vgl. Satz [4.306)):

n=(42) -2 () w2 (3)

"L/ 1 . n!
& (k)ﬁ:H;k!(n—k)!nk
1+Zi.n(n—l)-...-(n—k+1)(n—k)!

k! (n — k)!nk
"1 nn—=1)-...-(n—k+1)
:1+ZH' Y
k=1 N ~ .
<1
~1 1 1 1
k=1 k=1 k=0

wobei wir im letzten Schritt die Uberlegungen fiir die Folge (z,,),>0 aus Teil
(a) genutzt haben. (Ergdnzende Erklirung: Die Abschitzung

nn—1)-...-(n—k+1) n n-—1 n—k+1
. S LA S
n n n n
~ N—— —_——
=1 <1 <1

wurde beim Ubergang in die fiinfte Zeile genutzt.)



160

5.7. Wichtige Beispiele

©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Also folgt mit dem Monotonieprinzip (siehe Satz [5.51)), dass (yn)n>1 gegen

Y 1= sup ¥y, konvergiert.
neN

Behauptung: x =y
Beweis:

Schritt 1: Wir zeigen y < x.

Da nach den Uberlegungen in Teil (b) v, < z,, fiir alle n € N gilt, folgt mit
Folgerung [5.48, dass y < z gilt.
Schritt 2: Wir zeigen x < y.

Sei m € N zunéchst fest gewihlt. Fiir n > m gilt dann mit dem binomischen

Satz (vgl. Satz [4.36])

N\ /1) . (1 = /n\ 1
O EO ) -E0:
k=0 =1 S k=0
=1/nk
T ) 1 - n! 1 & n! 1
~ Z(l{:)nk Zk!(n—k)'nk +Zk'(n—k)'nk
k=0 k=0 k=1
" 1nn-1 (n—k+1)(n—k)!
—1 il
+;k' (n — k)!nk
B “Inn—=1)-...-(n—k+1) noee 1
=1+ = y: EEDIEE
k=1 N ~ . k=1
!

FErginzende Erkldrung: Der Grenzwert in der letzten Zeile folgt aus

nin—=1)-...-(n—k+1) n n-1 n—k+1n_>o\ol
nk/‘ i n n o .. n 4 .
~— N—— N—_——
=1 =3 =

Weil (y,)n>1 streng monoton wachsend ist, folgt

k
Da m € N beliebig, gilt x,,, < y fiir alle m > 0, d.h. y ist obere Schranke

fir (m,)m>0. Es folgt © = sup z,,, < y.
m>0

Aus y < x und z < y folgt nun x = y. O
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Der Grenzwert der Folge (yy,)n>1, also

. 1\" .. 1
e:=lim [ 1+ — = lim —

n—oo

heilst die Eulersche Zahl.

5.8 Haufungswerte, unterer und oberer Limes

In diesem Teilkapitel berichten wir kurz iiber die Begriffe des Haufungswertes und
des unteren und oberen Limes.

Wir fiihren zunéchst den Begriff des Haufungswertes ein.

Definition 5.56. (Haufungswert)
Sei (Tn)n>n, €ine Folge reeller Zahlen.

(1) x € R ist ein Haufungswert von (x,,)n>n,, falls fir jedes € > 0 gilt:

|z, — x| < e fiir unendlich viele n > ny.

(2) +oo (bzw. —o0) ist ein Hdufungswert von (x,)n>n,, falls fir jedes
R >0 gilt:

r, >R (bzw. x, < —R) fiir unendlich viele n > ny.

Bemerkung 5.57. (Zusammenhang zwischen Grenz- und Haufungs-
werten)

(1) Aus der Definition der Konvergenz einer Folge folgt: Die Folge (z,)n>n,
ist konvergent gegen x genau dann, wenn fiir jedes € > 0 gilt:

|z, — x| <€ fiir alle n > ny bis auf endlich viele n.

Daraus folgt direkt, dass der Grenzwert immer ein Haufungswert ist.

(2) Eine beschrankte Folge (x,),>pn, ist genau dann konvergent, wenn
(n)n>n, genau einen Haufungswert hat, ndmlich den Grenzwert der Fol-

ge.
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Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.58. (Haufungswerte und Grenzwerte)
(a) Die Folge (1/n),>1 ist konvergent gegen x = 0 und hat daher den einzigen
Haufungswert x = 0.

(b) ((—1)”)n>0 ist beschrankt und hat die Haufungswerte —1 und 1. Also ist
die Folge ((—1)") _  nach Bemerkung [5.57]|(2)| divergent.

n>0

1
(c) ((—1)” ! il ) ist beschriankt, da gilt
n n>1
1 1
0< (=1 + 22— (114 = <3 firallen > 1.

NI n

. , <1

>0

Die Folge hat die Haufungswerte 0 und 2. Nach Bemerkung 5.51

ist diese Folge divergent.
(d) (sin (g n)) ist beschrankt, da [sin <g n)‘ <1 fiir alle n > 1 ist, und
n>0

hat die Haufungswerte —1,0 und 1. Nach Bemerkung ist diese Folge
divergent.

(e) Die Folge (((—1)” +1) n) ist unbeschrankt und hat die Haufungswerte

n>0
0 und +o0, denn

2n fiir n gerade,

()" +1)n= { .

fiir n ungerade.

Die Folge ist divergent, weil sie unbeschrankt ist.

Nun konnen wir den unteren und den oberen Limes einfiihren.

Satz 5.59. (oberer und unterer Limes)
Sei () n>n, eine Folge reeller Zahlen, und sei H die Menge der Héaufungswerte
von (X )n>n,- Dann gelten:

(1) H#0D, d.h. (x,)n>n, hat mindestens einen Haufungswert.

(2) H hat ein Maximum und ein Minimum, wobei wir hier auch —oo als
Minimum bzw. +00 als Mazimum zulassen.
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limsup z,, := max(H) heifit der obere Limes (oder der Limes superior)
n—oo

Vo1n (Tp)n>n,-

liminf z, := min(H) heifit der untere Limes (oder der Limes inferior)
n—o0

von (Tp)n>ng-

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 5.60. (oberer und unterer Limes)

1 1
(a) liminf — =0, limsup — =0, weil H= {0} (vgl. Beispiel [5.58|(a))).
n

n—oo 1 n—00

(b) liminf (—=1)" = —1, limsup(—1)" =1,

n—00 n—00

weil H = {—1,1} (vgl. Beispiel [5.58[(b)).
1 1
@t (14 0) —o0, s (o 2E) <o

n—00 n n—00
weil H = {0,2} (vgl. Beispiel [5.58[(c)]).
(d) liminf sin <g : n> = —1, limsup sin (g : n) =1,

n—00 n—00

weil H = {—1,0,1} (vgl. Beispiel 5.5 [(d)).
(e) liminf (((—1)” +1) n) =0, limsup (((—1)" +1) n) = +00,

n—00 n—00

weil H = {0, +oo} (vgl. Beispiel [5.58[(e)]).

Was wir in Beispiel [(a)] gesehen haben, gilt auch allgemein.

Bemerkung 5.61. (Limes = unterer Limes = oberer Limes)
Fiir jede konvergente Folge (x,,),>n, reeller Zahlen gilt:

lim z,, = liminf x,, = lim sup z,,.
n—oo n—oo n—oo

Erklarung: Der einzige Haufungspunkt einer konvergenten Folge reeller Zahlen
ist ihr Grenzwert.
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5.9 Uneigentliche Grenzwerte

Zuletzt betrachten wir noch Folgen, deren Werte in einem noch genau zu definie-
renden Sinn gegen +oo oder gegen —oo und streben.

Definition 5.62. (divergent gegen +oco bzw. gegen —o0)

(1) Eine Folge (x,,)n>n, heifit divergent gegen +oo, falls gilt: Fir jedes
R > 0 existiert ein ng > ng so, dass fir allen > ng qilt: ©, > R.

Man sagt dann auch, (x,)p>n, hat den uneigentlichen Grenzwert
+00, und man schreibt

T, — 400  bzw. lim z, = +o0  bzw. x, = +00 fiir n — oo.
n—oo

(2) Eine Folge (x,,)n>n, heifit divergent gegen —oo, falls gilt: Fir jedes
R > 0 existiert ng > ng so, dass fir alle n > ng qilt: v, < —R.

Man sagt dann auch, (x,)p>n, hat den uneigentlichen Grenzwert
—o00, und man schreibt

T, — —00  bzw. lim z, = —o0 bzw. x, — —00 fiir n — oo.
n—oo

Beispiel 5.63. (divergent gegen +o0o bzw. gegen —o0)
n—0o0

(a) n! =¥ 400 und —nl =% —c0

n—oo

(b) 2" ¥ 400 und —2""F —c0

(c) ((—2)”)n>0 ist divergent, aber die Folge ist weder divergent gegen +o0o noch
divergent gegen —oo, d.h. die Folge hat keinen uneigentlichen Grenzwert.

Bemerkung 5.64. (divergent gegen —oo bzw. +00 = unbeschrinkt)

Ist (2)n>n, divergent gegen 400 oder —oo, 80 ist (2, )n>n, unbeschrénkt. Dieses
folgt (fast) unmittelbar aus Definition [5.62]

Zum Abschluss halten wir noch eine alternative Charakterisierung von ,divergent
gegen +o00 bzw. —oo” fest.
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Hilfssatz 5.65. (divergent gegen +o00 bzw. —o0)

(1) (zp)n>n, ist divergent gegen +oo genau dann, wenn

(i) ein ny > ng existiert mit x,, > 0 fir alle n > ny und

1
(11) (—) eine Nullfolge ist.
n>ni

xn
(2) (xp)n>n, ist divergent gegen —oo genau dann, wenn

(1) ein ny > ng existiert mit x,, < 0 fir alle n > ny und

1
(11) (—) eine Nullfolge ist.
n>ni

Ln

Beweis: Dieses ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. ]

Mit Hilfssatz kann man nun bequem einen formalen Nachweis fiir die Folgen
in Beispiel geben.

Beispiel 5.66. (divergent gegen +0o bzw. gegen —c0)

a) Fir (n! gilt:
n>0
(i) n! > 0 fiir alle n > 0.
(ii) (1/n!)n20 ist eine Nullfolge.

Also ist (n!)n>0 divergent gegen 400, d.h lim n! = 4o00.

n—oo
Fiir ( - n!)n>0 gilt:
(i) —n! < 0 fiir alle n > 0.
(ii) (1/(=n!)) ., ist eine Nullfolge.

Also ist (— n!)nzo divergent gegen —oo, d.h. nh_g)lo —n! = —o0.

(b) Fiir (27) _, gilt:
(i) 2" > 0 fiir alle n > 0.
(ii) (1/2”)n20 ist eine Nullfolge.

Also ist (2”)n>0 divergent gegen +oo, d.h. lim 2" = +o0.

n—oo
Fir ( — 2”)n>0 gilt:
(i) —2" < 0 fiir alle n > 0.
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(ii) (1/(=2")), ., ist eine Nullfolge.
Also ist ( — 2”)n>0 divergent gegen —oo, d.h. lim —2" = —o0.

n—oo

2" fiir n gerade,
—2" fiir n ungerade.

Da ((—2)”)n>0 immer abwechselnd positive und negative Werte annimmt,

kann ((—2)”)n>0 nach Hilfssatz [5.65| nicht divergent gegen +o0o oder gegen

—oo0 sein (denn Eigenschaft (i) ist jeweils verletat).



KAPITEL O

Stetigkeit reeller Funktionen

In Teilkapitel |6.1| fiihren wir den Begriff der Stetigkeit ein und lernen grundlegende
Eigenschaften der Stetigkeit kennen. In Teilkapitel |6.2] wird der Begrift des Grenz-
wertes einer Funktion f(z), wenn sich z einem Punkt u annéhert, eingefiihrt. In
Teilkapitel verallgemeinern wir den Begriff des Grenzwertes einer Funktion
f(x) in einem Punkt = = u dahingehend, dass wir uns dem Punkt x = u nur von
links oder nur von rechts nidhern. Hierbei betrachten wir auch den Fall, wenn z
gegen +oo oder gegen —oo strebt. In Teilkapitel lernen wir wichtige Resulta-
te iiber stetige Funktionen kennen, ndmlich den Zwischenwertsatz und den Satz
iiber die Existenz eines Minimums und eines Maximums einer stetigen Funktion
auf einem abgeschlossenen Intervall.

6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Als Vorbereitung fiir den Begriff der Stetigkeit bendtigen wir den Begriff einer
Folge in der Definitionsmenge einer Funktion.

Definition 6.1. (Folgen in D)

Sei D C R. Man sagt, (uy)n>n, ist eine Folge in D, wenn alle Folgenglieder
u, n D liegen, d.h. wenn gilt u,, € D fur alle n > nyg.

Nun kénnen wir Stetigkeit einfiihren.

167
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Abbildung 6.1: Die Funktion im linken Bild ist (in allen Punkten) stetig. Die
Funktion im rechten Bild ist unstetig im Punkt xg, weil die Funktion hier eine
Sprungstelle hat.

Definition 6.2. (Stetigkeit)
Es sei f: D — R eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D C R.

(1) f heifit stetig in w € D, falls fiir jede Folge (up)n>n, in D gilt:

(2) [ heifsit stetig in D, falls f in jedem u € D stetig ist.

Was bedeutet die Definition der Stetigkeit anschaulich?

Die Aussage besagt das Folgende: Wenn wir uns mit einer (beliebigen) Fol-
ge (up)n>n, In D mit Grenzwert u dem Punkt w ndhern, so strebt die Folge
( f (un))n>n0 der Funktionswerte gegen den Grenzwert f(u), also gegen der Funk-
tionswert in wu.

Ist f auf einem Intervall D definiert, so bedeutet die Stetigkeit von f in D ,lax®
ausgedriickt, dass der Graph einer in D stetigen Funktion eine durchge-
hende Kurve ist, die in keinem Punkt z, € D abreifst oder ,springt.
Anschaulich ist dieses in Abbildung dargestellt. Die Funktion mit dem Gra-
phen im linken Bild in Abbildung|6.1]ist stetig, d.h. sie ist in allen Punkten stetig,
wogegen die Funktion mit dem Graphen im rechten Bild in allen Punkten aufser
xo stetig ist. In ¢ = z( hat die Funktion im rechten Bild in Abbildung da-
gegen eine , Unstetigkeitsstelle”; sie ,springt im Punkt £ = xy und hat dort eine
Sprungstelle”.
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Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 6.3. (stetige Funktionen)
(a) Sei f: R — R, f(z):= 2%
o f ist stetigin u = 0, denn:

w, =30 — f(un):ui7H—o>oO2:f(O)

unn_>—o>ou — f(un):uimouQZf(u)

(b) Sei sgn : R — R die sogenannte Signum-Funktion oder Vorzeichen-
Funktion, definiert durch: y
A

1 fiir x > 0,

sgn(zx) := 0 fir x = 0, 0 -~
-1 fiir x < 0.
T—l
sgn ist nicht stetig in v = 0, denn fiir u,, = (—1)”% gilt:
(=1)"= — 0, aber sgn(u,)=sgn ((-Un —) = (—1)" divergiert.
n n

In allen u # 0 ist sgn stetig, denn ist u # 0, so reicht es fiir u < 0 Folgen
(Up)n>n, Mit u, < 0 fiir alle n > ng zu betrachten. Analog reicht es fiir
u > 0 Folgen (uy,)p>pn, mit u, > 0 fiir alle n > ng zu betrachten.

(Erkldrung: Gilt u < 0, so muss fiir eine Folge (uy)n>n, mit lim u, = u
n—0o0

(wegen der Konvergenz) ein np existieren mit w, < 0 fir alle n > ny.
Statt (uy)n>n, kann man nun die Folge (u,),>n, betrachten, welche ebenfalls
gegen u konvergiert und nur negative Folgenglieder u,, hat. Der andere Fall
ist analog.)

o Fallu<0:
Uy, =% w mit u, < 0 — sgn(u,) = —1 =3 —1 = sgn(u).
o Fallu>0:

n—oo

Uy, = w mit w, > 0 — sgn(u,) =1 — 1 = sgn(u).
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(c) Sei f:R —= R, f(x) := x. Dann ist f stetig in R, denn fiir jedes u € R gilt:

n—oo n—oo

Up —> U — f(un):unﬁuzf(u)

(d) Sei f:]0,00[— R, f(x) := y/x. Die Funktion f ist stetig in [0, co[, denn
fir alle u € [0, oo gilt: Ist (uy,)n>n, cine Folge in [0, oo (d.h. wenn u,, > 0
fiir alle n > ng) mit u, — u, dann folgt:

fun) = Vi, =5 Vu = f(u).

(e) Die Funktionen exp, sin und cos sind stetig in R (zunéchst ohne Beweis). Die
zugehorigen Umkehrfunktionen sind stetig auf ihrer jeweiligen maximalen
Definitionsmenge.

1
(f) Die Funktion f: R\ {0} = R, f(z):= —, ist stetig.
T

In der Tat folgt fiir jedes u € R\ {0} und jede Folge (u,)n>n, in R\ {0}
mit lim u, = u aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen (siehe Satz [5.39)), dass

n—o0
: .1 1

g fn) = g = =T

Die Dirichletsche Sprungfunktion

() g

1 firz e Q,

f:R—=R, f(x) =

0 firzeR\Q,

ist in keinem Punkt v € R stetig.

Der néchste Satz erlaubt uns, komplizierte stetige Funktionen als Summe, Dif-
ferenz, Produkt oder Quotient einfacher stetiger Funktionen zu betrachten und
aus der Stetigkeit der einfachen Funktionen auf die Stetigkeit der komplizierten
Funktion zu schliefen.

Satz 6.4. (Summe, Produkt und Quotient stetiger Funktionen)

Set D C R, und seien f : D — R und g : D — R beide stetig in u € D.
Dann qilt:

(1) f+g, f-g und|f| sind stetig in u.
(2) Falls f(u) # 0 ist, so sind 1/ f und g/ f beide stetig in u.
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Beweis: Der Satz folgt aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen (siehe Satz|5.39). O

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 6.5. (stetige Funktionen)

()

Die Funktion f : [0, 00 = R,

'_:1:+\/§
fla) = 2+ 1

ist stetig in jedem u € [0, 00] (d.h. f ist stetig in [0, 00[), denn: Die Funk-
tionen g(z) = x, h(x) = \/z, k(x) = 2%+ 1 sind stetig in jedem u € [0, oo,
und k(z) = 22+ 1 > 1 > 0 fiir alle u € [0,00[. Nach Satz ist somit
auch f stetig in jedem u € [0, oo].
Reelle Polynomfunktionen sind stetig in R, denn eine reelle Polynomfunk-
tion

p(x) =a, 2" + a1 2" . Fagx? Farxz + ag
ist eine Summe von Produkten stetiger Funktionen.

Aus [(D)] und Satz folgt, dass rationale Funktionen

(
(mit p und ¢ reellen Polynomfunktionen) auf ihrer maximalen Definitions-
menge

Dy={zeR : q(z)#0}

stetig sind. Beispielsweise ist

x
stetigin Dy =R\ {—1,1}.
Nach Satz ist der Tangens
sin
tan = —
cos

stetig auf Dyan = {2 € R : cos(z) # 0}.
Nach Satz[6.4] ist der Cotangens

coS
cot = —
sin

stetig auf Dey = {x €R : sin(x) # O}.
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Als Letztes untersuchen wir die Verkettung stetiger Funktionen. Zur Erinnerung:

Gilt fiir zwei Funktionen f : D — R und g¢ : D — R die Bedingung f(D) C D,
so kann man die Verkettung go f: D — R, (go f)(z) := g(f(:z:)), bilden.

Satz 6.6. (Verkettung stetiger Funktionen)

Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig. Genauer: Seien f: D — R
und g : D — R mit f(D) C D. Dann gelten:

(1) Ist [ stetig in u € D und ist g stetig in f(u) € D, soist go f stetig in
ueD.

(2) Ist f stetig in D und g stetig in f(D), so ist go f stetig in D.

Beweis von Satz[6.0:

(1) Sei (up)nsn, eine Folge in D mit u, —> u. Wir miissen zeigen, dass gilt

(90 F)(un) = (g0 f)(u).
Da f in u stetig ist, gilt f(un)fb_}—o)o f(u). Sei nun v, := f(u,). Da f(D) C
D, ist (Un)p>n, eine Folge in D. Da g in f(u) stetig ist und v, —> f(u),
gilt

9(vn) =% g(f(w)).

Also finden wir:
(90 F)(un) = g(f(un)) = g(va) == g(f(u)) = (g0 f)(u)
(2) folgt direkt aus (1). O

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Verkettung stetiger Funktionen.

Beispiel 6.7. (Verkettung stetiger Funktionen)
(a) f: R — R, f(z) := exp(x?) ist stetig in R, weil exp : R — R und
h:R — R, h(z) := 22, beide in R stetig sind.
(b) f:[=3,00[= R, f(x) := x + 3 ist stetig in [ —3,00[, denn: Es gilt f =
goh,und g :[0,00[ = R, g(x) := y/x, ist stetig in [0,00[ und h: R — R,
h(x) := x + 3, ist stetig in R und h([—3,00[) =[0,00[C [0, 00[= D,.

(¢) Die hyperbolischen Funktionen

1
sinh(z) := 5 (e" —e™) und cosh(z) :=

sind stetig in R nach Satz[6.4) und nach Satz[6.6]

(e"+e™™)

N | —
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6.2 Konvergenz fiir x — u

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel fiir den Grenzwert einer Funktion f(x) fiir
T — U

Beispiel 6.8. (Grenzwert einer Funktion fiir x — u)

Die rationale Funktion
B 2?4+ — 2

T+ 2
hat den maximalen Definitionsbereich D = R\ {—2}. Sei (uy,)n>n, eine Folge in
D mit u, =% —2. Dann gilt

uh +un — 2 (up +2) (u, — 1)

g(z)

= —u, —1"7F 2 -1=-3
9(un) Uy + 2 Uy + 2 b
Man schreibt dann
. ortr—-2 . (z4+2)(x—-1)
Jim, @) = lim) ———— = lim =~ 20— = Jim (e - 1) = -3
Die Funktion ¢ lasst sich nach © = —2 stetig fortsetzen:

x fiir x #£ —2,
J:R— R, g(z) := 9(x) 7
—3 fir x = —2.

Die Funktion g ist stetig in R, und wir bezeichnen ¢ als die stetige Fortsetzung
von g nach z = —2.

Nach dem motivierenden Beispiel lernen wir die Definition des Grenzwertes einer
Funktion f(z) fir z — w.

Definition 6.9. (Grenzwert von f fiir © — u)

Sei I ein offenes Intervall (d.h. I =]a,b] oder I =] — 00,b[ oder I =]a, 0|
oder  =R), u €l und f: D — R, wobei D = I\ {u} oder D = I. Wir
schreiben

lim f(z) =v oder flz) =30,
T—U

falls fiir jede Folge (uy)p>n, in 1\ {u} gilt:

n—oo n—oo

Uy — U = f(u,) — v.

v heifst der Grenzwert von f fiir x gegen u. Man sagt auch: ,,f konvergiert
gegen v fir x gegen u“
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Zu beachten ist, dass D in der obigen Definition nicht der maximale reelle Defi-
nitionsbereich von f sein muss.

Beispiel 6.10. (Grenzwerte von f fiir x — u)

1
(a) lim — existiert nicht.

z—0 2
—1 —1 1 1
(b) lim ——~ = lim —— — lim—— =
z—1 12 —1 m%l(aj—l)(x%—l) z—1x + 1 2
(©) hme$+1_eo+1_

0 +1 041

Bemerkung 6.11. (Stetigkeit und stetige Fortsetzung)

Sei I ein offenes Intervall.

(1) Sei zunéchst f: I — R. f ist genau dann stetig in u € I, wenn der

Grenzwert lim f(x) existiert und gleich f(u) ist, also wenn gilt
T—U

lim f(z) = f(u).

T—U

(2) Seien nun w € I und f: I\ {u} — R stetig. Existiert v := lim f(z), so

Tr—Uu
lasst sich f stetig nach u fortsetzen: Die durch

[ 7o) ::{ f(z) fir x € I\ {u},

v fir x = u,

definierte Funktion ist dann stetig in /. Man nennt feine stetige Fort-
setzung von f nach z = u.

Betrachten wir nun einige Beispiele, in denen wir Grenzwerte nutzen, um eine
Funktion auf Stetigkeit bzw. stetige Fortsetzbarkeit in einzelnen Punkten zu iiber-
priifen.

Beispiel 6.12. (Stetigkeit und stetige Fortsetzbarkeit)
(a) Die Funktion f: R — R,
2 —1

fa)=q 1

0 wenn x =1,

wenn x # 1,
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ist stetig in R \ {1} und nicht stetig in = = 1, denn

lim f(z) = lim A TN k) G ) =lim(x+1)=2#0= f(1).

r—1 =1 r—1 r—1 x—1 r—1

(b) Die Funktion
2 —1

feRA{1} =R, f(z):=
ist stetig in R \ {1} und l&sst sich stetig nach x = 1 fortsetzen, denn

rx—1"

=1 . (z=1D(x+1) .
M@= Eme o Tl =2
Die Funktion
2
—1
~ ~ u wenn x # 1,
f:R—=R, flx)y:=¢ *—1
2 wenn x =1,

ist dann eine auf ganz R stetige Fortsetzung von f (nach z = 1).
(c¢) Die Funktion

1
FOR\(O} SR fx) =
lasst sich nicht stetig nach 0 fortsetzen, denn hm flx) = hH(l) 1/z existiert
nicht.

6.3 Einseitige Grenzwerte

Als Verallgemeinerung des Grenzwertes einer Funktion f fiir + — u betrachten
wir nun Grenzwerte einer Funktion f fir x — u mit x > u bzw. x < u, d.h. wir
nahern uns w nur von einer Seite.

Wir beginnen mit dem Fall, wenn x beliebig grofs bzw. beliebig klein wird, also
wenn r — +00 bzw. x — —o0.

Definition 6.13. (Grenzwerte fiir z — +o00 oder z — —o0)

(1) Sei f :]a, 00| — R. Wir schreiben:

: _ T—r+00
xl—lﬁloof(x) =0 oder  f(z) — v,




6.3. Einseitige Grenzwerte
176 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

falls fiir jede Folge (up)n>n, in |a, o0 gilt:

U, =5 o0 — flun) =3 0. (6.2)

v heifit dann der Grenzwert von f fiir v gegen +oo. Man sagt auch:
[ konvergiert gegen v fiir x gegen +00.“

(2) Sei f:]— o00,b| = R. Wir schreiben:

lim f(z)=wv oder  f(x) — w,
T—>—00
falls fiir jede Folge (wy)p>n, in | — 00,b| gilt:
U, =5 —00 — flun) =3 v. (6.3)

v heifst dann der Grenzwert von [ fiir x gegen —oo. Man sagt auch:
of konvergiert gegen v fiir x gegen —oo.”

Bei den Folgen (uy,)n>n, in (6.2)) bzw. (6.3) handelt es sich um Folgen, die geméfs
Definition divergent gegen 400 bzw. divergent gegen —oo sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 6.14. (Grenzwerte fiir + — +00 oder x — —0)

o+l 1 . . . .
(a) xl_l)f_{loo 527 3 denn fiir (uy,)p>n, in [2, 00 mit u, — +oo gilt

u%(u?ﬂ—l) 1

2 _ 7 1 - 7 '3-0 3

2
U, Up,

(b) lim sin(z) existiert nicht, denn
T—+00

T s
n-—""% +oo, aber (sin (n —)) ist divergent!
2 n>0

Erkldrung: sin (%) nimmt abwechselnd die Werte 0, 1,0, —1 an. Genauer:

Fiir gerade n = 2k, k € Ny, gilt

sin (n g) = sin <2k: g) = sin(km) = 0,
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und fiir ungerade n = 2k + 1, k € Ny, gilt

sin (n g) = sin ((Qk +1) g) = sin (lmr + T

{ 1 fiir £ gerade,
2) -

—1 fiir k£ ungerade.

(c) lim e =0 (zunéchst ohne Beweis)
T——00

Mit dem Begriff des Grenzwertes einer Funktion f fiir x — 400 bzw. z — —o0
konnen wir nun waagerechte Asymptoten mathematisch sauber erkléren.

Bemerkung 6.15. (waagerechte Asymptoten)
(1) Existiert v := lim f(z), so kann der Graph von f fiir grofe x durch

T——+00
die Gerade y = v angendhert werden. Diese Gerade heifst dann eine

waagerechte Asymptote fiir + — +oc.

(2) Existiert v := lim f(x), so kann der Graph von f fiir kleine x durch

T—>—00
die Gerade y = v angenahert werden. Diese Gerade heikt dann eine

waagerechte Asymptote fiir + — —oc.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir Funktionen mit waagerechten Asymptoten.

Beispiel 6.16. (waagerechte Asymptoten)
(a) Die Funktion f : R\{0} — R, f(z) := 1/z, hat die waagerechte Asymptote
y = 0 fiir x — 400 und fiir x — —o0, denn wir haben
1 1
lim — =0 und lim — =0.

rT——00 r—400 I

Der Graph dieser Funktion ist im linken Bild in Abbildung [6.2] gezeichnet.
(b) Die Funktion

x
:RA\{—-1} - R =
PRV} R, f) ==
hat die waagerechte Asymptote y = 1 fiir  — +o00 und fiir r — —o0, denn
es gilt
1)—1 1
i = g EEDTL o (1o —1,
r——ocox + 1 T——00 x+1 T——00 x+1
1)—1 1
lm —% — gm DL (o ~1.
r—+oo x + 1 T—~+00 r+1 T——+00 x+1

Der Graph dieser Funktion ist im rechten Bild in Abbildung[6.2] gezeichnet.
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—— Graph von f(x) = 1 — Graph von f(x) = X
X x+1
— seine Asymptoten g(x) =0und x=0 __und seine Asymptoten g(x) = 1,
x=-1
4,
6,
1 2 4
Y
2,
2 4
X 4 2 2 4
> X
_4—

Abbildung 6.2: Der Graph der Funktion f: R\{0} — R, f(x) := 1/x, mit seinen
Asymptoten (in rot) ist im linken Bild gezeichnet, und der Graph der Funktion
f:R\{-1} —- R, f(z) := z/(z + 1), mit seinen Asymptoten (in rot) ist im
rechten Bild gezeichnet.

Nun definieren wir einseitige Grenzwerte.

Definition 6.17. (linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert)
Sei I ein Intervall, u € I, D =1\ {u} oder D=1 und f: D — R.

(1) Es gelte I := IN] — oo,u[# 0, d.h. u ist nicht der linke Randpunkt
von I. f hat in u den linksseitigen Grenzwert v € R, wenn fiir jede
Folge (up)p>n, n I- gilt:

n—oo

u, —= v — flup,) — v

(Man betrachtet also nur Folgen (uy,)n>n,, die von links (von unten)
gegen u streben.) Man schreibt dann

lim f(a) = .

(2) Es gelte I, := INJu,+oo[# O, d.h. w ist nicht der rechte Randpunkt
von I. f hat in u den rechtsseitigen Grenzwert v € R, wenn fiir jede
Folge (up)n>n, in I gilt:

n—oo n—oo
Uy — U — flup,) — v
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(Man betrachtet also nur Folgen (uy,)n>n,, die von rechts (von oben)
gegen u streben.) Man schreibt dann

lin f(z) = v

Betrachten wir einige Beispiele fiir linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte.

Beispiel 6.18. (linkseitige und rechtsseitige Grenzwerte)
li =0
(2) lim vz

b) li = —1 und li =1 1. Beispiel [6.3)|(b
(b) x%sgn(:c) un xlg(l)sgn(x) (vgl. Beispiel [6.3[|(b)

1
(¢) limsin (—) existiert nicht, denn:
N0 X

lim sin <l> = lim sin(y),

0 T Y—00

und dieser Grenzwert existiert nach Beispiel nicht.

Was ist der Zusammenhang zwischen dem Grenzwert, dem linksseitigen Grenz-
wert, dem rechtsseitigen Grenzwert und der Stetigkeit in einem Punkt z = u?

Hilfssatz 6.19. (links-/rechtsseitige Grenzwerte und Stetigkeit)
Sei I ein offenes Intervall, w € I und f: D — R,

(1) Falls D = I oder D = I\ {u}, so existiert :lﬂlgi f(z) genau dann,
wenn h}% f(x) und }31{15 f(x) beide existieren und tbereinstimmen. Es
gilt dann

lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).

T—U x, o\ u

(2) Falls D =1 ist, so ist f stetig in u genau dann, wenn gilt

i f(z) = fw)  wnd  lim f(@) = f(u).

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Hilfssatz [6.19]
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Beispiel 6.20. (Anwendung von Hilfssatz [6.19)
Die Funktion sgn : R — R (vgl. Beispiel ist nicht stetig in x = 0, weil
gilt

li =—1#1=1 . 6.4
lim sgn(z) 7 1 = lim sgn(z) (6.4)
An (6.4)) sehen wir auch, dass der Grenzwert lim sgn(z) nicht existiert.

z—0

Zuletzt definieren wir noch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen.

Definition 6.21. (uneigentliche einseitige Grenzwerte)
Sei I ein Intervall, w e I, D =1\ {u} oder D=1 und f: D — R.

(1) Es gelte I_ = IN] — oo,u[# 0. Wir schreiben li/r‘n f(x) = 400, wenn
fiir jede Folge (up,)n>n, in I gilt:

n—oo n—oo

(2) Es gelte I_ = IN] — oo,u[# 0. Wir schreiben li}n f(x) = —o0, wenn
fir jede Folge (up)p>n, in I gilt:

n—oo

n—oo
Uy — U — f(u,) — —oc.

(3) Es gelte I := INJu,+o0[# 0. Wir schreiben lim f(z) = +o0, wenn

T\ U
fiir jede Folge (up,)n>n, in 14 gilt:
U, =3 — flu,) =5 +o0.

(4) Es gelte I, := INJu,+oc[# (). Wir schreiben li{n f(x) = —o0, wenn

fiir jede Folge (up,)n>n, in I gilt:

n—oo

n—0o0

Betrachten wir einige Beispiele zu uneigentlichen Grenzwerten.

Beispiel 6.22. (uneigentliche einseitige Grenzwerte)

1 1
li = d I
(a) lim —— = +oo und lim o——

= —0O0
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1
(b) 11}1(1)—2:4—00 und lii%—2:+oo
x T T T

(c) il{‘r(l) In(z) = —o0

Mit dem Begriff des uneigentlichen Grenzwertes einer Funktion f in einem Punkt
x = u konnen wir nun vertikale Asymptoten einer Funktion mathematisch sauber
definieren.

Bemerkung 6.23. (vertikale Asymptoten)

Seien die Voraussetzungen wie in Definition [6.21] Hat eine Funktion f einen
der folgenden uneigentlichen einseitigen Grenzwerte in einem Punkt x = wu,

lim f(z) = 400, lim f(x) = —o00, lim f(z) =400 oder lim f(x)= —o0,
lin f(2) lin £ (z) lin f(o) lin f(2)

so hat f in z = u eine vertikale Asymptote.

Betrachten wir zum Abschluss zwei Beispiele fiir Funktionen mit vertikalen Asym-
ptoten.

Beispiel 6.24. (vertikale Asymptoten)
(a) Die Funktion f : R\ {0} — R, f(z) = 1/, hat in x = 0 eine vertikale

Asymptote, denn wir haben

1 1
lim — = —o0 und lim — = 4o00.
x0T N0 T

Der Graph dieser Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.
(b) Die Funktion

x
R\ {—-1} =R =
fRACL SR, )= —,
hat in z = —1 eine vertikale Asymptote, denn wir haben
lim i +00 und lim S
e/ -1+ 1 aN—-12+ 1

Der Graph dieser Funktion ist im rechten Bild in Abbildung[6.2] gezeichnet.

(¢) Der natiirliche Logarithmus In : 0,00 — R hat in x = 0 eine vertikale
Asymptote, denn es gilt liII(l) In(z) = —oc0.
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z
Abbildung 6.3: Veranschaulichung des Zwischenwertsatzes: Fiir = aus dem In-

tervall |z, 29| treten wegen der Stetigkeit alle Werte zwischen f(z1) und f(z5)
als Funktionswerte auf, denn der Graph verbindet die Punkte (:131, f (xl)) und

(9327 f(fﬁz))-

6.4 Wichtige Satze liber stetige Funktionen

Wir beginnen mit dem Zwischenwertsatz.

Satz 6.25. (Zwischenwertsatz)

Sei I C R ein Intervall, und sei f : I — R stetig. Seien x1,x9 € I, und 1
erfille f(x1) < yo < f(x2). Dann gibt es ein xg € I zwischen x1 und xo mit

f(zo) = yo.

Der Zwischenwertsatz erklart sich durch die Anschauung fiir Stetigkeit:
Wir nehmen hier x1 < x5 an; der Fall zo < z; ist analog. Bei einer stetigen
Funktion f auf einem Intervall I ist die Veranschaulichung des Graphen eine
durchgehende Kurve. Diese durchgehende Kurve verbindet die Funktionswerte
f(xy) fir x = 1 und f(zy) fiir x = 9, wenn x alle Werte aus dem Intervall
[21, 2] durchlduft (siche auch Abbildung [6.3)). Daher miissen aber alle Werte
y zwischen f(x;) und f(x7) als Funktionswerte fiir ein passendes x € |xy, x|
auftreten; ansonsten hatte der Graph der Funktion eine Unstetigkeitsstelle.
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Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung des Zwischenwertsatzes.

Beispiel 6.26. (Anwendung des Zwischenwertsatzes)

Die Funktion
f:R—=R, f(x) == eV — cos(z),

ist stetig in R. Besitzt die Gleichung f(x) = 2 (mindestens) eine Losung?
f(0) =eV? —cos(0) =e—1< 2,

T 2 i J1em2 2
f<—>:€ 1+ —cos(—):e T =Vt s el =e> 2

2 2

Also gilt fiir y = 2, dass f(0) =e—1<2<e< f(%). Nach dem Zwischenwert-
satz hat die Gleichung f(z) = 2 daher eine Losung = € |0,

Beispiel 6.27. (Losen einer Fixpunktgleichung)

Wir wollen die Frage beantworten, ob die Gleichung x = cos(x) (mindestens)
eine Losung x € [0, 7] besitzt? Falls die Gleichung eine Losung x* € [0, 7] besitzt
wird dieser Punkt von cos(z) auf sich selbst abgebildet: cos(z*) = 2*. Man nennt
einen Punkt mit dieser Eigenschaft daher auch einen sogenannten ,Fixpunkt* der
Funktion cos(z). (,Der Punkt bleibt ,fix"/unverdndert unter der Funktion f.“)

Um die gestellte Frage zu beantworten, transformieren wir unser Problem:
x = cos(x) = x — cos(z) = 0.
Wir definieren uns die Funktion
f:10,7] — R, f(x) :=z — cos(x),

und suchen nun die Nullstellen dieser Funktion, also die Punkte x¢ mit f(zq) = 0.
Die Funktion f ist auf [0, 7] stetig.
Nun gilt aber

f(0) =0 —cos(0) = —1,

f(mr)=m—cos(m) =71 —(=1)=m+ 1.
Nach dem Zwischenwertsatz nimmt f(z) fir x €0, 7| alle Werte zwischen f(0) =
—1 und f(m) = 7+ 1 an. Insbesondere wird der Wert 0 €] — 1,7 + 1] als

Funktionswert angenommen, d.h. es gibt ein z* €]0,7[ mit f(z*) = 0 oder
dquivalent dazu o* = cos(z*).

Wir halten noch zwei Folgerungen aus dem Zwischenwertsatz fest.
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Folgerung 6.28. (aus dem Zwischenwertsatz)
Ser I C R ein Intervall und sei f: I — R stetig. Dann gelten:

(1) f(I) ist ein Intervall (oder enthdlt nur einen Punkt).
(2) f ist injektiv. <= [ ist streng monoton.

Als letztes Resultat lernen wir den Satz iiber die Existenz des Minimums und
Maximums einer stetigen Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall kennen.

Satz 6.29. (Existenz von Minimum und Maximum einer stetigen
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall)

Seien a,b € R mita < bund f : [a,b] — R stetig. Dann hat [ ein Mazximum
und ein Minimum, d.h. das Mazimum und Minimum der Bildmenge

By = f(ja.b)) = {f(2) : =€ [a,8]}
existieren. Wir schreiben dann:

m[a%] f(z) == max(By) (fiir das Mazimum,),
z€la,

min f(z) := min(By) (fiir das Minimum,).

x€[a,b)

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.30. (Maximum und Minimum)
Die Funktion f : [-1,2] — R, f(x) := 22, ist stetig und hat die Bildmenge
By =0,4]. Also gilt

' =0 d =4.
i S =0 wd e, f(0)

Bemerkung 6.31. (Erlauterungen zu Satz 6.29)
Die Voraussetzungen von Satz [6.29 miissen genau beachtet werden.

(1) Der Definitionsbereich der Funktion muss ein abgeschlossenes Intervall,
also ein Intervall der Form [a, b], sein. (Solche Intervalle heiften kompakt.)
Gehort ein Randpunkt (oder beide) nicht zum Definitionsbereich, so gilt
Satz im Allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Die Funktion f :]0,1] — R, f(z) := 1/x, ist stetig und hat die Bildmenge
By = f(]0,1]) = [1, oc[. Daher ist die Funktion f auf ]0,1] unbeschrinkt
(d.h. die Menge By ihrer Funktionswerte ist unbeschridnkt) und hat kein
Maximum.

Auch auf die Stetigkeit von f kann nicht verzichtet werden, wie man an
dem folgenden Beispiel sieht:

Die Funktion

wenn x = 0,

1
f:00,1] =R,  flz):= é wenn  z €]0,1],

ist nicht stetig in 2 = 0. Wir finden die Bildmenge By = f([0,1]) = [1, 00[.
Daher ist die Funktion f auf [0, 1] unbeschrénkt (d.h. die Menge By ihrer
Funktionswerte ist unbeschriankt) und hat kein Maximum.
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KAPITEL

Differenzierbarkeit

In Teilkapitel [7.1] fiihren wir zunéchst den Begriff der Ableitung einer Funktion ein
und lernen diese mit dem Differentialquotienten zu berechnen. Hat eine Funktion
in einem Punkt xy eine Ableitung, so nennen wir sie in xq differenzierbar. In
Teilkapitel lernen wir dann die Regeln zur Berechnung der Ableitung der
Summe, des Produkts, des Quotienten und der Verkettung zweier differenzierbarer
Funktionen kennen. Die letzten drei Regeln werden mit den Namen Produktregel,
Quotientenregel bzw. Kettenregel bezeichnet.

In Teilkapitel [7.3] werden die ersten Resultate zu lokalen Extrema, also lokalen Mi-
nima oder lokalen Maxima, einer Funktion vorgestellt. In Teilkapitel wird der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung eingefiihrt. Dieser erlaubt viele niitzliche
Folgerungen: So kénnen wir mit ihm z.B. das Monotonieverhalten einer differen-
zierbaren Funktion mit Hilfe ihrer ersten Ableitung charakterisieren. In Teilkapitel
lernen wir die sehr niitzlichen Regeln von de I'Hospital zur Grenzwertbestim-
mung von Quotienten von Funktionen in speziellen Punkten kennen.

In Teilkapitel werden hohere Ableitungen eingefiihrt und mit diesen der Satz
von Taylor formuliert. Der Satz von Taylor stellt besonders in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften ein wichtiges Hilfsmittel dar, um komplizierte Funktionen
durch ein Polynom niederen Grades angenahert darzustellen.

In Teilkapitel [7.7] lernen wir schlieflich ein hinreichendes Kriterium zur Charak-
terisierung lokaler Extrema mit Hilfe der ersten und der zweiten Ableitung einer
Funktion kennen.

Teilkapitel [7.8| tiber das Newton-Verfahren zur numerischen Berechnung von Null-
stellen ist Zusatzmaterial, welches nicht priifungsrelevant ist.
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7.1

Die Ableitung

Wir beginnen die Einfithrung der Ableitung einer Funktion zur Motivation mit
zwei Anwendungsbeispielen aus der Elektrotechnik.

Physikalische Anwendung 7.1. (Motivation aus der Elektrotechnik)

(1)

Linienladungsdichte (vgl. Skript GET A: 2-49): Wir betrachten einen
sehr diinnen leitenden Stab der Lange L.

Dann ist bei gleichméafiig iiber den Stab verteilter Gesamtladung @) die
Linienladungsdichte gegeben durch:

- Q ( Gesamtladung
L\ Linge des Stabs /

Bei ungleichmifig iiber den Stab verteilter Ladung @ = Q(¢) (d.h. die
Ladung Q(¢) ist fiir jede Position ¢ langs des Stabs gegeben) ist die Linien-
ladungsdichte A = A(¢) die Ableitung der Ladung nach der Position ¢:

L_de . AQ

T AT Ao AL
Wir kénnen die Linienladungsdichte A = A(¢) dabei so interpretieren, dass
wir die Ladung A im Stab von Position ¢ bis ¢ + Af betrachten, wobei

A/ Klein ist. Der Quotient
AQ

Al

ergibt dann eine Naherung fiir die Ladungsdichte an der Position ¢. Nun
lassen wir Al gegen null streben, um eine immer bessere Naherung (und
im Grenzwert den exakten Wert) der Ladungsdichte an der Position ¢ zu
bekommen.

Elektrische Stromstérke (vgl. Skript GET A: 3-2): Die elektrische Strom-
starke I = I(t) ist als Anderung der Ladung ) = Q(t) pro Zeit ¢ definiert:

,_dQ L AQ

T dt Ao At

Die Interpretation ist hier analog: A(Q) beschreibt die Ladung im Zeitinter-
vall von t bis t + At, wobei At klein ist. Der Quotient AQ /At gibt dann
eine gute Ndherung fiir die Stromstérke I = I(t) zum Zeitpunkt ¢. Um den
exakten Wert zu erhalten, bilden wir den Grenzwert fir At — 0.
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Definition 7.2. (differenzierbare Funktion und Ableitung)
Sei I ein offenes Intervall. Sev f : I — R eine reelle Funktion und xq € 1.

(1) [ heifft differenzierbar in o, wenn der Grenzwert

d - .
d_:];(x()) = f(xg) := xh_glo f(xgz — :]UC(E%) _ lelg(l) fao + })l f (o)

(7.1)
existiert. f'(xo) heifit dann die Ableitung von [ in x.

(2) [ heifst differenzierbar in I, wenn f in jedem Punkt von I differenzier-
bar ist. f'(xo) ist dann fir jedes xo € I erkldrt und liefert die Funktion
f': I — R, genannt die Ableitung von f.

Wie in der Abbildung rechts
illustriert, ist der Differen-
zenquotient

f(x) = f(xo)

T — X

die Steigung der Geraden
durch die Punkte (z, f(z))

und (z, f(z)).

Fir x — x¢ nahert sich der
Differenzenquotient der Stei-
gung der Tangente an den
Graphen von f im Punkt
(o, f(xg)) an, sofern diese
Tangente existiert.

In der Nahe von xg lédsst sich f dann durch die Tangente approximieren, d.h. an-
néhern, (lineare Approximation).

fleo+1t) = f(xog) +¢ f'(xg)  fiir kleines ¢ € R.

Man bezeichnet

lim f(z) = f(x9) wnd Iim f(xo+h) — f(x0)

x0T — X h—0 h

jeweils als den Differentialquotienten von f in xy.
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Dass die beiden Grenzwerte in ([7.1]) iibereinstimmen, sieht man, indem man h :=
xr — xo und damit x = xy + h setzt. Dann geht x — xg iiber in A — 0. Das h
spielt die Rolle des in der Physik und der Ingenieurwissenschaften {iblichen Ax.

Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 7.3. (Berechnung der Ableitung mit Differentialquotient)
(a) f:R—R, f(z):=2% und g € R

f(z) — flzo) 2 —a5  (z—x0) (z+ )
r — Xy _:c—:vo_ r — Xy

ey — i L) = A )

T—X0 XTr — xo T—X0

Tr—rx
=+ 1) — 220

—

— f ist differenzierbar in xy und f'(z¢) = 2 z.
Da f in jedem xq differenzierbar ist, finden wir als Ableitungsfunktion:

R —R, f(z) =2x.

(b) f:R—=R, f(x) :=x,und o € R
f(z) = flzo) _ T %0 _

—
r — Xy r — Xy
e flag) = tim L@
T—To €Tr — a','o T—T9

= [ ist differenzierbar in xy und f'(zy) = 1.
Da f in jedem xq differenzierbar ist, finden wir als Ableitungsfunktion:
f 'R =R, f(z) = 1.
(c) f:R—=R, f(z):=c (mit einer Konstanten ¢ € R), und zp € R

f(x) — f(xo) c=¢ _

— =
Tr — X9 T — X9
— Ple) = tim T @) g
T—T0 €Tr — xo T—T0
— f ist differenzierbar in zg. und f'(zy) = 0

Da f in jedem xq differenzierbar ist, finden wir als Ableitungsfunktion:

fPR=R,  f(z)=0.
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(d) f:R—=R, f(z) :==|z|, und 2y =0

Die Betragsfunktion f ist in xy = 0 nicht differenzierbar, denn der Grenz-

wert
_ O .o
lim M = lim m existiert nicht, da m = ! ﬁ}r z >0,
=0 T — 0 10 T T —1 firz <O.

(e) Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind differenzierbar auf
ganz R, und es gilt (zunéchst ohne Beweis):

exp’(x) = exp(x), sin’(z) = cos(z), cos'(x) = —sin(x).

Zuletzt beweisen wir noch einen interessanten Satz.

Satz 7.4. (differenzierbar in zy = stetig in x)
Seien I ein offenes Intervall, f: I — R und x¢y € I. Dann gilt:

f ist differenzierbar in xy. — f st stetig in xg.

Beweis von Satz[7.4: Sei f differenzierbar in xg und sei r : I — R definiert durch

f(:C) - f(xO) ! i
AT B TR (72)
0 fiir x = x.
Da li_)rn r(x) =0 =r(xg) ist, ist r stetig in xg.
Durch Auflésen von fir x # z nach f(z) findet man
@) = LIy OO i) 4

— f(@) = f(@o) + [f' (o) + r(z)] (x — x),

und diese Gleichung gilt auch fiir x = xg, da

f(xo) = f(zo) + [f (o) + 7(x0)] (z0 — 20)

ist. Somit gilt fiir alle x € I:
flx) = f(xo) + [f'(xo) + 7(x)] (z — m9). (7.3)
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Da r stetig in xq ist, folgt aus ([7.3]), dass auch f stetig in xg ist. ]

Die Umkehrung des obigen Satzes ist im Allgemeinen falsch! Beispielsweise
ist die Betragsfunktion f(z) = |z| in xyp = 0 stetig, aber sie ist in zp = 0 nicht
differenzierbar (nach Beispiel [7.3] (c)).

7.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

In diesem Teilkapitel lernen wir wichtige Rechenregeln fiir die Ableitung kennen.

Die erste Gruppe von Rechenregeln beschéaftigt sich damit, wie man die Ableitung
der Summe, des Produkts bzw. des Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen
berechnet.

Danach lernen wir die sehr wichtige Kettenregel kennen, mit der man die Verket-
tung zweier differenzierbarer Funktionen differenzieren kann.

Satz 7.5. (Rechenregeln fiir die Ableitung)

Sei I ein offenes Intervall. Seien f: 1 — R und g : I — R differenzierbar
m xg € 1. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Fira € Rista- f=af differenzierbar in x,, und es gilt
(a f) (z0) = a f'(z0).
(2) [+ g ist differenzierbar in xy, und es gilt
(f +9)'(z0) = f'(z0) + g'(0).
(3) f- g ist differenzierbar in x,, und es gilt
(f - 9)'(z0) = f'(z0) g(w0) + f(20) ¢'(20). (Produktregel)
(4) Ist g(zo) # 0, so ist /g differenzierbar in x(, und es gilt

IAY ) = f'(@0) g(xo) — f(20) g'(0)
< ) () [9(%)}2

(Quotientenregel)

Wir beweisen Satz [7.5], weil der Beweis die nicht offensichtlichen Formeln der
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Produkt und der Quotientenregel transparenter macht und das Verstandnis ver-
bessert.

Beweis von Satz[7.:

(1) Wir berechnen die Ableitung von « f in xp mit dem Differenzenquotienten:

(@ N)@) = (@) _afl@)—aflen) _  fz) = f(z0) ooy

T — X T — Xy T — Xy

a f'(wo),

wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass f in x( differenzierbar ist.
Also ist « f differenzierbar in xg und (af)'(xo) = a f'(xp).

(2) Wir berechnen die Ableitung von f-+g in 2y mit dem Differenzenquotienten:

(f +9)(@) = (f + 9)(xo) _ (@) +g(x) — (f(0) + g(0))

r — X T — X9

e e e FACORT(C)

wobei wir genutzt haben, dass f und g in x( differenzierbar sind. Also ist
f + g differenzierbar in z(, und die Ableitung in zq ist (f + g)'(zo) =
f'(w0) + g'(o).

(3) Wir berechnen die Ableitung von f- g in zg mit dem Differenzenquotienten:

(f-9)x)—(f-9)(xo)  f(z)g(x)— f(x0) 9(0)

T — o T — Xo
_ f() g(@) — fl@o) g(x) + f(0) g(x) — f(20) g(20)
T — X
_ (£(x) = £(w0)) 9(x) + F(wo) (9(x) = g(x0))
r — X

_ f(@) = f(xo) g(z) + F(o) g(x) — g(wo)

Tr — X r — o
2 F (o) g(@o) + f(20) ¢ (w0),

wobel wir genutzt haben, dass f und ¢ in z( differenzierbar sind. (Bei der
Grenzwertbildung haben auch genutzt, dass g nach Satz [7.4] stetig in xq ist
und dass somit g(z) == g(xo) gilt.) Also ist f - g differenzierbar in 2, und
die Ableitung in z ist

(f - 9)'(x0) = f'(0) g(wo) + f(20) g (20).

(4) Aussage zeigt man dhnlich wie Aussage ((3)| ]
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Betrachten wir nun diverse Beispiele fiir die Anwendung der Rechenregeln aus

Satz [Tl

Beispiel 7.6. (Rechenregeln fiir die Ableitung)
(a) Seien k € Nund f; : R = R, fi(z) := 2*. Dann ist f; differenzierbar und

fi(x) = kot L.
Beweis mit vollstindiger Induktion:

(TA) k=1 filr) =2 = fila)=1=1-2" v
(nach Beispiel [7.3][(b))

(IS)k~k+1: fip(z) =" =2 2 = fi(z) - o

wobei (PR) fiir Produktregel steht. O
(b) Sei p: R = R, p(z) = Zak 2¥, eine reelle Polynomfunktion vom Grad
k=0
n>1.

Dann ist p nach Beispiel und den Rechenregeln in Satz in ganz R
differenzierbar, und es gilt

n

p(z) = Z ap k",

k=1

Insbesondere ist p’ ebenfalls eine reelle Polynomfunktion mit dem Grad(p') =
Grad(p) — 1. (Erklirung im Detail: Die konstante Funktion po(z) = 1 ist
differenzierbar, und nach Beispiel sind die Funktionen py(z) = 2" fiir
k € N differenzierbar mit dem Ableitungen p}(z) = k2", Also sind nach
Satz auch ay, pr(z) = ap2* differenzierbar und nach Satz
ist die Summe dieser Funktionen fir £ = 0,1, 2,...,n differenzierbar. Die
Ableitung berechnet sich mit den Rechenregeln aus Satz [7.5/|(1) und |(2)})
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1
(c) Seien k € Nund g : R\ {0} = R, g(2) :=27" = el Dann ist gy in
R\ {0} differenzierbar und
k

o

gi(x) = —ka™" "t =

Dieses folgt mit der Quotientenregel und Beispiel [(a)}
1 / 1) . k_l k\/ 0- k_lk k—1
o= (L) = QL0 Lk

Ik Tk
o (2F)2 (2F)2
_ _kf:_l N e A N S B R A |
X

(d) Ebenfalls mit der Quotientenregel sieht man, dass rationale Funktionen in
ihrem maximalen Definitionsbereich differenzierbar sind. Die Ableitung ist
wieder eine rationale Funktion.

(e) Betrachten wir die Tangensfunktion:

sin(z)

tan(z) = fir 2 € Dyy = {z € R : cos(x) # 0}

cos(z)
Mit der Quotientenregel folgt: tan ist auf Dy,, differenzierbar, und es gilt

sin’(x) - cos(z) — sin(x) - cos'(x)

tan’(x) =
an (@) cos?(x)

_ cos(x) - cos(x) — sin(z) - (—sin(x))

B cos?(x)

2 -2 L
. (z) + sin’(z) — | cos*(x) jeweils fir © € Diap.
cos?(x)
1 + tan?(z)

Nun fiihren wir die Kettenregel zum Ableiten von verketteten Funktionen ein.

Satz 7.7. (Kettenregel)

Seien I, J offene Intervalle. Seien f: I — R und g : J — R reelle Funktionen
mit f(I) C J. Ist f differenzierbar in xy € I und ist g differenzierbar in
f(xg) € J, soist go f differenzierbar in xq und es gilt:

(go f)(w0) = gl(f(xo)) f'(xo)
—_——

dufere innere
Ableitung Ableitung
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Beweisidee fiir Satz[7.7: Wir formen den Differenzenquotienten wie folgt um:
(90 f)(x) = (go f)lz) _ 9(f(®)) — g(/f(z0))

; g(fj(cf;)) : ?Ei(())x())) ) f(ﬂfx)‘ : iéﬂfo) x—>x>o g'(f(l'o)) f/($0)-

Der mit einem Ausrufungszeichen gekennzeichnete Schritt und die nachfolgende
Grenzwertbildung miissen allerdings sauber begriindet werden und setzen voraus,
dass f(z) # f(x) fiir alle x dicht bei zq gilt. O

Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 7.8. (Kettenregel)
(a) Betrachten wir b : R — R, h(z) := e~ Dann ist

h(z) = (go f)(z) =g(f(x)) =e"
mit den beiden differenzierbaren Funktionen

g:R—=>R, g(y):=¢€, und f:R=R, f(z):=—2°

2

Die Ableitungen von g und f sind ¢'(y) = €Y und f'(x) = —2x. Nach der
Kettenregel ist h(z) = (g o f)(x) differenzierbar, und es gilt:

h'(z) = e (—2z) = —2ge ™, z € R.
=9'(f(@))  —f(a)

1 1
(b) Betrachten wir sinh : R — R, sinh(z) = 5 (" —e™™) = 5 e ——e "
Dann ist
: 1 I
sinh(z) = k(@) — (g (@) = 5e"— 2™
: 1 1
mit  k(x) = éex, g(y) = iey, f(z) = —x,
1
k’l(ﬂf) - §€x7 g/<y) - _eyv f/<$) - _17

l
X
—
8
S~—
|
Q\
—~
-
—~
8
N
~—

Analog zeigt man cosh’(x) = sinh(x) fiir alle z € R.
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Beispiel 7.9. (mehrfache Anwendung der Kettenregel)
1
r? 41

Sei h:R — R, h(x):=sin ( ) Dann ist

B 1
o241

hz)=(go f)(z) =g(f(x)), mit g(y):=sin(y),  flz):

g(y) = sin(y) ist in R differenzierbar mit der Ableitung ¢'(y) = cos(y). Wenn
f(x) = 1/(x* + 1) ebenfalls in R differenzierbar ist, so folgt mit der Kettenregel

B(x) = cos (%ﬂ) \(%ﬂ) (7.4)

Die Funktion f(x) = 1/(2? 4+ 1) ist wiederum eine verkettete Funktion:

f(x) = (uov)(z) =u(v(z)) mit  u(y) = 5 =y v(z) =2+ 1,
W) = =y ) =2
Y
Mit der Kettenregel finden wir
, N —2
Fz) = —(22+1) 2\2/:(372%1)2' (7.5)

=w(v() ~V@)

Einsetzen von ([7.5)) in ((7.4) liefert, dass h in R differenzierbar ist mit der Ableitung

1 —2x
B (z) = : .
() = cos (xQ T 1> (a? + 1)2

Natiirlich hdtte man f’ auch mit der Quotientenregel berechnen kénnen.

Wir wollen uns nun {iberlegen, wie man bequem die Ableitung der Umkehrfunk-
tion f~! einer streng monotonen differenzierbaren Funktion f berechnen kann,
wenn man die Ableitung f” von f schon kennt.

Sei f : I — R nun streng monoton und stetig in /. Dann ist f injektiv (nach
Hilfssatz [1.55)). Mit Folgerung folgt, dass die Bildmenge J := f(I) ein In-
tervall ist, und somit wird f : I — J bijektiv. Also existiert die Umkehrfunktion
f~1:J = I, und es gilt

f_l(f(a:)) =z fir alle z € I. (7.6)
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Falls f in 2o € I differenzierbar ist mit f’(zg) # 0 und falls f~1 in yo = f(x0)
differenzierbar ist, so folgt mit der Kettenregel aus ([7.6)):

FY ) =1 = () =
11
flxo) — f1(F ()

Diese Uberlegungen liefern die Idee fiir den nachfolgenden Satz.

— () (wo) =

Satz 7.10. (Ableitung der Umkehrfunktion)

Seir I ein offenes Intervall, und ser f : I — R streng monoton und stetig.
Ist f in xg € I differenzierbar und f'(xq) # 0, so ist f~1 in yy = f(xo)
differenzierbar und

(f 1) (o) =

Beweisidee fir Satz|7.1(); Da f : I — R streng monoton und somit injektiv ist,
existiert fiir y € f(I) mit y # yo genau ein x # g mit f(x) = y. Also kénnen
wir den Differenzenquotienten hinschreiben und finden durch Umformen:

(S @) = o) _ @) = £ (F(0))

Y — Yo B f(z) = f(zo)
_ T — X T—1p 1 _ 1
flx) = flzo) "~ f(z0) (o))’
wobei wir die Voraussetzung f’(x¢) # 0 genutzt haben. O]

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung des Satzes iiber die Ableitung
der Umkehrfunktion.

Beispiel 7.11. (Ableitung der Umkehrfunktion)
1
(a) Fiir y > 0 gilt In'(y) = —.
Y

Begriindung: Die Funktion f: R —]0,00[, f(z) := exp(z) = e”, ist streng
monoton wachsend und bijektiv und differenzierbar auf R mit der Ableitung
f'(z) = exp/(z) = e* # 0, und die Umkehrfunktion ist f~! = In. Mit Satz
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folgt, dass die Umkehrfunktion f~! = In auf ]0, 00| differenzierbar ist
mit der Ableitung

PN fe—INN 1 - 1 11
In'(y) = (f)'(y) = f’(f‘l(y)) - f’(ln(y)) T oeln(y) ;

(b) Sei g : [0,00[— [0,00[, g(y) = /Y.
Die Funktion f : [0, 00— [0, 00[, f(x) := 2, ist streng monoton wachsend
und bijektiv mit der Umkehrfunktion f~'(y) = g(y) = /y. Weiter ist
f differenzierbar fiir alle x > 0 mit der Ableitung f'(x) = 2z. Es gilt
fl(x) = 2x # 0 fir z > 0. Mit Satz folgt, dass die Umkehrfunktion
g= f1in ]0,00[ differenzierbar ist mit der Ableitung
1 1 L1

FFw) B 2y 2

Nachdem wir nun die Ableitung des natiirlichen Logarithmus kennen, konnen wir
nun auch die Ableitung von h :]0,00[ — R, h(z) := z, mit beliebigem a € R mit
Hilfe der Kettenregel berechnen. (Bisher kennen wir nur die Félle mit a € Z.)

Beispiel 7.12. (Kettenregel)
Fiir z > 0 und ¢ € Q gilt: 29 = (@) = gtn®,

Also ist es sinnvoll, fiir @ € R und x > 0 zu definieren:

a

1% :=exp (a In(z)) =e

a-ln(z) '

Mit der Kettenregel folgt fiir festes a € R \ {0}, dass die Funktion
f:]0,00[—]0, 00, f(x) =2 = ea'ln($)7

nach x differenzierbar ist und dass gilt
f(z) = e lexp (a In(z))] = exp (a In(z)) - A R T :
T T

wobel wir (a ln(x))/ = aln'(z) = a1 = 2 genutzt haben. Im letzten Schritt
haben wir benutzt, dass fiir a,b € R\ {0} gilt 2 - 2” = 27** (vgl. Ubungszettel).

7.3 Lokale Extrema: notwendige Bedingung

In diesem Teilkapitel lernen wir die ersten Aussagen zu lokalen Extrema einer re-
ellen Funktion f, genauer zu lokalen Maxima oder lokalen Minima, kennen. Wir



7.3. Lokale Extrema: notwendige Bedingung
200 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

werden zuerst diese neuen Begriffe mit Hilfe der Funktionswerte von f charakte-
risieren. Dann lernen wir eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines lokalen Extremums an die erste Ableitung einer differenzierba-
ren Funktion f kennen. In Teilkapitel werden wir spater noch eine zusétzliche
Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums kennenlernen, welche die
zweite Ableitung einer (zweimal differenzierbaren) Funktion f benutzt. Weiter
lernen wir den Satz von Rolle kennen, der ein niitzliches Hilfsmittel darstellt.

Definition 7.13. (lokales Maximum/Minumum und lokales Extre-
mum)

Sei D CR mit D # (), und sei f: D — R eine reelle Funktion.

(1) f hat in xy € D ein lokales Maximum, falls es ein offenes Intervall
I gibt mit xo € I und

f(x) < f(xg)  fir allex € IND.

(2) f hatin xy € D ein lokales Minimum, falls es ein offenes Intervall 1
gibt mit xy € I und

f(x) > f(xo) firallex € IND.

(3) f hat in o € D ein lokales Extremum, falls f dort ein lokales Mazi-
mum oder ein lokales Minimum hat.

Bevor wir einige Beispiele betrachten, halten wir in der nachsten Bemerkung den
Zusammenhang mit dem bisherigen Begriff des (globalen) Maximums und (glo-
balen) Minimums einer Funktion fest.

Bemerkung 7.14. (lokale und globale Minima/Maxima)

In Definition in Teilkapitel haben wir die Begriffe des Maximums und
des Minimums einer Menge kennengelernt. Unter dem (globalen) Maximum
bzw. dem (globalen) Minimum einer Funktion f: D — R (sofern dieses exis-
tiert) versteht man den gréfsten bzw. kleinsten Funktionswert, also das Maximum
bzw. Minimum der Menge aller Funktionswerte (d.h. der Bildmenge)

By = f(D)={f(z) : z € D}.

Ist yo = f(xp) ein (globales) Maximum bzw. ein (globales) Minimum von f, so
hat f in x auch ein lokales Maximum bzw. lokales Minimum.
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Umgekehrt gilt dieses im Allgemeinen nicht, d.h. lokale Minima bzw. lokale Ma-
xima sind nur in seltenen Fillen auch globale Minima bzw. globale Maxima.

Betrachten wir nun einige Beispiele,

Beispiel 7.15. (lokale und globale Extrema)

(a) Die Funktion f : R — R, f(z) := 2%, hat in 2y = 0 ein lokales und ein
globales Minimum, denn es gilt

f(0)=0<2?= f(x) fir alle x € R.

(b) Die Funktion f : R — R, f(z) := e~@ V" hat in 29 = 1 ein lokales und
ein globales Maximum, denn es gilt (weil e~ < 1 fiir alle ¢ > 0)

fy=e"=1> e~ (1" = f(x) fir alle z € R.

(c) Die Funktion f: R — R, f(z) := x sin(x), hat in 2y = 0 ein lokales (aber
kein globales Minimum), denn

F(0)=0-sin(0) =0 < -sin(z) = f(z) fiiralle z € }— T f[ |
g/ 22
>0
Wir haben hier genutzt, dass sin(z) und z fir alle z € |—%,Z[ immer

das gleiche Vorzeichen haben. Dass das Minimum nicht global ist sieht man
z.B. an dem Funktionswert

1(05) =) (5) = (5) g <omro

Im néchsten Satz lernen wir eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung
fiir ein lokales Extremum kennen.

Satz 7.16. (lokales Extremum in 2y = f'(zy) = 0)

Sei I ein offenes Intervall, xo € I und f : I — R differenzierbar. (Da I keine
Randpunkte hat, liegt ¢ im Inneren von I.) Hat f in xq ein lokales Extremum,

so gilt f'(xq) = 0.

Bevor wir diesen wichtigen Satz beweisen, betrachten wir unsere vorigen Beispiele
und machen wir uns an einem neuen Beispiel klar, warum aus f'(x¢) = 0 nicht
folgt, dass f in xg ein lokales Extremum hat.
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Beispiel 7.17. (lokales Extremum in 2y = f'(zy) = 0)

()

(b)

Nach Beispiel hat die Funktion f: R — R, f(z) := 2% in 29 =0
ein lokales und ein globales Minimum. Es gilt f/'(z) = 2z, und somit gilt in
der Tat f'(0) =2-0=0.

Nach Beispiel [7.15]|(b)| hat die Funktion f : R — R, f(z) = e (=1 in
xp = 1 ein lokales und ein globales Maximum. Es gilt mit der Kettenregel

fl(x) = e~ (z=1)? ( 2z — 1)) — 2(z—1) ef(xfl)i

und in der Tat gilt

2

f)=-2-1-1)-eV =_2.0.¢"=0.

Nach Beispiel hat die Funktion f: R — R, f(x) := x sin(x), in
zo = 0 ein lokales (aber kein globales) Minimum. Es gilt mit der Produkt-
regel

f(z) =1-sin(z) + z - cos(z) = sin(x) — x cos(x),

und wir finden in der Tat f’(0) = sin(0) — 0-cos(0) =0 —0 = 0.

Unser nachfolgendes Beispiel zeigt, dass die Bedingung f’(z¢) = 0 nur not-
wendig aber nicht hinreichend fiir die Existenz eines lokalen Extremums
ist. In anderen Worten: Aus f'(zy) = 0 folgt nicht, dass die Funktion ein
lokales Extremum in x( hat.

Betrachten wir hierzu die Funktion f : R — R, f(z) := 2°. Dann gilt
f'(x) =3 2% und f'(0) = 3- 0% = 0, aber wegen

f(=z)=(—2)*= -2 < 0= f(0) <2’ = f(z) fiir alle  €]0, 00|

kann f kein lokales Extremum in 2y = 0 haben (denn jedes noch so kleine
Intervall | —e, e[ um 0 enthélt sowohl negative als auch positive Funktions-
werte).

Beweis von Satz[716: Wir betrachten nur den Fall eines lokalen Maximums. Den
Fall eines lokalen Minimums behandelt man analog.

Die Funktion f habe in z( ein lokales Maximum. Dann gilt fiir alle x € DN [T
(wobei I ein gentigend kleines offenes Intervall um zy ist), dass f(z) < f(xg) ist.
Da f differenzierbar ist, gilt:

f(x) — f(xo) — L f(x) — f(xo) BT f(x) — f(xo)

f'(zg) = lim = lim >0,

Lo T — X x /g T — X x /o T — X
N A\

7 o

~ ~"

>0 >0
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i I | >
a 3 & b
Abbildung 7.1: Veranschaulichung des Satzes von Rolle.
T—Zo T — X x\,xg\ T — Xp y f\xo Tr — Xp J
<0 <0
Aus f'(xg) > 0 und f'(zg) < 0 folgt f'(z) = 0. O

Nun lernen wir den Satz von Rolle kennen.

Satz 7.18. (Satz von Rolle)

Seien a,b € R mita <b. f:[a,b] = R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar
in la,bl. Ist f(a) = f(b), so gibt es mindestens ein & € la,b] mit f'(§) = 0.

Beweis von Satz[7.18: Wir unterscheiden zwei Falle.
Fall 1: f sei eine konstante Funktion. Dann ist f/'(z) = 0 fiir alle x € a, b].

Fall 2: f sei nicht konstant. Da f auf [a, b] stetig ist, hat f auf [a, b] ein (globales)
Maximum und Minimum (nach Satz[6.29)). Da f(a) = f(b) und f nicht konstant
ist, wird mindestens eines dieser Extrema in ]a,b] angenommen. Also existiert
€ €la,b| so, dass f(&) ein globales und damit auch ein lokales Extremum von f

ist. Mit Satz folgt f'(£) = 0. O
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7.4 Der Mittelwertsatz

Satz 7.19. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS))

Seien a,b € R mit a < b. Die Funktion f sei stetig in [a,b] und differenzierbar
in Ja,b[. Dann existiert & €]a,b] mit

(7.7)

\J

Qa 51 5'2 b

Abbildung 7.2: Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Be-
trachtet man die Sekante von (a, f (a)) nach (b, f (b)), so findet man mindestens
einen Punkt £ €Ja,b[, in dem die Tangente parallel zu dieser Sekante ist (siehe

Abbildung [7.2). Der Quotient
f(b) = f(a)

b—a

ist die Steigung der Sekante, also der Geraden durch (a, f(a)) und (b, f(b)). f/(£)
ist die Steigung der Tangente in &.

Zu beachten ist, dass Satz nur eine Existenzaussage ist, denn er garantiert
uns nur die Existenz eines Punktes £ €]a, b[ mit Eigenschaft (7.7). Er gibt uns
aber auch fiir eine konkrete Funktion und ein konkretes Intervall |a,b| keinerlei
Information dariiber, welches der genaue Punkt € in (7.7)) ist. Der Mittelwertsatz
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der Differentialrechnung ist daher besonders fiir theoretische Uberlegungen niitz-
lich (d.h. zum Gewinnen weiterer Erkenntnisse iiber differenzierbare Funktionen),
wie wir noch im Verlauf dieses Kapitels sehen werden. Man kann mit dem Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung auch niitzliche Abschatzungen fiir konkrete
Funktionen beweisen (siche Beispiel [7.20)).

Wir beweisen nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Beweis von Satz[7.19: Es sei

f(0) = f(a)

) = fla) - L

(x —a), x € la,b].

Dann ist h stetig auf [a,b] und differenzierbar in |a,b[. Aukerdem gilt h(a) =
f(a) = h(b), da

o) = fa) - LT o o) = o) - =T i)
o) = 1) ~ LIy = ey — (10— 1) = S1a)

Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € |a, b mit

0= (e = e - 1O

Es folgt die Behauptung durch Auflésen nach f/(&). ]

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung.

Beispiel 7.20. (Anwendung des MWS der Differentialrechnung)

Es gilt |sin(x)| < |z| fiir alle z € R, denn:

Fall 1: Sei x = 0. Hier ist |sin(0)] =0 < |0].

Fall 2: Sei x # 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert £ zwischen x und 0 mit

sin(z) _ sin(@) = sin0) _ ey — cos(e).

T z—0

Durch Multiplizieren auf beiden Seiten mit x # 0 erhélt man

sin(z) = cos(§) - x,
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und durch Anwenden des Absolutbetrags folgt

|sin(z)| = | cos(§) - x| = | cos(§)] - || < |z fiir alle z # 0.
——

<1

Eine wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung sind die
folgenden Charakterisierungen des Monotonieverhaltens (also Wachstumsverhal-
tens) einer differenzierbaren Funktion mit Hilfe ihrer ersten Ableitung.

Folgerung 7.21. (Monotonieverhalten und erste Ableitung)
Seien I ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann gelten:

(1) f'(x) =0 firallex € I. <= f ist konstant auf I.

(2) f'(x)

(3) f'(x) <0 firalexel. <= [ ist monoton fallend auf I.
()

(4) f'(x) >0 fir alle x € I. = f ist streng monoton wachsend
auf I.
(5) f'(x) <O fir alle x € I. = f ist streng monoton fallend auf I.

x) >0 firalexel. <= [ ist monoton wachsend auf I.

Die durchgestrichenen Folgepfeile <= in Folgerung (4) und (5) bedeuten, dass
die Folgerung mit <= nicht gilt.

Man beweist die Aussagen in Folgerung mit Hilfe des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung. Wir werden einige dieser Aussagen als Aufgabe auf einem
Ubungszettel beweisen.

Bemerkung 7.22. (Folgerung aus dem Mittelwertsatz)

Da jede streng monoton wachsende oder streng monoton fallende Funktion injek-
tiv ist, folgt mit Hilfssatz aus Folgerung (4) und (5): Fiir jede auf dem
offenen Intervall I differenzierbare Funktion f : I — R mit stetiger Ableitung
gilt:

f(x) #0 fir alle z € I. = f ist injektiv.

Erklarung: Ist f’ stetig, so folgt aus f'(z) # 0 fiir alle x € I, dass f’ (wegen seiner
Stetigkeit) keinen Vorzeichenwechsel haben kann. Also muss gelten f'(x) > 0 fiir

alle x € I oder f'(x) < 0 fiir alle z € I. Mit Folgerung bzw. folgt
dann, dass f streng monoton und damit nach Hilfssatz injektiv ist.

Betrachten wir einige Beispiele.
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Beispiel 7.23. (Anwendung von Folgerung [7.21))

<a>fiR—>R,f<gj);:x2 — f/(x)ZZx{<Oﬁil“l'<O,

>0 firz >0
Im Intervall | — oo, 0[ ist f streng monoton fallend.
Im Intervall ]0,00[ ist f streng monoton wachsend.

) [ R =R, f(x) =23 — f'(x) =322
Da f/(x) > 0 fiir alle x € R ist, ist f in ganz R monoton wachsend.

Aber: Obwohl f/(0) = 0 gilt, ist f in ganz R sogar streng monoton wachsend
und somit auch injektiv. Man sicht an diesem Beispiel, warum in Folgerung
nicht die Riickrichtung ,,<=" gelten kann.

(¢) f:R—=R, f(z):=sinh(z)
= f'(x) = cosh(x) = % (em + e*x) >0 fir alle z € R.

Also ist sinh in ganz R streng monoton wachsend.

7.5 Die Regeln von de I’Hospital

Wir starten mit der Motivation fiir die Regeln von de I’'Hospital:

Sei [ ein offenes Intervall, und seien f,g : I — R stetig in I. Sei xy € I. Gilt
g(xp) # 0, dann ist

) f)
w0 g(x)  g(xo)
da der Quotient f/g in x( stetig ist.

Ist dagegen g(zg) = 0, so kann man so nicht argumentieren.

Kommt man mit elementarem Umformen des Quotienten f(z)/g(x) nicht weiter,
kann die Differentialrechnung helfen, wie man an dem folgenden Beispiel sieht:

Wir mochten den Grenzwert
. sin(z)
lim

z—0 €T

berechnen, falls dieser existiert. Hier haben wir die Situation, dass fiir x+ — 0
sowohl der Nenner als auch der Zahler gegen null streben. Weil sin(0) = 0 ist und
der Sinus auf ganz R und damit insbesondere in xy = 0 differenzierbar ist, gilt

dann aber . _ (0
Slnagx) = sm(xa): : Zm( ) x—>0> sin’(O) = cos(0) = 1.
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Allgemeiner gilt die nachfolgende Regel, mit deren Hilfe sich viele Grenzwerte
einfach berechnen lassen.

Satz 7.24. (erste Regel von de I’Héspital)

Sei I ein offenes Intervall und xo € I. Seien f: I — Rundg: I — R
differenzierbar (und damit stetig) in I mit ¢'(x) # 0 fir alle x € I\ {xo}.
Falls f(xo) = g(xg) = 0 ist, so gilt

sofern der rechts stehende Grenzwert existiert.

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele zur Anwendung der ersten Regel von de
I’Hospital.
Beispiel 7.25. (Anwendung der ersten Regel von de I’Hospital)

xT
—1
(a) Gesucht ist der Grenzwert lim ‘

z—0 xT
Fall ,0/0" vor, da

, sofern er existiert. Hier liegt der

lim(ez—l):eo—lzo und limx = 0.
x—0 z—0

Wir finden mit der ersten Regel von de I’'Hospital

rT_1 e — 1) r
lime— = limu = lime— = lime* =¢e’ = 1.
r—0 x z—0 (aj)’ z—0 1 x—0

xT

(b) Gesucht ist der Grenzwert lim ‘

, sofern er existiert. Hier liegt der

z—0 xQ
Fall ,0/0“ vor, da
lim (e" —1)=¢e"—1=0 und  lima®=0. (7.8)
z—0 x—0
Es gilt
r_1 er — 1) z
lim 5 zlim( ,) zlime—,
z—0 I z—0 (5132) z—02x
und der Grenzwert lim — existiert nicht! Insofern hilft uns hier die erste

=022
Regel von de I'Hospital nicht weiter. Wir konnten aber den Grenzwert

.I2

lim
z—=0e? — 1
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untersuchen (Kehrwert der vorigen Funktion). Hier liegt wegen ([7.8) eben-
falls der Fall ,0/0* vor, und die erste Regel von de I'Hospital liefert

o a? (2 22 0 0
lim —— = lim —— — = —
z—0e? — 1 x—0 (ex _ 1) x—0 e% eV 1

nicht exis-

Damit wissen wir nun auch, dass der Grenzwert lim —
z—=0 X

tiert. (Es existieren in zg = 0 fiir (e® — 1)/2? nur uneigentliche einseitige
Grenzwerte. )

2
: .t —=3x+2 - -
Gesucht ist der Grenzwert lim , sofern er existiert. Hier liegt

r—1 xr—1
der Fall ,,0/0“ vor, da

lim($2—3x—|—2):1—3—|—220 und lim(a:—l):O.
rz—1

z—1

Wir finden mit der ersten Regel von de 'Hospital

2 —3z+2 . (#*=32+2)  2:-3 2-3
lim = lim —— = lim = =—1
z—1 r—1 r—1 (:IZ _ 1) z—1 1 1
. .1 —cos(x) L o
Gesucht ist der Grenzwert hn% ——, sofern er existiert. Hier liegt
r—r €T

der Fall ,0/0“ vor, da
lim (1 —cos(z)) =1—cos(0)=1-1=0  und lim 22 = 0.

z—0 z—0

Wir finden mit der ersten Regel von de 'Hospital

lim 1— C(;S(Sl?) _ lim (1- Cosgx))/ _ lim sin(x) |
z—0 x z—0 (xQ) =0 2x

Nun befinden wir uns wieder in der Situation ,,0/0% da

limsin(z) =0  und lim2z =0
x—0 x—0

ist, und wir wenden die erste Regel von de I’'Hospital erneut an:

lim sin(z)  lim (sin(xé)’ . cos(z) _ 1
=0 21 z—0 (2 $) =0 2 2

Wir erhalten also durch zweifache Anwendung der ersten Regel von de
I’Hospital
1 — cos(x)

. 1
lim ——— 5  — o5-
x—0 X 2
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- 1
(e) Gesucht ist der Grenzwert lim ‘ 5 v

, sofern er existiert. Hier liegt
z—1 €T —
der Fall ,0/0“ vor, da

lim (z° —22z+1)=1"-24+1=0 und lim(2°—1)=1"-1=0.
z—1

rz—1

Wir finden mit der ersten Regel von de I’'Hospital

b —2x+1 . (eP—22+1) 322-2 3.12-2 1
lim = lim —— = lim = = —.
z—1 x2—1 z—1 (xQ — 1) =1 2x 2-1 2

Eine falsche Anwendung der ersten Regel von de I’'Hospital wire die fol-
gende Argumentation gewesen

=2z +1 (2P —2241) 322-2
lim 5 = lim —— = lim
x—1 v —1 z—1 ($2 — 1) z—1 27
2 o !/
;mn@x ?):hme:&
z—1 (2 x) z—1 2

denn wir diirfen die erste Regel von de I’Hospital nicht noch ein zweites mal
anwenden, weil in
. 32?2 -2
lim
r—1  2x
nicht der Fall ,,0/0“ vorliegt (da lin%(?) 2 —2) =1 ist).
Tr—

Nun skizzieren wir noch den Beweis von Satz [7.24]

Beweis von Satz [7.24: Sei x € I mit © # xy. Mach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (siche Satz [7.19)) existieren &;, & zwischen x und xy mit

@) @I _ ey b, 90 @ =00 ey

T — Xy T — Xy T — Xy r — X

wobei wir f(xg) = g(xo) = 0 genutzt haben. Der Quotient f(z)/g(x) wird somit

fla) _ f@) = flag) PR FE) oy
9@)  gl@) —glay)  Eenl ()

/
falls a := lim f/(x)
=0 ( (aj)

existiert.

Dabei nutzen wir aus, dass fiir x — ¢ das Intervall |z, x| falls x < z¢ bzw.
|z, x| falls © > xy immer weiter zusammenschrumpft und somit im Grenzwert
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r — x die Zwischenstellen & = & (z) und & = &(x) jeweils gegen xy streben
miissen. ]

Der néchste Satz halt einige Varianten der ersten Regel von de 'Hospital fest fiir
den Fall, dass man sich dem Punkt 2y nur von unten oder nur von oben néhert.

Satz 7.26. (Varianten der ersten Regel von de I’Hoéspital)
Seien [ :la,b[— R und g :]a,b[— R differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle
x €la,b|.

(1) Es gelte h{nf( r) = h{ng( x) = 0. Dann ist

o T@) W
T\ g(.iU) AN g/(SC) 7

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.

(2) Es gelte }Cl}% f(z) = }31% g(x) = 0. Dann ist

p f@ L f(@)
whg@) e g(z)’

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.

Die Aussagen |(1) bzw. [(2) gelten sinngemdf auch fir lim bzw. lim |, d.h.

Tr—r—00 r—+00

fiir a = —o0 bzw. b = —+o00.

Wir lernen nun eine zweite Regel von de I’'Hospital kennen fiir den Fall, dass der
Betrag des Nenners und der Betrag des Zahlers jeweils gegen oo streben.

Satz 7.27. (zweite Regel von de I’Héspital)
Seien f :la,b[— R und g :la,b[— R differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle
x €la, bl.

(1) Es gelte liin |f(x)| = liin lg(x)| = oco0. Dann ist

i f@) (@)
mag(r)  rag(z)’

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.
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(2) Es gelte }cl;l’ll)|f(£l})‘ = }cl;rll)|g(:c)\ = 00. Dann ist

lim ﬁ = lim f(z)
v/ g(x) =g ()

9

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.

Die Aussagen |(1) bzw. |(2) gelten sinngemdf auch fir lim bzw. lim , d.h.

T——00 T——+00

fiir a = —o0 bzw. b = —+o00.

Beispiel 7.28. (Anwendung der zweiten Regel von de I’Héspital)

1
(a) Gesucht ist der Grenzwert lim n(x) , sofern er existiert. Wegen
T—00 X
lim |In(x)| = o0 und lim |z]| = o0
T—00 T—00

liegt hier der Fall ,00/00" vor. Nach der zweiten Regel von de I'Hospital gilt

1 In(z))’ 1 1
lim n(x) = lim M = lim ﬁ = lim — = 0.
T—=00 T—00 (x) z—oo ] T—00 I
(b) Gesucht ist der Grenzwert lim xe *, sofern er existiert. Hier haben wir

T—00
den Fall eines Produkts zweier Funktionen, vom denen eine gegen null und

eine im Betrag gegen oo strebt, also hier
lim |z| =00  und lim e™* = 0.
r—00 T—r00
In solch einem Fall konnen wir das Produkt der beiden Funktionen immer

als Quotient schreiben, bei dem der Zéhler und der Nenner im Betrag gegen
oo streben: Hier gilt

. _ . X
lim ze ™ = lim —.
T—00 r—00 ex
Nun gilt fiir den Zahler und Nenner
lim || =00  bzw. lim |e*| = oo,
T—r00 T—r00

und es liegt der Fall ;00/0c* vor. Mit der zweiten Regel von de I'Hospital
erhalten wir
x (a:)/ 1

lim ze ™" = lim — = lim ;
T—00 x—00 e% T—00 (ex) x—00 e¥ 00
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(Bemerkung: Wir hétten das Produkt der beiden Funktion ebenso als Quo-
tienten schreiben konnen, bei dem der Zahler und der Nenner gegen null
streben:

e 1

lim ze " = lim — mit lIme*=0 und Iim — =0.
T—r00 r—00 — Tr—0Q0 Tr—00 x
X

xT

Allerdings héitte uns hier Satz nicht zum Ziel gefiihrt.)
Analog zu [(b) konnen wir fiir jedes feste k € N zeigen:
. x

Im 2"e* =k!- lim — = 0.
T—00 z—00 e¥

Beweis mit vollstandiger Induktion tiber k:
(IA) k = 1: Nach Teil [(b)] gilt:

. _ . X
limz-e*=1"-1lim —=0 V
T—00 z—00 er
(IS) k ~ k+ 1:
xk’—l—l
lim zF* e ™ = lim ,
T—00 rz—o00 e¥
und wegen
lim ‘ka‘ = 00 und lim |e"| = o0
T—00 T—00

liegt der Fall ,00/00* vor. Durch Anwenden der zweiten Regel von de
I’Hospital erhalten wir

k+1 k+1Y/ k1) gk
lim z"t'e @ = lim * = lim (.7: ) = lim M
T—00 rz—oo e¥ T—00 (690) T—00 el
zF (v T
=k+1)-Im — = + 1)1 IIm —
(k 1) li (k 1) k! i
z—o00 el z—o00 e¥
= (k1! lim = Wik 0=o0.

Gesucht ist der Grenzwert li{‘% x In(x), sofern er existiert. Hier haben wir
€T

den Fall eines Produkts zweier Funktionen, vom denen eine gegen null und
eine im Betrag gegen oo strebt, also hier

limr =0  und lim |In(z)| = oo,
N0 N0

Wir schreiben das Produkt wieder so um, dass der Fall ,,o0/00" vorliegt:

1

X

1
limz In(z) = lim n(x) wobei nun  lim | In(z)| = oo, lim |—| = oo.

N0 N0 1/ 2\0 N0
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Nach der zweiten Regel von de 'Hospital finden wir

() (@) e

lim z In(x) = lim = lim
z\,0 ( ) 2\0 1/1‘ z\,0 (1/3;) z\0 —1/%2
2
— lim— % = lim -z = 0.

N\ 0 X N0

7.6 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor

In diesem Teilkapitel lernen wir Ableitungen ,héherer Ordnung” kennen, d.h.wenn
man ein Funktion mehr f als einmal differenziert (sofern dies moglich ist). Wir
berechnen also erst f’ und danach (f’)’. Dann ist (f") =: f” die zweite Ableitung
der Funktion f. Weiter lernen wir die Leibnitzsche Regel und den fiir Anwender
sehr wichtigen Satz von Taylor kennen. Das Satz von Taylor gestattet es eine (n+
1)-mal stetig differenzierbare Funktion angendhert durch eine Polynomfunktion
vom Grad n (und von jedem Grad < n) darzustellen.

Definition 7.29. (hGhere Ableitungen)
Sei I ein offenes Intervall, und seien f : I — R, xg € I und k € N,

(1) Ist [ differenzierbar in I und ist ' in xq differenzierbar, so heifit f
zweimal differenzierbar in x.

FP (o) == f"(x0) == (') (x0)
heifst dann die zweite Ableitung von f in xg. Ist f in jedem xg € I
zwermal differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar in I.
(2) Allgemein heifst f in xy k-mal differenzierbar, wenn f in I (k—1)-

mal differenzierbar ist und f Y in xq differenzierbar ist.

FE (o) i= (F5) (o)

heifst dann die k-te Ableitung von [ in x.
(3) Man schreibt: fO .= f .= f
(4) CF(I) := ={f:I =R : fist k-mal differenzierbar und ) st stetig}

it dze Menge der in I k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
(Anmerkung: ,C* steht hier fir ,continuous® (englisch fir ,stetig®).) Man
sagt dann fiir f € C*(I): f ist k-mal stetig differenzierbar in I.
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(5) C*(I) := ﬂ CF(I) ist die Menge aller Funktionen, die zu jedem C*(I)
keN
gehoren, d.h. die also beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.30. (k-mal stetig differenzierbare Funktionen)

(a) Alle Polynomfunktionen sind beliebig oft stetig differenzierbar. Sie gehoren
also zu C*(R).

(b) Die Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus, sowie die hyperbolischen Funk-
tionen sinh und cosh gehoren alle zu C*(R), also

exp, sin, cos, sinh, cosh € C*(R).

(c) Der Logarithmus In : ]0,00[— R ist beliebig oft stetig differenzierbar in
]0, 00[, also In € C>(]0, o[ ).

Hilfssatz 7.31. (Leibnizsche Regel:)

Seien I ein offenes Intervall, n € N, und seien f: I - R und g: 1 — R in
x € I n-mal differenzierbar. Dann gilt:

(£ =3 () 1w

k=0

Beweis der Leibnizschen Regel mit vollstandiger Induktion:

(IA) n=0:

(£+9)(0) = F)gt) = () 1)) = 3 () 000 0e) v

=1

(IS) n ~ n 4+ 1: Mit der Produktregel gilt:

(F-9) @) = (-9 ) D 2 [ (7)) g<"’f><x>]

i i
k:

o
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. . it d
[f(kﬂ)(x) g( k)(l') + f(k>(:r;) g( Hl)(@} <Pr(§rcllluktigel)

ol
3
(an)
N
> 3
~

FED () B ) + (”) 8 (@) g ()

k
k=0

n )f(é)(x) (n—(é—l))(x)+ - <n) f(k)(g;) (”_k+1)(x) ifljle]f“—ei_rsl—
g L 9

-1 e ten Summe

(n> £ () g 1) k=Lin
.CC) q (:U) der ersten
=0 k Summe

~ 3 o
[ F ||M:
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k=1 ~
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()
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—~
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~—r
LQ/—\
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+
AR

+
]+
1
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ol
S
—
~__
+
VRN
> 3
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_ 1
~
=
]
N—
Qf\
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t
=
—
G

e
I
—

\ .

= ("2‘1) nach Hilfssatz

+ U (2) gO(2)

|

n+1

=1
> (” . 1) 9 (@) g9 (a) 0
k=0

Die Leibnizsche Regel weist grofe Ahnlichkeit zur binomischen Formel auf. Das

1st

kein Zufall. Die Beweise sind sehr ahnlich.

Mit dem Satz von Taylor konnen wir eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion durch eine Polynomfunktion vom Grad n (oder durch eine Polynomfunktion
von jedem Grad < m) angenidhert darstellen. Solche Approximationen* (Ndhe-
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rungen) komplizierter Funktionen durch eine Polynomfunktion spielen sowohl in
der Mathematik als auch in den Natur- und Ingenieurwissenschaften eine wichtige

Rolle.

Satz 7.32. (Satz von Taylor)

Seien I ein offenes Intervall, n € Ny, f € C""(I) und o € I. Dann existiert
zu jedem x € I eine Stelle &, zwischen xg und x mit

1 1
_ — r(k) . k (n+1) . n+1
)= 3 g 0] =0+ o e
h M g = R, (x;29) (Restglied)

=:T,(x;20)

Die Funktion T, (x;zo) heifft n-tes Taylorpolynom um die Entwicklungs-
stelle xy. (Zu beachten ist, dass die Stelle &, von x abhdngt.)

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 7.33. (Anwendung des Satz von Taylor)

(a) Die Funktion f: R — R, f(z) := exp(z) = e*, ist in jedem Punkt z € R
beliebig oft differenzierbar und es gilt f#)(z) = exp®(z) = exp(z) = €”
fiir alle k& € Ny. Nach dem Satz von Taylor ist das n-te Taylorpolynom um
die Entwicklungsstelle x¢g = 0

!
T, (x;0) = Z Eexp(k)(O) (z—0)f=Y —aF =3 —aF
— k! !

Das Restglied ist

1
(n+ 1)!

R, (2;0) = exp™ D (E,) (@ — 0" = ——

mit einem &, zwischen x und 0.
Die Taylorsche Formel fiir die Entwicklung von exp um xy = 0 lautet also

n

1 1
e’ =T,(z;0) + R, (z;0) = Z — k4

I 3 I ol | 79
LN CE T (7.9)

Damit erhélt man die folgende Fehlerabschétzung fiir die Qualitdt der An-
ndherung von f(z) = exp(x) durch sein n-tes Taylorpolynom mit Entwick-
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— Graph von f(x) = e* —— Graphen von T,(x,0)=1+ X,

1 1 1
_T2(X,O)=1+X+§X2, TS(X,O)=1+X+?X2+€X3

Abbildung 7.3: Veranschaulichung des Graphen von f : R — R, f(x) := €7,
(schwarz) und der Graphen seiner n-ten Taylorpolynome T),(z;0) um die Ent-
wicklungsstelle g = 0 fir n = 1 (rot) und n = 2 (blau) und n = 3 (griin).

lungsstelle zy = 0: Durch Umsortieren von (7.9) und bilden des Absolutbe-
trags auf beiden Seiten finden wir

"1 1
T - k:: & on+1
e ;k!x (n+1)!€ x

x - 1
e —Zyxk =
k=0

Fiir |z| < 1 (und somit auch |£,| < 1, da &, zwischen 0 und z liegt) folgt
dann beispielsweise:

1
(n+1)!

n+1

— e 1

_ & n+1
= e x < .
TSI e 31

<elézl<el <1

In Abbildung sind die Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion
und seiner n-ten Taylorpolynome um xy = 0 fiir n = 1,2, 3 gezeichnet.
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Man sieht, dass bereits fiir n = 3 das Taylorpolynom fiir x dicht bei xy = 0
die Funktion f(x) = e” sehr gut annéhern.

(b) Wir wollen alle Taylorpolynome von f : R — R, f(z) := sin(z), um die
Entwicklungsstelle 2y = 0 berechnen. Dazu brauchen wir vorab die Ablei-
tungen von f(z) = sin(x).

flx) =sin(z), f(z) =cos(z), f"(z)=—sin(z), f®(x)=—cos(w),
fW(z) =sin(z), fO(z)=cos(z), fOz)=—sin(z), f7(x)=—cos(z),
und wir sehen, dass fiir alle k € Ny gilt
f () = sin(w), FUH () = cos(x),

FED) (1) = —sin(z), FEEED (1) = — cos(z).

Damit finden wir die folgenden Taylorpolynome:

1
To(z;0) = ol sin(0) = 0,

1
Ti(x;0) = Ty(z;0) + m sin’(0) (z — 0)*
=0+ cos(0) x =z,

To(2;0) = Ty(x;0) + 1 sin”(0) (x — 0)?

2!
1, )
:x+§(—sm(0))x =z,
1
T5(x;0) = To(x;0) + 30 sin®(0) (z — 0)?
1 1
:x+§(—cos(0))x3:x—§x3,
1
Ty(x;0) = T5(x;0) + m sin®(0) (z — 0)*
_ L s 1. 4_ L 3
=T +Zsm(0)x =T =57
1
T5(x;0) = Ty(z;0) + o sin®(0) (z — 0)°
1 1 1 1
=x—§x3+5cos(O):c5—x—§a:3+5x5.

Allgemein gilt

-1
T2m+2(37; 0) = T2m+1(x; O) = Z P (—1)k $2k+1, m € Ny,
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—— Graph von f(x) = sin( ) —— Graphen von T;(x,0) = x — % X,
1 _1 1 7
Ty(x, 0) = X+ =5 g X T,(x 0) = )(2’4—120)(5 040" X

1.5+

-
N

~1.5

Abbildung 7.4: Die Graphen von f : R — R, f(z) := sin(x), (schwarz) und
seinen Taylorpolynomen 7),(z;0) um die Entwicklungsstelle zp = 0 vom Grad
n =3 (rot), n =5 (blau) und n = 7 (griin).

und man kann diese Formel mit vollstdandiger Induktion iiber m beweisen. In
Abbildung sind die Graphen von sin und seinen n-ten Taylorpolynome
um xo = 0 fiir n = 3,5, 7 gezeichnet. Man sieht, dass diese Taylorpolynome
fir « dicht bei zp = 0 die Funktion f(z) = sin(z) sehr gut annidhern.

(¢) Wir berechnen die ersten drei Taylorpolynome von f : [0, 00— R, f(z) :=
vz, um die Entwicklungsstelle xyp = 1. Die dazu benotigten Ableitungen
von f sind:

flx) = 22, f’(x)zéx‘”z:ﬁ md  f(r) = — o

Die Taylorpolynome vom Grad 0, 1 und 2 sind dann
1
;1) = Y (o= 1) -

Ti(z;1) = To(x;1) +

Ty(x;1) = Ty(x;1) + % <—i : 1_3/2> (x—1)°
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:1+%(x—1)—%(:ﬁ—1)2.

Nun betrachten wir noch wichtige Spezialfille des Satzes von Taylor und eine
Anwendung. Die nachfolgenden Spezialféille des Satzes von Taylor werden in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften hiufig genutzt, um eine komplizierte (einmal,
zweimal bzw. dreimal stetig differenzierbare) Funktion durch eine konstante, eine
lineare bzw. eine quadratische Polynomfunktion anzunédhern.

Bemerkung 7.34. (Spezialfille des Satzes von Taylor)
Sei f € C3(I) und zy € I. Dann gilt nach dem Satz von Taylor:

(1) n=0: f(z) = f(zo) + ['(&) (x — x)
mit einem &, zwischen z und xg.

Dieses ist eine Umformulierung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung (vgl. Satz[7.19)).

@) n=1 fla)= fm)+ 7@ =) +31(E) (@ -

\ 7

TV
Gleichung der Tangente an f in xq

mit einem &, zwischen x und x.
B) =2 fla)= flao) + F'(a) (z — o) + 5 (o) (& — 20)’

FEIOE) ()

mit einem &, zwischen x und xg.

Differenzenquotienten zweiter Ordnung (siehe unten) und héherer Ordnung spie-
len eine wichtige Rolle, wenn man Differentialgleichungen mit der Methode der
finiten Differenzen numerisch 16sen will.

Anwendung 7.35. (Differenzenquotient 2. Ordnung)
Se sei f € C*(I) und xy € I. Dann nennt man

f(xo+h)+ f(xog —h) =2 f(x0)

72 mit h > 0

den Differenzenquotienten zweiter Ordnung in z,. Dieser stellt eine An-
ndherung an die zweite Ableitung f”(x) in x¢ dar, wie wir gleich zeigen werden.
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Wir sortieren zunéachst passend

flxo+h)+ f(xzo—h) =2 f(xo) (f(fb“o+h)—f($o))+(f(xo—h)—f(fo))'

h? h?

(7.10)
Nun nutzen wir den Satz von Taylor (mit n = 1) fiir jeden der Terme in den

Klammern im Zéhler: Fiir h > 0 existieren &, € |xg, z¢+ h[ und Eh € lxg—h, xol,
so dass

Fla+ ) = flao) + 7o) bt 5 (6017

= flwoth) — fw) = ) b+ 6

bzw.
o — ) = Fa0) + (o) (~h) + 5 f(&) (=)’
= o) = fla0) =~ (w) b+ 5 G B

Einsetzen in liefert
flxo+h)+ f(vo—h) =2 f(zo)  (f(zo+h)— f(x0)) + (f(wo— R) — f(x0))

h? B h?

~

_ (P bt 5 (&) 1) + (= fleo) bt 5 /() 1)
h2

1 ¢n B2l rs B2 _ ~
= SIS TR L i) L (6 = L (77060 + £/,

Wir wollen nun den Grenzwert fiir h \, 0 betrachten. Fiir h 0 schrumpfen die
Intervalle |z, zo + h| und ]Jzo — h,zo| auf den einen Punkt zy zusammen, und
folglich gilt fiir die Stellen &, € |xg, zo+ h[ und &, € Jxo— h, x| ebenfalls &, — z
und Eh — xq fiir h 0. Also finden wir

f(zo+h)+ f(xog — h) — 2 f(x0)

o 2
- }Ll{%% (1" (&) + (&) = % (f"(z0) + f"(x0)) = " (o).

Zuletzt beweisen wir noch den Satz von Taylor.

Beweis von Satz[7.33: Wir betrachten die beiden Félle x = z¢ und x # x( separat.
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Fall 1: Sei = 9 Dann verschwinden alle Terme (x — 29)*, k= 1,2,3,...,n+1
und wir bekommen

To(xo; x0) = f(xg), Ru(z;x0) =0, undsomit f(xg) = Tn(xo; o) + 0.

Fall 2: Sei x # xy. Sei o € R so gewahlt, dass gilt

1
(n+1)!

)n+1

f(x) = Ty(x;x0) + (x — xg 0.

(Erklirung: Da man die obige Gleichung nach ¢ auflésen kann, muss es ein solches
o0 geben.) Wir bestimmen nun p. Hierzu definieren wir ¢ : I — R durch

1

(n+1)! (e =1)""e

plt) = fla) = 322 S0 (o~ 1) -
k=0

7

-~

=T, (x;t)

Dann gilt ¢(x) = ¢(xy) = 0 wegen T, (z; x) = f(z) bzw. nach der Definition von
0. Nach dem Satz von Rolle (siehe Satz [7.18)) existiert £ zwischen xy und x mit

©'(§) = 0.

Also berechnen wir zunéchst ¢'(¢):

Pt == % FED@) (@ — 1) + % PO -k (= 1)+
k=0 h=1""
1 n
+(n+1)!(n—l—1)(aﬁ—t) 0

n

1 1 il 1 -1 n
:—];Hf“f >(t)(x—t)k+;(k_1)!f<’f>(t)(x—t)k +—(@=1)"0

= 3 ) - )+ S T -0 )
k=0 =0 '
_ Lty g - 5L g k
- r ) = 0 ) ()
k=0
- 1 1
T T lOE L R
k=0 )
= @) (= 1) (= 1)
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Daher gilt fiir £ zwischen g und = mit ¢/'(£) = 0, dass

0=¢() =~ (x—&" (o~ F" (&)

d.h. o = f+D(€), da z # £ ist. O

7.7 Lokale Extrema: hinreichende Bedingung

In Teilkapitel haben wir gelernt, dass bei einer differenzierbaren Funktion
in jedem Punkt zp, in dem ein lokales Extremum vorliegt, f'(zo) = 0 gelten
muss. Wir haben aber an dem Beispiel f : R — R, f(z) := 2, und 29 = 0
gesehen, dass die Bedingung f’(z¢) = 0 nur notwendig ist (d.h. sie muss gelten,
wenn ein lokales Extremum vorliegt) aber nicht hinreichend ist (d.h. sie garantiert
nicht, dass in xg auch wirklich ein lokales Extremum liegt). Nun lernen wir eine
zusatzliche Bedingung an die zweite Ableitung kennen, so dass beide Bedingungen
zusammen die Existenz eines lokalen Extremums garantieren.

Satz 7.36. (hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema)

Sei I offenes Intervall und f € C*(I). Fir vy € I gelte f'(xg) = 0 und
f"(xg) > 0 bzw. f"(x¢) < 0. Dann hat f in xq ein lokales Minimum bzw. ein
lokales Maximum.

Achtung: Mit dem obigen Satz findet man nicht alle lokalen Extremal
Beispiel: f : R — R, f(x) := 2%, hat in x = 0 ein lokales und ein globales
Minimum, denn
f(O)=0"=0< (m2)2:m4:f(x) fir alle z € R,
aber es gelten
flx)=42> und  f'(x) = 1227
und somit f’(0) = f”(0) =0

Beweis von Satz[7.50: Fiir xy € I gelte f'(z9) = 0 und f"(z9) > 0. Da f” stetig
in [ ist, existiert € > 0, so dass f"(z) > 0 fir alle x € |xg — e, 29 + [N 1.
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Sei also © € |xg + &,29 — €[N 1. Nach dem Satz von Taylor existiert &, zwischen
x und xg mit

f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — xo) + %f”(éx) (x —@0)° > f(x0)-
=0 >0 >0

Also hat f in zy ein lokales Minimum.

Analog zeigt man, dass aus f'(zg) = 0 und f"(xy) < 0 folgt, dass f in xy ein
lokales Maximum hat. ]

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 7.37. (lokale Extrema)

Wir wollen alle lokalen Extrema der Funktion f: R — R, f(z) := ze™", bestim-
men und den Graphen dieser Funktion skizzieren.

Wir halten fest, dass f in xyp = 0 eine Nullstelle hat.

Nun berechnen wir die erste Ableitung und finden deren Nullstellen: Nach der
Produktregel und der Kettenregel gilt

fl(z) = (= e_x), =l-e"+ze ' (=1)=(1-x)e ",

und aus f'(z) = (1 —xz)e* =0folgt 1 —x =0, also x = 1 (da e™* #£ 0 fiir alle
z € R). Also ist #; = 1 der einzige Kandidat fiir ein Extremum.

Nun berechnen wir die zweite Ableitung. Mit der Produktregel und der Ketten-
regel gilt

ey = (L =a)e) = (=1) e+ (1 —z) e (-1)

=—e'—e"4ret=(xrx—-2)e "

Fiir 71 = 1 finden wir f’(1) = (1 —2)e! = —e7! < 0. Also hat f : R — R,
f(x) = xe™™, in x; = 1 ein lokales Maximum. Die Koordinaten dieses lokalen
Maximums sind (1, f(1)) = (1,e71).

An f'(z) = (1 — x) e ® konnen wir sehen, dass f in | — oo, 1] (also links von
r1 = 1) streng monoton wachsend und in |1, 00| (also rechts von x; = 1) streng
monoton fallend ist. Also liegt in (1,e™!) nicht nur ein lokales Maximum sondern
sogar ein globales Maximum vor.

Es gilt weiter
lim ze ¥ = —o0.
T—>r—00
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-X

— Graphvon f(x) = xe

=2.57

Abbildung 7.5: Veranschaulichung der Graphen von f: R — R, f(z) := xe ™.

Es gilt lim |z| = oo und lim |e*| = oo (Situation ,,00/00"), und mit der zweiten
T—00 T—00

Regel von de I’'Hospital finden wir

) _ . x . 1
lm ze ¥ = lim — = lim — = 0.
T—00 r—00 ¥ z—00 e¥

X

Mit diesem Informationen konnen wir den Graphen der Funktion f : R — R,
f(z) = x e, skizzieren. Der Graph der Funktion f : R — R, f(z) = ze™, ist
in Abbildung [7.5] gezeichnet.

7.8 Newton-Verfahren*

Wir werden nun das Newton-Verfahren herleiten, mit dem man Nullstellen stetig
differenzierbarer Funktionen numerisch berechnen kann.

Sei I ein offenes Intervall und f € C1(I). Es sei bekannt, dass f in I (genau) eine
Nullstelle 4 hat. Wie kann man v ndherungsweise berechnen?

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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Zu einem Startpunkt zy € I bestimmt A
man die Gleichung der Tangente an
den Graphen von f in z:

y = f'(@o) (x — x0) + f(x0)
= T (z; o)

Falls f'(zg) # 0 ist, so hat diese Tan-
gente genau einen Schnittpunkt z; mit
der z-Achse:

0= f'(xo) (x1 — x0) + f (o)
f(x0) .
J /(55'0) aclo x% u
Wenn x; € [ ist, bildet man die Tangente in z; und verfahrt genauso wie mit dem

Punkt xy. Wir setzen diese Vorgehensweise fort und erhalten eine Folge (zx)x>0
von Punkten, die gegen die Nullstelle der Funktion f konvergieren.

< Tl = Xy —

Satz 7.38. (Newton-Verfahren)

Seien I ein offenes Intervall, f € CY(I) und u € I eine Nullstelle von f. Es
gelte f'(x) # 0 fur alle x € 1. Wihlt man den Startwert xo nahe genug bei u,
so konvergiert die durch

f(xy)

T )

rekursiv definierte Folge gegen .

Wir geben keinen Beweis fiir das Newton-Verfahren. Dieser kann in jedem Numerik-
Buch nachgeschlagen werden.
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KAPITEL &

Integration

In Teilkapitel [8.1] fiihren wir das bestimmte Riemann-Integral

/abf(x)dx

geometrisch motiviert als der Flacheninhalt unter der Kurve des Graphen von
f von x = a bis x = b ein. Weiter lernen wir die grundlegenden FEigenschaf-
ten des Riemann-Integrals kennen. In Teilkapitel lernen wir den Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung kennen. Dieser stellt einen Zusammenhang
zwischen dem Riemann-Integral und der Ableitung her und erlaubt es, aus dem
Wissen iiber die Ableitungen von Funktionen Erkenntnisse iiber (unbestimmte)
Integrale von Funktionen zu gewinnen. Hier wird auch der Begriff einer Stamm-
funktion einer Riemann-integrierbaren Funktion eingefiihrt.

In Teilkapiteln [8.3| und [8.4] lernen wir zwei wichtige Integrationstechniken kennen,
namlich die Methode der partiellen Integration und die Substitutionsregel. Dieses
sind die ,Gegenstiicke” zu den Differentiationsregeln Produktregel und Ketten-
regel. In Teilkapitel werden spezielle Substitutionen fiir gewisse Klassen von
Integranden diskutiert. In Teilkapitel [8.6|lernen wir die Partialbruchzerlegung, die
Integrationsmethode fiir rationale Funktionen, kennen. Fiir die Partialbruchzer-

legung bendtigen wir in einem Vorbereitungsschritt héufig Polynomdivision, die
bereits in Kapitel [1] behandelt wurde (vgl. Beispiel [1.35]).

Im letzten Teilkapitel werden schlieflich sogenannte uneigentliche Integra-
le behandelt: Dieses sind Integrale, bei denen entweder der Integrationsbereich
unbeschrankt ist oder bei denen der Integrand auf dem Integrationsbereich unbe-
schrankt ist.

231
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a = xg Ty To T3 T4 b= x5

Abbildung 8.1: Der Flacheninhalt zwischen der Funktion f und der z-Achse von
x = a bis x = b wird mit geeigneten Rechtecken abgedeckt. Die Summe der Fl&-
cheninhalte dieser Rechtecke ergibt eine Naherung fiir den Flacheninhalt zwischen
dem Graphen der Funktion f und der x-Achse von x = a bis x = b, also fiir den
Wert des Integrals.

8.1 Das Riemann-Integral

Wir lernen zunéchst die geometrisch motivierte Herleitung des Riemann-Integrals
kennen.

Seien I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — [0,00] eine
stetige Funktion. Gesucht ist der Flacheninhalt des Gebietes, das von dem
Graphen von f und der Geraden y = 0 (also der z-Achse) sowie den Senkrechten
durch £ = a und = = b berandet wird. Wir werden diesen Fliacheninhalt als

/abf(x)dx

bezeichnen und so das bestimmte Riemann-Integral von f iiber [a, b] (d.h. von
x = a bis x = b) definieren.

Um diesen Fldcheninhalt zu berechnen, geht man folgendermafen vor (vgl. Ab-

bildung [8.1)):

(1) Man zerlegt [a, b] in n Teilintervalle I = [xp_1,zx], K = 1,2, ..., n, wobei

a=Tg< 1 <9< ...<Tp_1<x,=">0.
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(2) In jedem Teilintervall I; wihlt man eine Stiitzstelle & € .

(3) Man betrachtet die Rechtecke Ry mit Grundlinie [ und Hohe f(&). Der
Flacheninhalt von R} ist dann

|Ri| = f(&) (2 — 2p—1)-

(4) Man addiert die Fldcheninhalte auf:

S=Y IRl =) f(&) (wr—ar).
k=1 k=1

Dieses ergibt eine Naherung des gesuchten Flacheninhalts.

Wenn man immer mehr Teilintervalle nimmt, so dass die maximale Breite dieser
Teilintervalle, also

max (21 — zp1),

immer schmaler wird, so wird die Naherung fiir den Flacheninhalt immer besser.
Fiithrt man nun einen Grenziibergang (fiir n — 00) durch, bei dem die maximale
Breite dieser Teilintervalle gegen null strebt, so erhalt man den exakten Wert des
gesuchten Flacheninhaltes.

Bevor wir eine mathematisch saubere Definition des Riemann-Integrals geben,
iiberlegen wir uns noch, was mit der Interpretation des Integrals als Fliacheninhalt
passiert, wenn nicht alle Funktionswerte der stetigen Funktion f gréfser oder gleich
null sind:

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] —] — 0o, 0] kénnen wir analog vorgehen: Wir
suchen den Flacheninhalt des Bereiches, der durch den Graphen von f, die z-
Achse und die senkrechten Geraden x = a und x = b begrenzt wird. Allerdings

definieren wir ,
/ f(x)dx

als —1 mal diesen Fldcheninhalt, da die Fldche unterhalb der x-Achse liegt.

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R mit beliebigen (also moglicherweise posi-
tiven und negativen) Funktionswerten weisen wir den Fldcheninhalten der Fla-
chenstiicke zwischen Graphen und z-Achse (von x = a bis = b) oberhalb
der x-Achse ein positives Vorzeichen zu und den Flédcheninhalten der Flachen-
stiicke zwischen Graphen und z-Achse (von # = a bis x = b) unterhalb der
z-Achse ein negatives Vorzeichen zu (vgl. Abbildung [8.2). Dann summieren wir
diese , Flacheninhalte mit Vorzeichen auf und erhalten so

/abf(x) dz.
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-
T

a b

Abbildung 8.2: Geometrische Interpretation des Integrals fab f(z) dx als Fléchen-
inhalt.

Nachdem wir jetzt eine Anschauung von dem Begriff des Integrals gewonnen ha-
ben, definieren wir nun das Riemann-Integral.

Definition 8.1. (integrierbare Funktion und Riemann-Integral)
Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, d.h. die Bildmenge f([a,b]) =
{f(z) : x€la,b]} ist beschrinkt.

(1) Sein € N. Firk=1,2,...,n sei I := [xp_1, xx], wobei
A=) <1 <Xy <...<Tp1 <z, =">=.
Dann heifit Z .= {11, I, ..., 1,} eine Zerlegung von |a,b|.
U(Z) := max (z), — Tp-1)

1<k<n

heifst die Feinheit von Z. X, .= (él,fg, . ,§n) heifst ein Zwischen-
vektor fir Z, falls & € I, & € Iy, ..., &, € I, gilt.

(2) Ist Z eine Zerlegung von |a,b] und Xz ein Zwischenvektor fir Z, so
definieren wir die (zugehorige) Riemannsche Zwischensumme wie

folgt:
S(f, 2, Xz) Zf &) (zk — Tp).

(3) Die Funktion f heifst Riemann-integrierbar iber [a,b], wenn es eine
Zahl A in R gibt mit folgender Figenschaft: Zu jedem € > 0 existiert
ein o > 0 so, dass fir alle Zerleqgungen Z von I mit £(Z) < d. und alle
zugehorigen Zwischenvektoren Xy gilt:

S(f,Z2,Xz) — Al <e.
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A heifit dann das Riemann-Integral von f tber [a,b|, und wir no-

tieren A als
/ f(x) do =

Man bezeichnet die Funktion f als den Integranden des Riemann-
Integrals.

(4) Wir schreiben R([a,b]) fir diec Menge aller tiber [a,b] Riemann-
integrierbaren Funktionen.

(5) Wir definieren:
[ swa=— [ e ar

[ 1) ds =

Erklarung: Die zunachst jungewohnlich® aussehende Definition von Riemann-
integrierbar tiber [a, b] und die darauf aufbauende Definition des Riemann-Integrals

in Definition bedeuten das Folgende:

Ist die beschriankte Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar iiber [a, ], so
gilt fiir jede Folge (Z;);>1 von Zerlegungen Z; von |[a,b] mit hm]_>OO U(Z;) =0

und fir jede beliebige Wahl von Zwischenstellen Xz, = (51 ,52 ,...,fg)) fiir
Zj, dass die Folge der Riemannschen Zwischensummen (S (f. Z;, X Zj))j>1 stets

konvergent ist und immer denselben Grenzwert A besitzt. Dieser Grenzwert
A heift das bestimmte Integral von f tiber [a,b] und wird mit

b

/ f(r)dr = A:= lim S(f, Z;, Xz,) (8.1)
a j—>OO

bezeichnet. Zur praktischen Berechnung des Riemann-Integrals verwen-

det man dann eine Folge von moglichst giinstigen Zerlegungen und moglichst

giinstigen zugehorigen Zwischenstellen. Bevor wir dieses fiir einige Beispiele de-

monstrieren, lernen wir erst einen niitzlichen Satz kennen.

Satz 8.2. (hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)

(1) Ist f : [a,b] — R monoton (d.h. monoton wachsend oder monoton fal-
lend), so ist f € R([a,b]).
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(2) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f € R([a,b]).

Betrachten wir nun einige Beispiele.

Beispiel 8.3. (Riemann-Integral einer konstanten Funktion)
Sei f: R — R, f(x) := ¢ mit einer Konstante ¢ € R, eine konstante Funktion.

e Diese Funktion ist stetig auf R und damit insbesondere stetig auf jedem
Intervall [a, b]. Nach Satz[8.2]ist f daher iiber jedes Intervall [a, b] integrier-
bar.

e Wir vermuten wegen der Interpretation des Integrals als Flacheninhalt der
Flache zwischen dem Graphen und der z-Achse von z = a bis x = b, dass
gelten sollte

/abf(;c)d:(::c-(b—a).

e Betrachten wir nun sogenannte dquidistante Zerlegungen Z; von [a, b] (also
Zerlegungen mit gleichen Abstédnden der Punkte zy, £ = 0,1,2,...,7),
d.h. die Zerlegung Z; lieft einer Zerlegung von [a, b] in n; = j Teilintervalle
der Léange (b — a)/j. Die Punkte der dquidistanten Zerlegung sind also

2 —a+k-——  k=012...,]

und wir wahlen die Zwischenstellen flij ) = a:,(fj ). Dann gilt

J

S(f7 Zj?“XZj) - Zf(flg;j)) ’ (xl(c]) o xl(cjzlz

k=1 > S ~~

=c =(b—a)/j
J J
b — 1
:g c-( ,a):c-(b—a) g —=c-(b—a).
k=1 J 1
——

Also erhalten wir, wie vermutet,

b b
/f(x)dx:/cdx:limS(f,Zj,XZj):limc-(b—a):c~(b—a).

j—00 Jj—00
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Beispiel 8.4. (Riemann-Integral der Standardparabel tiber [0, 0])

Wir wollen

b
/ g?der mitbh >0 (8.2)
0

berechnen.

e Da die Standardparabel f : R — R, f(z) := 22, stetig ist, ist sie nach
Satz 8.2] tiber [0, b] integrierbar, und das Integral (8.2) existiert.

o Wir verwenden hier wieder dquidistante Zerlegungen Z; in n; = j Teilin-
tervalle gleicher Lange, also

- b
:cﬁj):k-;, E=0,1,2,.... ]

Als Zwischenstellen verwenden wir 5,9 ) = x,(f ). Dann erhilt man

S(f, Zj, Xz;) = Zf(f;(f)) ‘ Sxk]) - xz(cj—)Q

J
1
Zk2:6j(j+1)(2j+1).
k=1
Damit folgt

, (N, . (b1 |
lim S(f, Zj, Xz,) = lim (—) >k = lim (—) I+ i+

j—00 J—oo \ ] 1 7
1 (7+1)(29+1 1 1 1 1
= lim—b?’](‘H. ).( ‘.H ) _ 1im—b3-(1+—.)-(2+—,) = — 1.
j—o0 6 J7+7 j—o00 6 j g 3

VO
—2 wenn j—00

b
1
e Also finden wir / r?dz = lim S(f, Zj, Xz) = gb?’.
0

j—00
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Beispiel 8.5. (Riemann-Integral von 1/x iiber [1, b))

Wir wollen das bestimmte Integral

b
1
/ —dx fir ein festes b > 1
1 a

berechnen.
e Die Funktion f :]0,00[— R, f(z) := 1/z, ist stetig und somit iiber jedes
Intervall [1,b] mit b > 1 integrierbar.

e Hier niitzen uns die dquidistanten Zerlegungen wenig. Statt dessen wéh-
len wir die Zerlegungen Z; in n; = j Teilintervalle mit :I;,(g) = b | =
0,1,2,...,7, und die Zwischenstellen f,(j) = x,gj_)l = b*=D/i Dann erhilt
man

J j
j ' j 1 : i
S(f,Zj, Xz;) = E f(é,ﬂf)) : (36‘,(57) — x,gjll) = E sy (bk/ﬂ _plk 1)/3)

ib bk/J pk= 1)/3') — i (bl/j _ 1) — - (bl/j — 1>.

Nun bilden wir den Grenzwert fiir 7 — oo

. pl/i — 1
lim S(f,Z;,Xz) = lim [j- (0" = 1)] = lim

k—o00 j—00 j—00 1/]

(8.3)

Da 1/j fiir j — oo gegen null strebt, konnen wir nun in (8.3) auch 1/
durch x ersetzen und statt des Grenzwertes fiir 7 — oo entsprechend den
rechtsseitigen Grenzwert fiir z \, 0 betrachten. Also

‘ bl/j -1 ' b — 1 . eln(b)-x —1
Jim S 25, Xxy) = Jim ——= =l —— = lim ———
In(b)-x _ q ! In(b In(b)-x In(b) °
i R 1U L. O T Y
N\ 0 (.I,‘)/ N\ 0 1 1

wobei die erste Regel von de I’'Hospital verwendet wurde, da

lim ( In(b)-2 1) =0 und limz = 0.
N0 N0

b1
e Also finden Wir/ —dx = lim S(f, Z;, Xz,) = In(b).
1

X J—00
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Bemerkung 8.6. (Notation und Berechnung von Integralen)

(1) Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist willkiirlich! Beispielsweise

gilt . .
/af(x)dx:/af(t)dt.

(2) Die obige Definition [8.1) macht keine Einschriankung an die Funktionswerte,
aufser dass diese |f(z)| < S fiir alle € [a,b] mit einer Schranke S erfiil-
len (da f auf [a,b] beschrankt ist). Die Stetigkeit der Funktion in unserer
geometrischen, Anschauung wird in Definition nicht vorausgesetzt.

Im Schulunterricht wurden Integrale moglicherweise mit Unter- und Obersummen
eingefiihrt. Dieses fiihrt fiir stetige Funktionen zu einer dquivalenten Definition des
Integrals, wie es in der folgenden Bemerkung erklért ist.

Bemerkung 8.7. (Untersummen und Obersummen)

Wir betrachten hier nur in [a, b] stetige Funktionen. Diese nehmen nach Satz [6.29
ein Minimum und ein Maximum in [a, b] und in jedem abgeschlossenen Teilinter-
vall von [a, b] an. Wahlt man die Zwischenstellen & € [z)_1, 2x], so dass
f(&) = min f(z)
TE|Tp—1,Tk

gilt, so erhilt man die Untersumme U(f,7) fir die Zerlegung Z. Entspre-
chend bekommt man die Obersumme O(f, Z), wenn man Zwischenstellen & €
[xk_l, :Ek] mit

f(&) = max f(z)

TE[T—1,Tk]
verwendet. Geometrisch entspricht dies der Verwendung ,eingeschriebener” bzw.
sumbeschriebener Rechtecke (siehe Abbildung B.3)). Es gilt fiir jede Wahl der
Zwischenstellen X, = (&1,&s,...,&,)

In Definition [8.1] kann man daher bei einer in [a, b] stetigen Funktion dquivalent
auch verlangen, dass fiir jede Folge von Zerlegungen (Z;);>; mit lim ¢(Z;) = 0 die
j—00

zugehorige Folge der Untersummen (U (f, Zj))j und die zugehorige Folge der

>1
Obersummen (O( f, ZJ-))j>1 jeweils konvergent sind und beide immer denselben
Grenzwert haben, dessen Wert nicht von der gewihlten Folge von Zerlegungen
abhéngt.

Bevor wir weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals kennenlernen, betrachten
wir Beispiele von Integralen aus der Elektrotechnik.
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O(f, Z)\\ =
NN
T T T T 7 >
a = xg 1 T T3 T4 b=gx5 7

Abbildung 8.3: Idee der Untersumme U(f, Z) und der Obersumme O(f, Z).

Physikalische Anwendung 8.8. (Integrale in der Elektrotechnik)

(1)

Gesamtladung (sieche GET-A-Skript, Seite 2-49): In Anwendung [7.1] hat-
ten wir bereits die Linienladungsdichte A = A(¢) in einem diinnen Stab
kennengelernt, wobei ¢ die Position entlang des Stabs beschreibt. Wir neh-
men nun an, dass der Stab die Lange L hat und dass die Position ¢ entlang
des Stabs in [0, L] liegt. Dann berechnet sich die Gesamtladung des Stabs
durch

L
Q :/ A(0) de mit A(¢) = Linienladungsdichte.
0

Spannung (siche GET-A-Skript, Seite 2-29): In einem elektrischen Feld

mit der elektrischen Feldstéirke E ist die elektrische Spannung U, p vom
Punkt A zum Punkt B durch das folgende Integral gegeben:

B——)
UAB:/ E. 43,
A

Hierbei handelt es sich allerdings um ein Kurvenintegral langs der Ver-
bindungsstrecke von A nach B. Kurvenintegrale lernen wir in der HM C
kennen.

Der néchste Satz stellt wichtige grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals
zusammen.
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Satz 8.9. (Eigenschaften des Riemann-Integrals)
Seien f:la,b] = R und g : [a,b] = R beschrinkte Funktionen.

(1) Ist a < c <b, so gilt

f € R([a,b]) = feR(la,c]) und feR(cb).

b c b
In diesem Fall gilt: / f(z)dx :/ f(x) dx+/ f(z)dz.
(2) Ist f € R([a,b]) und o € R, s0 ist a f € R([a,b]) und

/abm £(z)de = a /abf(x) dz.
(3) Sind f,g € R([a,b]), so ist auch f+ g € R([a,b]) und es gilt
/ab(f+g)<x> dz = /abf(@ dx+/abg(:c) da.
(4) Sind £, g € R([a,b]) und gilt f(z) < g(z) fir alle z € [a,b], so ist

[ 1@< [(gwa

(5) Ist f € R([a,b]), so ist auch |f] € R([a,b]), und es gilt

A%me

< [Irwar

Wir lernen noch den Mittelwertsatz der Integralrechnung kennen:

Satz 8.10. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist f :[a,b] = R stetig auf |a,b], so gibt es ein £ € |a,b] mit

b
/ f(x)de = £(6) (b a).
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A ” Rechteck gleicher

7,

a 1 b

T
X

Abbildung 8.4: Geometrische Bedeutung des Mittelwertsatzes der Integralrech-
nung fiir stetige Funktionen: Die Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen
der Funktion f(x) (von x = a bis x = b) ist gleich der Rechteckfldche iiber [a, b]
mit der Hohe f() fiir eine geeignete Zwischenstelle £ € (a, b).

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist in Abbildung anschaulich erklart.
Wir beweisen den Mittelwertsatz der Integralrechnung, da der Beweis instruktiv
ist.

Beweis von Satz|8.10: Da f : [a,b] — R stetig ist, existieren nach Satz

m = min f(x) und M := max f(z)

z€la,b] v€lab]

SOWie Tmin, Tmax € [@,b] mit f(Xmm) = m und f(Tna) = M. Fir alle x € [a, b]
gilt also m < f(z) < M, und daher folgt mit Satz[8.9[(4)] dass

b b b
m(b— a) :/ m dz S/ f(a:)dxﬁ/ Mdx =M (b—a).
Es folgt mit Division durch b — a, dass gilt

1
b—a

f(xmin) =m <

/ f(x)de < M = f(Zmax)-

Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz (Satz [6.25)) ein & € [a, b)
(zwischen iy, und ., und somit in [a, b)) mit

b b
Q=5 [ fwd = fQ0-0= [ f@d O
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8.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

Wir beginnen mit der Einfithrung des Begriffs einer Stammfunktion.

Definition 8.11. (Stammfunktion)

Seien I ein Intervall, f : I — R und F': I — R. Falls F' wn I differenzierbar
ist und F' = f gilt, so heiffit F' eine Stammfunktion von f.

Betrachten wir ein paar Beispiele von Stammfunktionen.

Beispiel 8.12. (Stammfunktionen)

(a) Sei f: R — R, f(z) := 2% Dann ist F : R — R, F(z) := 2%/3, eine
Stammfunktion von f, denn es gilt

1
F’(x):§-3x2:x2:f(a:) fiir alle z € R.

F(z) = 23/3 ist aber nicht die einzige Stammfunktion von f(z) = 2%, denn
z.B. sind

1 1
G:R—>R, G(x)::§x3+5, und H:R — R, H(:l:)::§3:3—e,

ebenfalls Stammfunktionen von f(x) = 22

(b) Sei g : R — R, g(x) := e”. Dann ist jede Funktion der Form G : R — R,
G(z) := e* ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion von g,
denn

G'(z) = (" + c)/ =" = g(z) fir alle x € R.
(c) Sei h :]0,00[— R, h(x) := 1/x. Dann ist jede Funktion H :]0,00[— R,

H(x) := In(z) + ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion
von h, denn

H'(z) = (h’l(LU)—i—C),:é:h(.iU) fiir alle x €]0, 00].

Was wir bereits in den vorigen Beispielen gesehen haben, gilt im Allgemeinen:
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Bemerkung 8.13. (Stammfunktionen)

Ist I eine Stammfunktion von f, so ist auch F' + c fiir jede Konstante ¢ eine
Stammfunktion von f, denn

(F4e)=F +0=F.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir den wichtigen Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung formulieren.

Satz 8.14. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f:]a,b] — R stetig.

(1) Die Funktion

Fila,) >R,  F(z):= /If(t)dt,

ist eine Stammfunktion von f.

(2) Ist umgekehrt F' irgendeine Stammfunktion von f, so gibt es eine Kon-
stante c € R mat

F(x) :c—|—/xf(t)dt

und es qilt

b
/a fla)dz = F() ~ Fla) = [P()] (8.4)

Warum ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung so
wichtig? Mit unserem Wissen iiber Ableitungen kénnen wir Stammfunktionen
bestimmen; und mit konnen wir Integrale bequem berechnen, wenn wir eine
Stammfunktion F' des Integranden f kennen.

Beweisskizze fir Satz[8.1)):
(1) Sei x €]a,b|. Ist h € R mit || klein genug, so gilt:

F(x+ h})b — F(z) fz) = % </j+h f(t)dt — /j f(®) dt) — f(x)
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z+h
= % / f(t)dt — f(x) (nach Satz
z+h x+h
-1 / flryde— / f@dt  (85)
1 z+h

—5 [ G- @)

wobei wir im Schritt (8.5)) genutzt haben, dass

1 1 T+h
l=> - h="_ 1dt
h hL ’

und da f(x) fiir ein Integral tiber ¢ eine Konstante ist, gilt somit

z+h x+h
f@%ﬁ@%%/ 1@:%/ f(z)dt.

IA

IA

F(x+h)—F 1 [eth
PRI | < [ 0 - sw)a
x+h
(10~ )
z+h
%/+ F() — f@)dt fir h> 0,
L[ - j@)de ik <o
—h r+h
1 .
E(:c—kh—x) xg?gaiih‘f(t)_f(xﬂ fir h > 0,
1 ..
_—h(x—(a:+h)) x&lggix‘f(t)—f(x)‘ fir h <0
%h s [7(0) — (2)] fiir B > 0,
1 N
—_h(_h) x&lgéx}f(t)—f(x)‘ fir h <0
xgr?gih‘f(t)—f(x)] U0 fir h >0,
h—0

max ’f(t)—f(x)’ — 0  firh <0,

r+h<t<z
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weil f stetig ist. Wir erhalten also

. |F(x+h)— F(z) B
lim N = (),
d.h. F'(z) = f(x) fir alle x €]a,b[. Um F'(z) = f(z) auch fiir die Rand-
punkte x = a bzw. x = b zu erhalten, muss man dort einen einseitigen
Differenzenquotienten betrachten.

PRI A Dt i C)
h—0 h

Ist F' irgendeine Stammfunktion von f und ist G definiert durch

G(r) == F(x) — /I f(t)de
so gilt

G'(z) = F'(z) — </axf(t) dt)/ = f(x) — f(x) =0  fiir alle x €la, b],

wobei wir Teil (1) genutzt haben. Also ist G auf ]a, b[ eine konstante Funk-
tion, d.h. es gibt ein ¢ € R mit G(z) = ¢ fiir alle € |a, b[, d.h.

—/;f(t)dt:c — —c+/f (8.6)

Weil G als differenzierbare Funktion stetig ist, folgt aus G(x) = ¢ fir alle
xr €la,b[, dass G(z) = c fiir alle © € [a,b] gilt. Damit gilt fir alle
x € |a,b]. Aus folgt dann fiir x = b bzw. x = a

F(b)— F(a) :c—l—/abf(t)dt— <c+/aaf(t)dt> :/abf(t)dt. O
—

Bemerkung 8.15. (Stammfunktion und unbestimmtes Integral)
Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

fir F(x). [ f(z)dx ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

J f(@)

einem bestimmten Integral von f

/f(x) dz

dx heifst auch das unbestimmte Integral von f im Gegensatz zu

/abf(x)dx
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Betrachten wir einige Beispiele fiir unbestimmte Integrale.

Beispiel 8.16. (unbestimmte Integrale)
(a) Fira e R\ {—1} gilt

1
/x“dx:—x“+l+c,
a—+1
da d 1 1
a+1 a+1-1 a
el — 1
dx( 1 ) riethe v

(b) /ldx:ln (|z|) + ¢, denn

In(x wenn T
n(x):{ (z) >0

In(—z) wenn <0
1
— wenn x> 0
— a4 In (|z]) = ! !
dx B 1 o

1
- = — wenn x <0
T

5 dz = arctan(z) + ¢, da nach Satz [7.10| und Beispiel 7.6/|(e)

0 [ et
@) [t
/cos )dx = sin(z) + ¢
0 [

1+

1 1 1
tan’ (arctan(z)) 1+ tan® (arctan(z)) 1422

arctan’(z) =

Betrachten wir auch einige Beispiele fiir bestimmte Integrale.

Beispiel 8.17. (bestimmte Integrale)

=21

(a) /OQW cos(z) dx = {sin(m)} = sin(27) —sin(0) =0—-0=0

=0

(b) /jidx = [ (\gc\)r2 ~ In(2) — In(1) = In(2)

r=1
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© [ tar={m(e)]” = m (1) - (el

X

=In(l) —In(e) =0—-1= -1

(d) /077 sin(z) de = {— cos(a:)KZ;T = —cos(m) +cos(0) = —(—-1)+1=2
(e) /_zx3dx _ Ex‘*]zz: _ 334 —i(—g)4 ~0

8.3 Partielle Integration

Die Methode der partiellen Integration beruht auf der Produktregel der Dif-
ferentiation (siche Satz (7.5/|(3)): Fiir u,v € C'([a, b]) gilt

(u(z) v(:L'))/ = u'(x) v(z) + u(x) v'(x). (8.7)

Da alle auftretenden Funktion u, v, v’ und v’ auf [a, b] stetig sind kénnen wir das
Integral von (8.7)) tiber [a, b] berechnen und erhalten

/ (u(z v(:r:))/dx :/ (v (z) v(z) + u(z)v'(z)) dz

N 7

~futore]
= [u(x) v(a:)}:l; = /ab o' (z) v(z) dz + /abu(x) v'(z) dx
= /ab u'(z)v(x)dr = [u(x) U(:U)K: — /abu(a:) v'(z) du.

Die Formel in der letzten Zeile bezeichnet man als die Methode der partiellen
Integration. Wir halten dieses als Satz fest.

Satz 8.18. (Methode der partiellen Integration)
Sind u,v € C*([a,b]), so gilt:
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Bemerkung 8.19. (Partielle Integration unbestimmter Integrale)

Wenn v und v stetig differenzierbar sind, gilt

/u'(x)v(a:) de = u(z) v(z) — /u(x) v'(x) du.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 8.20. (partielle Integration: bestimmte Integrale)
Bestimmte Integrale konnen wir mit zwei Varianten berechnen (siche unten): ent-
weder direkt oder indem wir zunachst das zugehorige unbestimmte Integral be-

rechnen und erst danach die Grenzen einsetzen.
3

(a) Variante 1: Direkte Berechnung von / re'dx
~1

3

r=3
r=—1

3
=3¢’ — (-1)e! —/ e'dr =3¢ +e ' — [em}

—3ed+e ! — (63—6_1) — 923+ 92¢71

3

Variante 2: Berechnung von / x e’ dr mit dem unbestimmtem Integral
~1

{

r € dox= =z ez—/l-exda:
) =v'(z) =u(x)

u(x
:xex—/ezdx:xex—ex—l—c:(x—l)ex—l—c

und somit

=3

3
/ xexdx:[(x—l)ex] =2¢"—(=2)e =2 +2e7h,

1 x:—l

Wir diirfen bei der Berechnung des bestimmten Integrals die Integrations-

konstante weglassen, denn in ({8.4)) in Satz kann jede beliebige Stamm-
funktion gewéhlt werden (also auch die mit Konstante ¢ = 0).
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(b) Variante 1: Direkte Berechnung von / t sin(t) dt
0

T t=m T

t sin(t) dt = [ t (—cos(t) ] —/ 1 - (—cos(t)) dt

[ L) | [ L (es)
=u(t) =u/(t) =o(t) = u(t) v'(t) —u(t)

=7 (—cos(m)) =0 (—cos(0)) + /07T cos(t) dt

t=m
— -0+ [sin(t)} =msin(r) —sin(0) =7 +0—-0 =7
=

Variante 2: Berechnung von / t sin(¢) dt mit dem unbestimmtem Inte-
0

gral

/\t’/sil@dt:\t’/(—Cos(t))—/\lf_/-(—cos(t))dt

:’U(t) :’U,/(t) :’U(t) :u(t) :fu/(t) :U(t)

= ¢ cos(t) + /COS(t) dt = —t COS(t) + Sin(t) +c

und somit

/0 t sin(t) dt = [—t cos(t) + sin(t)]

= [ — m cos(m) +sin(m)| — [ — 0+ sin(0)] = .

t=m

t=0

Beispiel 8.21. (partielle Integration: unbestimmte Integrale)

(a) Berechnung von /ln(x) dz fir xz > 0:

1
/ln(x)da::/ 1 -In(z)dz=_=x ln(x)—/ r — dx
—— , ~ -~
=u'(7)  —y(z) =u(®) —y(z) =u(r) =~

/

x)

=V

:xln(x)—/ldx:xln(x)—x+c.

(b) Berechnung von [ x?e®dx : Bei diesem Integral muss man partielle Inte-

gration zweimal hintereinander anwenden.

22 e da 2 ef — 2z €' dx
~—~— ~—~— ~—

=v(z) =u'(z) =v(z) =u(x) =v'(z) =u(z)
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:(x2—2x—|—2)em—|—5 mit ¢ ;== —2c.

(¢) Berechnung von / t In(t)dt fiir t > 0 mit zwei Varianten:

1 1 1
Variante 1: t In(t) dt = 5152 In(t) — / §t2 " dt
=u/(t) :vv(t) ~—~ :vv(t) ~—
=u(t) =u(t) =v'(t)
1 1
=—t*1In(t)—= [ tdt
s -5 [

Fiir Variante 2 nutzen wir, dass wir bereits wissen (vgl. Teil [(a)]), dass
(t In(t) —t) = In(t) gilt.

/\t/_/ln(t) dt:\t/(tln(t)—t)—/\l/(tln(t)—t) dt

=u(t) — 1) =wv(t) —u(t) =v'(t) =u(t)
= ¢ 1n(t)—t2—/t1n(t)dt+/tdt

P 2 L2

=t*In(t) —t —/tln(t)dt+§t

= * In(t) — %tQ — /t In(t) dt,
also
/t In(t)dt = ¢ In(t) — %ﬂ — /t In(t) dt ‘ —l—/t In(t) dt
— 2 /t In(t) dt = ¢* In(t) — %tQ +c (8.8)
— /tln(t)dt:%tQ ln(t)—%t2+c mit ¢ 1=

DO O
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Da wir keine weiteren Integrale auswerten, miissen wir im Schritt (8.8) die
Integrationskonstante ¢ ergénzen.

In der nédchsten Bemerkung halten wir einige Tipps fiir den Umgang mit partieller
Integration fest.

Bemerkung 8.22. (Praxistipps fiir partielle Integration)

/xf(a:)dx

lassen sich durch partielle Integration losen, sofern

/f(x) dzx

bekannt ist. Man wahlt dann «'(z) = f(z) und v(x) = z. Die Ausnah-
me von dieser Regel ist
/ z In(z) dz.

Hier ist es giinstiger, «/(x) = x und v(z) = In(x) zu wihlen (siehe dazu
Beispiel [(c)])-

(2) Integrale der Form

(1) Integrale der Form

/:ckf(:c)dx mit k € N

lassen sich manchmal durch (mehrfache) partielle Integration berechnen

(siche Beispiel (D))

Wir wenden nun partielle Integration an, um eine neue Darstellung des Restgliedes
im Satz von Taylor (siehe Satz[7.32)) zu erhalten.

Anwendung 8.23. (Integralrestglied im Satz von Taylor)

Seien I ein offenes Intervall, f € C%(I), und seien x,xy € I fest gewihlt. Nach
dem Hauptsatz der Diffential- und Integralrechnung (siche (8.4)) in Satz [8.14)) gilt

@) = fan) = [ CPWdt e f@) = flao) + / T,
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und mit partieller Integration folgt

—— —— =~

=u(t) =wv(t) =u(t) =v'(t)
— f(xo) + f'(xo) (z — :L‘OZ—I—/ (x —1t) f"(t)dt
_T;(;;CIZ()) \xo -

Satz 8.24. (Taylorformel mit Integralrestglied)

Seien I ein offenes Intervall, n € Ny, f € C"™Y(I) und zq € I. Dann gilt fiir
alle x € I:

To

"1 | o
f(x):;Hf(k)(xo) (x—mo)kJr/ a(x—t) 1 +1)(t)dt.

N 7

7

= T (320 Integralrestglied

Beweis von Satz[8.24] mit vollstandiger Induktion:
(IA) n = 0: Nach (8.4) in Satz gilt

—  f@ =S+ [ F@dt=fa)+ [ Ge-trma v
(IS)n ~n+1:
f(x) () T (x;20) + /I o ( — )" () dt
xo\'—:u,/(t)__/ —o(t)
= Ty(x;10) + i (z — )"t L (2) .
= 1L Ty To p'n+1 JH/_/t:o:




8.4. Die Substitutionsregel

254 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn
1 -1
_ = t)n—H f(n+2)(t) dt
o 21' n+1 N——
7 — /(1)
1 n n
= T, (2; 20) + CES (2 — 20)" L 7 (0)
o1
/ ( 1)' (x . t)n—i—l fn+2(t) dt ]
ZTo °

8.4 Die Substitutionsregel

Wir beginnen mit der Formulierung der Substitutionsregel.

Satz 8.25. (Substitutionsregel)
Seiu € C*([a,b]), [c,d] .= u([a,b]). Ist f: [c,d] — R stetig, so gilt:

b u(b)
/ fu(z)) ' (z)dz = / f(t)dt. (8.9)
a u(a)

Beweis von Satz [8.25: Seien f stetig, F' eine Stammfunktion von f und u eine
Cl-Funktion. Falls F' o u existiert, liefert die Kettenregel

(Fou)(z) =F'(u(z)) v (z) = f(u(z)) v ().

Integration tiber [a, b] auf beiden Seiten ergibt

/ab fu(z)) ' (z)dz = /:(F ou)(z)dr = [(F o u)(aj)}

x=b

r=a

= F(u(v)) - Flu(w) = [F()] " = / Or=

Bemerkung 8.26. (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale)

Es seien u eine C'-Funktion und f stetig, und es existiere die Verkettung f ou.
Dann gilt:

/ £ (u()) o (x) da = [ / £(1) dt] » (8.10)
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Achtung: Riicksubstitution nicht vergessen! Es ist ganz wichtig, dass
man nach dem Berechnen von [ f(t) dt wieder ¢t = u(z) einsetzt!

Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 8.27. (Substitutionsregel)

2
(a) Berechnung von / e~ zdz : Wir setzen
0

1
du——Q:c — ——du =xzdx

u=u(r)=—x — e 9

mit den neuen Integralgrenzen
u(0)=—0°=0 und wu(2)=-2*=—4

und erhalten mit dieser Substitution

d
1 1 1 _
:—564—(—§> 6025(1—64).

(b) Berechnung von /sin3(a:) cos(x) dz : Wir setzen

u=u(r) =sin(zr) = j_u =cos(r) = du=cos(x)dz
T

und erhalten mit dieser Substitution

1
] = — sin*(z) + ¢
u=sin(z) 4

(c) Berechnung des Flicheninhaltes eines Viertelkreises mit Radius r > 0: Aus
der Kreisgleichung

2+ =r? = y=+\r?— 2?2
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folgt, dass
/ V2 —a?dx
0

der Flacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius r» > 0 ist. Hier wird nun
eine Substitution ,riickwarts* ausgefiihrt, d.h. wir ersetzen die Variable x
durch ein geeignete injektive Funktion von u:

d
r=rsin(u) = d_x =rcos(u) = dz =71 cos(u)du.
u

Man erhalt die neuen Grenzen aus

r=rsin(u) <= —=sin(u) <= arcsin (—) =u = u(x),
r r

also

0
u(0) = arcsin (—) = arcsin(0) = 0,
r
. (T
u(r) = arcsin (;

/i

= in(l) = —.
) arcsin(1) 5
Die Funktion sin : [0,7/2] — R ist in der Tat injektiv, so dass wir eine

zulassige , Riickwéarts-Substitution” vorgenommen haben. Somit erhalten wir
mit der obigen Substitution

T /2 5
/ Vr?—z?dr = / \/7“2 — (r sin(u))” r cos(u) du
0
w/ /2
= / \/1 — sin?(u) cos(u)du = r / cos?(u) du.
0

—\cos \—cosu

Das neue Integral lasst sich nun leicht mit partieller Integration oder mit
Hilfe der Additionstheoreme ausrechnen. Wir wéhlen den zweiten Weg:

cos(2u) = cos(u) cos(u) — sin(u) sin(u) = cos®(u) — sin®(u)

= cos(2u) + 1 = cos?(u) + 1 — sin®(u) = 2 cos?(u)
N————

=cos?(u)
9 1
= cos”(u) = 3 [ cos(2u) + 1],

und Einsetzen in das Integrals liefert

T /2
/ V2 —a2de = r? / cos?(u) du
0 0
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e r? 1
= 72 / 3 [cos(2u) + 1] du = — [— sin(2u) + u]
0

J;(B sin(w)+g] . B sin(0)+0]> :%Q.g:%ﬂ.

In der nachfolgenden Bemerkung kommen wir noch einmal auf die ,Riickwérts-
Substitution® zurtick, die wir bereits in Beispiel kennengelernt haben.

Bemerkung 8.28. (Anwendung der Substitutionsregel)

In der Praxis wird die Substitutionsregel oft ,yon rechts nach links* angewen-
det, d.h. wir ersetzen auf der rechten Seite von (8.10) (bzw. von (8.9)) t = u(x)
mit einer injektiven Funktion u und erhalten mit

dt
EP u'(x) = dt = /(z) dz

/f(t) dt = [/ fu(z)) v'(z) dx] . (8.11)

falls f stetig und u stetig differenzierbar ist. Man beachte, dass die Injektivi-
tat von u erforderlich ist, damit man im letzten Schritt nach der Berech-
nung des Integrals die Substitution ¢ = u(x) durch z = u=*(¢) mit Hilfe der
Umbkehrfunktion ="' von w wieder ,riickgéingig machen“ kann. Fiir bestimmte
Integrale erhalten wir analog zu (8.11])

somit

d u~1(d)
/ () dt = /1() f (@) o' (2) d. (8.12)

Betrachten wir ein Beispiel, in dem wir eine ,Riickwarts-Substitution” benutzen.

Beispiel 8.29. (Substitutionsregel)

/ [ S—
1 t(1+1n(?))
Wir wéhlen die Substitution ¢ = e (< x = In(t)), also

dt
* — e’ — dt = e* dz

tze _— =
dx
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Die Exponentialfunktion ist injektiv, und ¢ = e* bildet das Intervall [0, 1] auf das
Integrationsintervall [1, e] ab. Wir erhalten dann mit den neuen Grenzen In(1) = 0
und In(e) =1

/6 ! dt—/1 ! e"ﬂcda:—/1 ! dz
1 t(1+1n(?)) —Jo e’ (1+ In(e®)) o 1+

Mit der weiteren Substitution

dy

Y +x e

1 — dy = dx
folgt mit den neuen Grenzen y(0) =1 und y(1) =2

/:t(l +11n(t)) dt:/o 1ixd$:/1 édy= {ln(\y\)ﬁ:i

y=2

_ {ln(y)] = In(2) — In(1) = In(2).

y=1

In der nachsten Bemerkung halten wir zwei Standardsubstitutionen fest.

Bemerkung 8.30. (zwei Standardsubstitutionen)

(1) Seien f stetig und A, u € R mit A # 0. Dann gilt:

[rownse=|froza] | =[5[ome]

Erklarung: Dieses folgt mit der Substitution

du_ 1

U=+ — — = — —du = dz.
dx A

(2) Sei f € CY(I) mit f(z) # 0 in I. Dann gilt:

/J;((j’)) o= [/ldu] u=f () = [In (lu]) + €],y = ([f@)]) + ¢

u

Erklarung: Dieses folgt mit der Substitution

du_

u= f(x) — P f'(z) — du = f'(z)dx.
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Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 8.31. (Standardsubstitutionen)

I
(a) /cos(3x—5)dx:§sm(3x—5)+c

27 9 9
(b) /$2+1dx:1n(|a: +1])+c=(=*+1)+c

8.5 Substitutionen fir spezielle Integranden

Zu erkennen, wann es sinnvoll ist die Substitutionsregel anzuwenden und mit
welcher Substitution, ist weitgehend Ubungssache. In der nachfolgenden Tabelle
sind einige Faustregeln fiir die Substitutionsregel festgehalten.

/ f(x)dz, und der Integrand f(z) enthélt | Substitution

(ganzzahlige) Potenzen von e”

Potenzen von x und vax +b t=+ax+b

Potenzen von x und v/1 — x? x = sin(t)
Potenzen von x und va? — 1 x = cosh(t)
Potenzen von x und vx? + 1 x = sinh(t)

Betrachten wir hierzu einige Beispiele.

Beispiel 8.32. (Substitution ¢t = ¢”)

1 2x 1 T\2
(a) / e g / # dr
e e

Wir substituieren

t=c¢e" — — =" =1 — dox = —dt.
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Dann gilt

14 e 14+t 1 2+ 1
‘/ T g = /+ R 1 /ﬁ LN
e’ t t t=e® t2 t=e*
1 1 1 _
= 14+ =) dt =|t——+c =e'——+c=e"—€e"+ec
t — t t=em e’

Um das unbestimmte Integral

/cosh(x) 4
1 +e*

zu berechnen, driicken wir zunéchst den cosh(z) durch die Exponentialfunk-
tion aus, also cosh(x) = (e¥ 4+ e™*)/2. Somit gilt

/cos (x)dx:/_e +e dx:—/e e’
1+e* 2 1+e* 2 1+e*
dt

1
Wir substituieren nun ¢ = e”, also T e’ =tdh dr= n dt. Dann gilt
x

h 1 X —X
/cos (x)dx:_/e +e de
1 +e? 2 L +e”

FEIRTEER

——1/ r w+1/ Y
2] (141 2) 21+t |,_.

1 1 1 1
:-—-——m+—/————w
2) 1+t 2) 2(1+t) |,_.

1 1 1
e m(+ )+ = [ ———at] .
glﬂ|+|y+z/ﬂu+w ]ﬁw

Dabei diirfen wir bei der Berechnung von [ 1%75 dt die Integrationskonstante

weglassen, weil in dem verbleibenden Integral [ m dt noch eine Integra-

tionskonstante enthalten ist.

Unklar ist noch, wie man das verbleibende Integral

1
/?%1+wdt

berechnet. Dieses erfordert die Methode der Partialbruchzerlegung, die wir
in Teilkapitel [8.6] besprechen.
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Beispiel 8.33. (Substitution t = Vaz + b)

(a) Um das unbestimmte Integral

/ < dx
r—1

zu berechnen, substituieren wir t = /z — 1 < x = t?> + 1, und somit gilt

%:Qt <— dr = 2tdt.
dt

Also erhalten wir

241
/ C_dz= / - 2tdt] = [2/(t2+1)dt]
x—1 i i P t=\/T—1

| 1 3 2 3
=2zt +t+c = |-t"+2t+2c¢
L \3 t=a—1 3 t=v/z—1

2
- g(x—1)3/2+2(x—1)1/2+5

mit der neuen Integrationskonstante ¢ := 2 c¢. Im letzten Schritt haben wir
(x — 1)V/? = /o — 1 genutzt.

(b) Um das unbestimmte Integral

zu berechnen setzen wir

d
(t:\3/a:+1 — x:t3—1) S (ﬁ::&t? — dx:3t2dt>.

Also erhalten wir

3 1 3
/ T = / L ospeq — 3/ LAY
x t3—1 t=YT+1 2 —1 t=Vx+1
B_1)+1 1
:3/(3#014 :[3/(1+3 )dt]
i to—1 T | 0 —1 PR |

1 1
= 3/1dt—|—3/ dt = 3t+3/ dt )
3 —1 t=Yr+1 3 —1 t=Vx+1
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Wir kénnen bei der Berechnung des ersten unbestimmten Integrals [ 1d¢ die
Integrationskonstante weglassen, weil in dem zweiten unbestimmten Integral

1l ﬁ dt noch eine Integrationskonstante enthalten ist.

Unklar ist noch, wie man der verbleibende Integral

1
[

berechnet. Dieses erfolgt ebenfalls mit der Methode der Partialbruchzerle-
gung, die wir in Teilkapitel besprechen.

Beispiel 8.34. (Substitution z = sin(t))

(a) Um das unbestimmte Integral

72
——dx
V1— 2?2
zu berechnen, setzen wir

(x =sin(t) <= t= arcsin(a:)) — V1 —x%=cos(t),
(% =cos(r) <= dx = cos(t) dt) :

Wir erhalten damit

7 [ / sin®(t)
———dx = cos(t) dt] = [ / sin®(t) dt} :
V19— r? COS(t) t=arcsin(x) t=arcsin(z)
(8.13)

Das Integral
/ in2(¢) dt — / sin(t) sin(t) dt

kann mit partieller Integration mit «'(t) = sin(¢), v(¢) = sin(¢) und somit
u(t) = — cos(t) und v'(t) = cos(t) berechnet werden:

/sinz(t) dt = /sin(t) sin(t) dt = — cos(t) sin(t) — / ((— cos(t)) cos(t)dt
= —cos(t) sin(t) + /0082(t) dt.

Addition von / sin?(t) dt auf beiden Seiten und cos?(t) 4 sin?(¢) = 1 liefert

2/sin2(t) dt = — cos(t) sin(t) +/0052(t) dt+/sin2(t) dt
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— _cos(t) sin(t) + / [cos?(1) +sin(1)]

= —cos(t) sin(t) + / 1dt
= —cos(t) sin(t) +t + c =1t — cos(t) sin(t) + ¢

und somit |
/sinQ(t) dt = 5 <t — cos(t) sin(t) + c). (8.14)

Wir ersetzen noch den Cosinus durch

cos(t) = /1 — sin’(t) (da  sin®(t) + cos’(t) = 1)

und erhalten somit
1
/sinZ(t) dt = 3 (t — sin(t) y/1 — sin?(¢) + c) :
Bei der Riicksubstitution finden wir nun wegen sin (arcsin(z)) = =

7 [
dz = / sin®(t) dt]
/ v1-— 2 L t=arcsin(z)

— % (t —sin(t) /1 — sin?(¢) + c>]

t=arcsin(z)

1
=3 (arcsin(:):) —r\V1—22+ c) :

(b) Um das unbestimmte Integral
/ 2 m dz
zu berechnen, setzen wir
<x =sin(t) <= t= arcsin(x)) — cos(t) = /1 — 22,
<% =cos(z) <= dz = cos(t) dt> :

Wir erhalten damit

/ 21— 2 de = [ / sin2() cos(t) - cos(t) dt]

t=arcsin(x)
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- [ / (sin(t) cos(t))th] i E / sin®(2t) dt] sy (8.15)

wobel wir im letzten Schritt das Additionstheorem

fin(t) cos(t) + sin(t) cos(tz = sin(t 4+ t) = sin(2t)

~"

= 2 sin(t) cos(t)

1
= sin(t) cos(t) = 3 sin(2t) (8.16)
benutzt haben.
d 1
Mit der Substitution y = 21, ﬁ =2 & dt = 3 dy, erhalt man weiter

1 1
{—/sin2(2t) dt] = [—/sinz(y) dy] : (8.17)
4 t=arcsin(x) 8 y=2 arcsin(x)

Das Integral auf der rechten Seite wurde bereits im vorigen Beispiel berech-
net und wir erhielten (siche (8.14]))

/sinQ(y) dy = % (y — cos(y) sin(y) + c). (8.18)

Damit folgt aus (8.15)), (8.17)) und (8.18)), dass
/x2 V1—22de = E/sinQ(y) dy]
y=2 arcsin(x)

1
=3 (y — cos(y) sin(y) + C>]
i y=2arcsin(x)
[ 1 1 c
— |35 75 cost sint) + 5]
_16 16 16 y=2 arcsin(x)
1 : 1 : : : c
=3 arcsin(x) — T (2 arcsin(z)) sin (2arcsin(z)) + T (8.19)

Wir nutzen die Additionstheoreme
sin(2w) = sin(w + w) = sin(w) cos(w) + sin(w) cos(w)
= 2 sin(w) cos(w) = 2 sin(w) y/1 — sin®(w),

cos(2w) = cos(w + w) = cos?(w) — sin®(w)
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= 1 —sin*(w) — sin®*(w) = 1 — 2 sin®(w),

wobei wir cos(w) = /1 — sin®(w) genutzt haben, um weiter zu vereinfa-
chen. Wegen sin(arcsin(z)) = x folgt aus den obigen Formeln

sin (2 arcsin(z)) =2zv1—2>  und cos (2 arcsin(z)) = 1 — 22°,
Einsetzen in (8.19)) liefert
1 1
/xQ\/l—xQdaj: 3 arcsin(z) — — (1 —22°) 22 1—$2—|—%

16
1 arcsin(z) — L (1—2%) —2?) o (l—aH) 2+ <
8 8 16
1 : 1 32 Loz avije
—Sarcsm(x) 8x(1 x) —|—8x (1 —z7)/*+¢

mit der neuen Integrationskonstanten ¢ := ¢/16.

Beispiel 8.35. (Substitution x = cosh(t))

(a) Um das unbestimmte Integral

wobel x > 1,

/ 1
—dux,
vz —1

zu berechnen, substituieren wir fiir x > 1

(:U = cosh(t) mitt >0 <=t = Arcosh(z) mit x > 1)

— Var—1= \/COSh2(t) — 1 = sinh(?),

(% =sinh(t) <= dx =sinh(?) dt) ,

wobei wir cosh?(¢) —sinh?(#) = 1 genutzt haben. Arcosh = cosh™" (genannt
Areacosinus) ist die Umkehrfunktion von cosh. Damit erhalten wir

1 [ 1
. dr= / ___ sinh(t) dt} - [ / 1 dt]
/ \% x?—1 Slnh(t) t = Arcosh(z) t = Arcosh(z)

— |t + c} = Arcosh(x) + c.
L t = Arcosh(x)

Wir sehen also, dass fiir > 1 die Funktion Arcosh eine Stammfunktion von
1/vx? — 1 ist, oder umgekehrt, dass 1/v/2? — 1 die Ableitung von Arcosh
1st.
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(b) Um das unbestimmte Integral

/\/ x? — 1dz, wobei x > 1,

zu berechnen, substituieren wir fiir x > 1

(:E = cosh(t) mit ¢ >0 <= ¢ = Arcosh(z) mit z > 1)

— Vart—1= \/coshQ(t) — 1 = sinh(t),

(E =sinh(t) <= dz = sinh(?) dt) :

dt

wobei wir cosh?(t) — sinh?(t) = 1 genutzt haben. Damit erhalten wir

/ Var—1dz = _ / sinh(t) sinh(t) dt]

t = Arcosh(x)

— / sinh?(t) dt} . (8.20)
L t = Arcosh(z)

Mit partieller Integration erhélt man mit «/(¢) = sinh(¢) und v(¢) = sinh(t)
und somit u(t) = cosh(t) und v'(t) = cosh(t)

/ sinh?(¢) dt = cosh(t) sinh(t) — / cosh(t) cosh(t) dt

= cosh(t) sinh(t) — /cosh2(t) dt.

Wir addieren nun auf beiden Seiten / sinh?(¢) dt und nutzen

cosh?(t) — sinh?(¢) = 1. (8.21)

2 / sinh?(t) dt = cosh(t) sinh(t) — / cosh?(t) dt + / sinh?(¢) dt
= cosh(t) sinh(t) — / (Cosh2(t) — sinh2(t)) dt
— cosh(t) sinh(t) — / Ldt = cosh(#) sinh(t) — £ + c.

Also finden wir

1 t ¢
. 2 _ - . Y =
/Smh (t)dt = 5 cosh(t) sinh(t) 513
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Wir driicken noch sinh(¢) mittels (8.21]) durch sinh(t) = \/ cosh?(t) — 1 aus.

t c

1
/sinhQ(t) dt = 5 cosh(t) \/COSh2(t) —1- 5 + 5

Einsetzen in (8.20) und Ausnutzen von cosh (Arcosh(z)) = z liefert

/ Va2 —1ldr = /sinh2(t) dt}
L t = Arcosh(x)

1 t
= | = cosh(t) \/COShZ(t) 14 S
_2 2 2 t = Arcosh(z)

1 1 ~
:E:z:\/:z:2—1—§Arcosh(:z:)+c

mit der neuen Integrationskonstanten ¢ := ¢/2.

Beispiel 8.36. (Substitution von = = sinh(z))

(a) Um das unbestimmte Integral

1
|
zu berechnen, substituieren wir = sinh(¢) und erhalten wegen
cosh?(t) — sinh?(t) = 1
fiir diese Substitution

<£U =sinh(t) <= t= Arsinh(x))

— Va2 +1 = /sinh?(t) + 1 = cosh(t),
dx

<E:cosh(t) & dz = cosh(t) dt).

Dabei ist Arsinh = sinh™' (genannt Areasinus) die Umkehrfunktion von
sinh. Also gilt

1 1
———dx = [/ cosh(t) dt] = [/ 1 dt]
\% 2+ 1 COSh(t) t = Arsinh(z) t = Arsinh(z)

= [t+c}

t = Arsinh(z) - AI"SiIlh(x) + cC.

Wir sehen also, dass Arsinh eine Stammfunktion von 1/+/x? + 1 ist, oder
umgekehrt, dass 1/v/x2 + 1 die Ableitung von Arsinh ist.
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(b) Um das unbestimmte Integral

/ 1 [x2 + 1 vaz+1
/ 1+—2dx=/ a —|2_ d:r:z/x—+dx, wobei x > 0,
x x x

zu berechnen, substituieren wir = sinh(¢) und erhalten wegen
cosh?(t) — sinh?(t) = 1
fiir diese Substitution

(x =sinh(¢) mit t >0 <= ¢ = Arsinh(z) mit z > O)

— V22 +1 = 4/sinh?(t) + 1 = cosh(t),
dx

<E:cosh(t) — dx:cosh(t)dt>.

Also gilt

/ 1 Vaz+1 [ h(?
/ 1+—dx=/Ldaz: /C?S ()cosh(t)dt
x? L Slnh(t) t = Arsinh(x)

h* (¢
L Slnh(t) t = Arsinh(z)

Nun ersetzen wir den Cosinus Hyperbolicus und den Sinus Hyperbolicus
durch ihre Definitionen mit der Exponentialfunktion cosh(t) = (e +¢e7")/2
und sinh(t) = (e! — e ) /2. Wir erhalten

2

2 1ot o ot 2t 2t
/COSh(t)dt:/(2l(e +e) dtzl/e +2+e at,
2

sinh(t) (et —et) 2 el — et

wobei wir 2el e = 2¢e!7t = 2€¥ = 2 genutzt haben. Wir substituieren nun

y=c¢l alsot =1In(y), dy/dt =e' =y < dt = dy/y, und somit

Lfetaage 1y H2450
2 et —et |2 y—1 oy J
Y —et
y=e

1 [yt +2¢2+1 1 T2 4 (392 + 1
:_/y+y+dy :_/(y y)+(y+)dy
_2 y4 - y2 y=et 2 y4 - y2 y=e!

1 3y +1 1 1 (32 +1
= | = 1+—=———)d =|= [ 1ldy+=- | =—=d
2/( +y4—y2> yhzet [2/ y+2/y4—y2 yy:et
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1 1 [3y2+1
= |-y+- d .
[2y+ 2/ yt—y? y]yzet

Das verbleibende Integral [ Byi+] dy konnen wir mit der Methode der

y4_ 2
Partialbruchzerlegung aus dem néachsten Teilkapitel 16sen.

8.6 Integration rationaler Funktionen

Um rationale Funktionen zu integrieren, benotigt man die Methode der Parti-
albruchzerlegung, die wir in diesem Teilkapitel kennenlernen werden. Als Aus-
gangspunkt halten wir fest, welche rationalen Funktionen wir bis jetzt bereits
integrieren konnen.

Bemerkung 8.37. (Stammfunktionen rationaler Funktionen)

1
(1) / dz =In(Jz —al) + ¢, wobeia € R
T —a

(2) /ﬁdx:/(a:—a)_”dx:MJrc,

T —a 1—n
wobei a € R und n € N\ {1}

1 1
(3) /— dz = — arctan (£> + ¢, wobeia >0
22 + a? a a

Begriindung: Mit der Substitution x = aw, dr = adu und Beispiel

folgt

1 [ 1 1 1
/— dr = /— adu = —/ du
2 4 a? J (au)?+ a? w=z/a a) u*+1 u=z/a

1 1 x
= |- arctan(u) +c = — arctan <—) + c.
u=z/a

a a a

1
(4)/ 2i 2dx=§ln(x2+a2)+c, wobei a > 0
22+ a

Begriindung: Mit der Substitution v = z* + a*, du/2 = x dx, folgt

1d 1
/ Y _dr= /__u = |z In(Jul) +¢
2 + a? u 2 u=x24a2 2 u=z2+a?
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1 1
:5ln(|x2+a2\)+c=§1n(:r:2+a2)+c (weil 2% + a* > 0).

Die Idee der Partialbruchzerlegung ist, dass sich (komplizierte) rationale
Funktionen héufig in eine Summe einfacher rationaler Funktionen zerlegen las-
sen, welche man dann jeweils einfach integrieren kann. Als Vorbereitung fiir die
Partialbruchzerlegung braucht man haufig noch eine Polynomdivision.

Methode 8.38. (Partialbruchzerlegung)

Die Methode der Partialbruchzerleqgung dient zur Integration rationaler
Funktionen

f:Df =R, f(x)::%, mit  Dy:={zeR : gq(z)#0},

wobei p und q Polynomfunktionen sind mit Grad(q) > 1.

Schritt 1: Polynomdivision, falls Grad(p) > Grad(q) (Zdihlergrad >
Nennergrad)

Schritt 2: Faktorisierung des Nennerpolynoms q(x)
Schritt 3: Partialbruchzerlegung

Fir jeden Faktor (x — a)™ bzw. jeden Faktor ((z — a)* + b2)n in der Fak-
torisierung von q(x) wdhlen wir die in der Tabelle angegebene Summe von
Partialbriichen. Diese Summen von Partialbriichen fir die einzelnen Fakto-
ren des Nennerpolynoms werden aufsummaiert. Dabei miissen alle Konstanten
unterschiedlich benannt sein.

Faktor in q(x) Ansatz
. Ch C Cn,
(= a) :1:—a+(x—a)2+”'+(:1:—a)m
((x—a)z—l—bz)n Az + By N Asx + By I A,r+ B,
(x —a)® +? ((x—a)2+b2)2 T ((w—a)2+b?)"

Wir setzen diesen Ansatz gleich der (nach der Polynomdivision iibrig gebliebe-
nen) rationalen Funktion mit dem faktorisierten Nenner und formen geeignet
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um, um die Konstanten A;, B;, C; zu bestimmen.

Schritt 4: Integration der einzelnen Summanden in der Partialbruchzerle-
gung

Finzelne Schritte konnen je nach Situation entfallen, falls die rationale Funk-
tion bereits in der passenden Form vorliegt.

Schritt 4 benotigt ein Beispiel, damit klar ist, wie die Methode zu verstehen
ist: Fiir p(x)/q(x) mit Grad(p) < Grad(q) und

glz)=(z—a)™ ... (w—zp)™ (x—a)?+ )" ... ((x—a) +b])"

wiirden wir also den folgende Ansatz erhalten:

o) _ ) ) G
gz) -z (z-—m)?  (z—xz)™
+o+ G + ¢ + +i
o x—a (r—wp)? T (v — )™
AVz+BY AP+ BY - Az + BY
(z —a1)? + b (z —a1)? + b%)2 (w2 +0)"
. AW x4 BO 40,4 BW - AY) z+ BY
U (r—a)? 40 ((a:—ag)2+b§)2 O ((w=ar+ )"

wobei die oberen Indizes der Konstanten anzeigen, zu welchem Faktor im Nen-
ner die Konstanten gehoren. (Wir miissen sicherstellen, dass alle Konstanten in
den einzelnen Termen verschiedene Namen haben; sonst bekommen wir falsche
Ergebnisse!)

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 8.39. (Partialbruchzerlegung)

24 2
<a)/a:+x de

2+ 1

Schritt 1: Polynomdivision
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4 2 2 2 2
(22" +2? =3) (P+1)=22"-1-—
e+ 1
—(22* 4227
-z =3
(=2 1)

Schritt 2 und Schritt 3 entfallen, da der Nenner keine reellen Nullstellen
hat und bereits faktorisiert ist und da das Restpolynom

2
2+ 1

bereits in der (mit der Partialbruchzerlegung) gesuchten Form vorliegt.

Schritt 4: Integration der Summanden

2 2_3 2
/ v dx:/ 222 -1 — dx
2 +1 2 +1

2 2
:/(2x2—1)dx—/ doz = Z2° —x — 2 arctan(z) + ¢

x?+1 3
32241
b d
<)/x3—x2+x—1 ‘

Schritt 1 entfallt, da Zahlergrad < Nennergrad.

Schritt 2: Faktorisierung des Nenners
Pt r—1=(x—1)(z*+1)

(Durch Probieren findet man die Nullstelle # = 1 des Nenners; danach
berechnet man die Faktorisierung mittels Polynomdivision.)

Schritt 3: Partialbruchzerlegung

327+ 1 (2P —1)+ (227 +2)
(z—1)(22+1)  (z—1)(22+1)
:(a:—l)(a:+1)+ 2(x* +1)

(x—=1)(2241) (x—1)(2241)

r+1 2 T 1 2

— = 8.22
x2+1+:13—1 x2+1+x2+1+x—1 ( )
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Hier haben wir mittels geschickter Umformungen die rationale Funktion in
die ,richtige Form® (8.22)), die mit der Partialbruchzerlegung gesucht wird,
gebracht. Wir lernen weiter unten, wie man ,systematisch® vorgeht, um die
Partialbruchzerlegung zu berechnen.

Schritt 4: Integration der Summanden

/ 322 +1 q / r 1 N 2 1
T = x
-2 4+ax—1 24+1 2241 z-1

x 1 2
—/x2+1dx+/x2+1dx+/x_ldx

— % In (2% + 1) + arctan(z) + 2 In (|Jz — 1]) + ¢

Wie findet man nun in Schritt 3 im Allgemeinen die Koeffizienten in den Zéhlern
im Ansatz der Partialbruchzerlegung fiir p(z)/q(x) mit Grad(p) < Grad(q)? Hier
gibt es drei Vorgehensweisen:

Koeffizientenvergleich: Wir multiplizieren mit dem Nennerpolynom ¢(z). Das
Zahlerpolynom p(z) ist dann gleich demjenigen Polynom, welches man als Zah-
ler erhélt, wenn man im Ansatz alle Briiche auf den Hauptnenner bringt. Diese
Polynome sind gleich, wenn in ihnen die gleichen Potenzen von z auftreten und
deren Koeffizienten jeweils gleich sind. Die so erhaltenen Gleichungen fiir die Ko-
effizienten liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Konstanten.

Einsetzen spezieller Werte fiir x: Durch das Einsetzen von speziellen Werte
von x, die keine Nullstellen von ¢(x) sind, erhalten wir jeweils eine Gleichung fiir
die Konstanten. Haben wir N Konstanten und erhalten wir durch Einsetzen von N
verschiedenen Werten von x also IV solche Gleichungen und sind diese Gleichungen
Jinear unabhéngig”, so erhalten wir ebenfalls ein lineares Gleichungssystem, aus
dem wir die Konstanten bestimmen konnen.

Grenzwertverfahren: Man kann einzelne Konstanten bestimmen, indem man
beide Seiten, also p(x)/q(x) und den Ansatz, mit der Hauptnenner, also dem
Nennerpolynom ¢(z), multipliziert und dann fiir jeder Nullstelle a des Nennerpo-
lynoms ¢(z) den Grenzwert z — a bildet.

Wir illustrieren die verschiedenen Methoden unten an einem Beispiel. Das Grenz-
wertverfahren ist meist die schnellste Variante; allerdings muss es manchmal mit
anderen Vorgehensweisen kombiniert werden.
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Beispiel 8.40. (Partialbruchzerlegung mit den verschiedenen Methoden
zur Bestimmung der Koeffizienten)

r—2  x—2
22—z xz(x—1)

X

x—2 A B
Ansatz: — ==+
r(z—1) =« x-1

(8.23)
Koeffizientenvergleich: Wir multiplizieren den Ansatz (8.23) mit dem Nennerpo-
lynom, also dem Hauptnenner, ¢(z) = x (z — 1),

r—2=A(x—1)+ Bz = r—2=(A+B)xz — A,
und wir lesen mittels Koeffizientenvergleich ab, dass
(A+B=1und —A=-2) < (B=1-A=1-2=-1und A=2).

Also gilt A=2und B = —1, d.h.
r—2 2 —1 2 1

r(z—1) = -1 2 x-—1°

FEinsetzen spezieller Werte fiir x: Wir setzen in den Ansatz (8.23) z.B. jeweils

x =2 und x = —1 ein (beide sind keine Nullstellen des Nenners) und erhalten:
1 1
0=§A+ B —A4+B= 0 (1)
— 2
3 1
—5="A-38B —2A-B=-3 (II)

Nun addieren wir die zweite Gleichung zu der ersten Gleichung:
3
(I) + (II) - —§A:—3 = A=2

Durch Einsetzen von A = 2 in (I) findet man 1+ B = 0, also B = —1. Wir finden
also ebenfalls 5 5 .
:U J—

z(x—1) T z—1
Grenzwertverfahren: Wir multiplizieren den Ansatz (8.23) mit dem Nennerpoly-
nom, also dem Hauptnenner, ¢(x) = x (z — 1) und erhalten

r—2=A(x—1)+ Bux.
Der Grenzwert x — 1 liefert nun —1 = B, und der Grenzwert x — 0 liefert nun
—2=—A, also A = 2. Auch mit dieser Methode erhalten wir
x—2 2 1

r(x—1) =z x-—1
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Von nun an nutzen wir nur das Grenzwertverfahren.

Beispiel 8.41. (Partialbruchzerlegung mit Grenzwertverfahren)
4a® —4x—2
() —5—

Faktorisierung des Nenners: 2° —z =z (22 — 1) =z (z + 1) (x — 1)

42 — 44 —2 A B C
Ansatz: = —+ +
r(x+1)(x—1) =z zx4+1 =x-1

Wir multiplizieren den Ansatz mit ¢(z) =z (x + 1) (z — 1):
4 —4r—2=A@@+1)(r—1)+Br(z—1)+Cux(x+1)

Der Grenzwert x — 0 liefert —2 = —A, d.h. A = 2.
Der Grenzwert x — —1 liefert 6 =2 B, d.h. B = 3.
Der Grenzwert x — 1 liefert —2 =2C, d.h. C' = —1.

Also gilt:
4x2—4x—2_ 422 — 4o —2 —2+ 3 1
»—r @+ D(r-1) z z+1 z-1
2
x
b
2 A B C
Ansatz: ‘ = +

@—1P o-1 (@=12 @=1p

Wir multiplizieren den Ansatz mit dem Nennerpolynom, also dem Haupt-
nenner, ¢(z) = (x — 1) und erhalten

?=A(x—-12+B@x-1)+C. (8.24)

Der Grenziibergang x — 1 liefert 1 = C', also C' = 1. Wir setzen nun C' = 1
zunéchst in (8.24]) ein:

P =Ax—-1*+Bx—-1)+1

= 2 —1 =A(x—-1*+B@x—1) | :(z—1)
——
=(xz—1)(xz+1)

—  2+1=A(z-1)+B (8.25)
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Der Grenziibergang  — 1 in (8.25)) liefert 2 = B, also B = 2. B = 2 in
(8.25)) einsetzen liefert

r+l1=A@-1)42 <— z-1=A@-1)|:(z—1) = A=1.

Also finden wir

(x+2)?(x—1)

x A B C
Ansatz: = 8.20
nsat G+ (r—1) 2-1 z+2 @+2p (8.26)

Wir multiplizieren den Ansatz (8.26) mit dem Nennerpolynom, also dem
Hauptnenner, (z + 2)% (x — 1) und erhalten

r=A(x+2*+B(x+2)(z—1)+C(z—1). (8.27)

Der Grenziibergang © — 1 in (8.27)) liefert 1 =9 A, d.h. A=1/9.
Der Grenziibergang © — —2 in (8.27)) liefert —2 = —=3C', d.h. C' = 2/3.
Wir setzen A =1/9 und C' = 2/3 in (8.27) ein:

1 2
513:§(£U—|—2)2—|—B($—|—2)(I—1)—|—§(£U—1)
1 2
= B(x+2)(x—1)::L‘—g(:v+2)2—§(a:—1)
1 2 2 1 2 1
— . 22__ - _ - . 22
r—=(z+2) getg=gT+g 9(x+ )

9 9 9
Division durch (x 4 2) (x — 1) liefert nun B = —1/9. Wir finden also
z 11112
(z+2)2(x—1) 9 z—1 9 z+2 3 (x+2)2

223 +3x+2
(2 4+1) (22 — 22+ 2)

(d)
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Der Nenner lafst sich in diesem Beispiel reell nicht weiter faktorisieren, da
der Faktor 22 — 22 +2 = (z —1)2 4+ 12> 1 > 0 ist.

223 + 32 +2 Arx+ B Cx+ D
Ansatz: = 8.28
i (22 +1) (22 —22+4+2) 2241 +x2—2x+2 (8.28)

Wir multiplizierten den Ansatz (8.28) mit dem Nennerpolynom, also dem
Hauptnenner, (22 + 1) (2% — 22 + 2) und erhalten

20 +32+2=(Ar+B)(2* —22+2)+ (Cx+ D) (2> +1). (8.29)

Wir setzen o = j in (8.29)) ein (also eine komplexe Nullstelle von 2% + 1)
und erhalten

27 +3j+2=(Aj+B)(J*-25+2)
— 24j=(Aj+B)(1-2j)
2+ 2+7)(1+2j5) 2+4+45j+5j—-2 5y

<— Aj+B= = _ 2 _
I T S T =21 2)) 5 5 7
Also folgt A=1und B = 0.
Wir setzen A =1 und B =0 in (8.28)) ein:
223 + 3z +2 T N Cx+D
(22 +1) (22— 22 +2) 22+1 22—-23+2
N Cx+D 22° + 31+ 2 x
2 -2 +2 (22+1)(22—22+2) 22+1
(22 4+32+2)—2 (2 - 22 +2)
(224 1) (22 =22+ 2)
2043z +2—-27+22% - 22
B (224 1) (22 =22+ 2)
B 24222+ 42
(224 1) (22 =22+ 2)
2+1 2 2
@rh@+2) x4 (8.30)

- (22 +1) (22 =22+2) 22—-2zx+2’
wobei wir in (8.30) genutzt haben, dass die Faktorisierung des Zéahlers

420t +2=(2"+1)(x+2)
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ist. Dieses berechnet man mit Polynomdivision, nachdem man durch Pro-
bieren die Nullstelle x = —2 ermittelt hat. Wir finden durch Koeffizienten-
vergleich C' =1 und D = 2. Also finden wir die Partialbruchzerlegung:

203 +3x+2 x x+2

(24 1) (22 =22+ 2) x2—|—1+x2—2:13—|—2'

Zuletzt betrachten wir noch ein Beispiel einer rationalen Funktion deren Partial-
bruchzerlegung bereits bekannt ist und berechnen das Integral.

Beispiel 8.42. (Integration rationaler Funktionen)

T+ 2 T+ 2
dr = dz
2 —2x 42 (x—1)2+1

und wir sehen, dass die Partialbruchzerlegung bereits vorliegt. Mit der Substitu-
tionu=z—1 < u+ 1=z, also dr = du, erhalten wir

x4+ 2 [ [ u+3 u 3
/(x_1)2+1dx_ /u2+1du]u—x1_[/u2+1du+/u2+1du]u—m1

1
=5 In(u? + 1) + 3 arctan(u) + c]

u=xr—1

1
=5 In ((x — 1)+ 1) 4 3 arctan(z — 1) + c.

8.7 Uneigentliche Riemann-Integrale

Bei sogenannten ,uneigentlichen Riemann-Integralen handelt es sich um Integra-
le, bei denen der Integrationsbereich unbeschréankt ist oder bei denen der Inte-
grand unbeschrankt ist.

Wir beginnen mit zwei motivierenden Beispielen.

Beispiel 8.43. (uneigentliche Integrale)
(a) Fir R > 0 gilt
R z=R R—o0
/ e_xdas:{—e_x} 0=—€_R+€O=1—€_R—>1.
0 =

Mit diesem Grenzwert konnten wir definieren

00 R
/ e *dz:= lim e dzr = lim (1 — e*R) =1.
0

R—oo 0 R—oo
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Fiir e mit 0 < e < 1 gilt

1 r=1
/ In(z)dz = [x In(z) — :L} =In(l)—1—cIn(e) +¢ =4 —1,

wobel wir genutzt haben, dass mit der zweiten Regel von de 'Hospital folgt

1 In(e))’ 1
lim (8 . ln(e)) = lim —H(E) = lim ( n(8>2 = lim /e = lim —e = 0.
e\ N0 1/e 0 (1/e) a0 —1/e2 2\

Also konnten wir definieren

1 1

In(z)dz := lim In(z)dx = lim | In(1) =1 — ¢ In(e) + | = —1.

| ) de = tim [ ) o = tim [1n01) (€) +¢]
=0

Im Beispiel hatten wir einen unbeschrinkten Integrationsbereich
(némlich [0, 0o ), und in Beispiel 8.43|[(b)| hatten wir einen unbeschrankten In-
tegranden (namlich In(x)) auf einem beschrankten Integrationsbereich (ndmlich
[0, 1]). Wir nutzen die in den beiden Beispielen beobachteten Vorgehensweisen, in
der néchsten Definition.

Definition 8.44. (uneigentliche Integrale)

(1) Sei a € R fest, und sei entweder b € R mit b > a oder b = oco. Ist
fe R([a, z]) fiir jedes z € [a,b|, so schreiben wir

b z
[ sy ity [ pwa,

falls der Grenzwert existiert.

(2) Sei b € R fest, und sei entweder a € R mit a < b oder a = —oo. Ist
fe R([y, b]) fir jedes y €la,b], so schreiben wir

/abf(a:) dz = lim /ybf(x) dz,

Y\

falls der Grenzwert existiert.

Beispiel 8.45. (uneigentliche Integrale)

(a) / e “dx =1 nach Beispiel [8.43|((a)
0
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0
(b) / e “dx existiert nicht, denn fiir y mit —oo < y < 0 gilt

0 =0

_ _ _ ——

/exd:c:[—e“’} = —1+4+eY" =5 .
y =Y

o0
(c) / cos(z)dx existiert nicht, denn fiir z mit 7 < z < oo gilt
s

T=Zz

/: cos(z)dr = [sin(a:)L:W = sin(z) — w = sin(z),
=0

und der Grenzwert fiir z — oo existiert nicht!

1
(d) / —dz existiert nicht, da fiir z mit 1 < z < oo gilt
1 X

/1Z ! de = [ln(:zj)} o In(z) — In(1) = In(z) =% oo.

X r=1

1
(e) / In(z)dz = —1 nach Beispiel [8.43||(b)
0

1

1

(f) / —dz existiert nicht, da fiir y mit 0 < y < 1 gilt
o T

/% dz = [m(g;)}z:; — (1) — In(y) = —In(y) 2% fo0.

Der nédchste Hilfssatz stellt Resultate iiber uneigentliche Integrale iiber Potenzen
von r zusammen.

Hilfssatz 8.46. (uneigentliche Integrale {iber Potenzen von x)
Sei v € R fest. Dann gilt

1 oo fira < =1, d.h. das uneig. Int. existiert nicht,
1 / x¥dx = 1
1) 0 fir a > —1.
o+

1
x - ira < —1
(2)/ r¥dx = Oé—I—lfW@ ’
1

oo fiiraw> —1, d.h. das uneig. Int. existiert nicht.
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Beweis von Hilfssatz|[8.40:

(1) Der Fall @« = —1 wurde bereits in Beispiel behandelt. Sei also
a # —1. Dann gilt fiire mit 0 <e <1

a+1

(2) Der Fall @« = —1 wurde bereits in Beispiel [(d)] behandelt. Sei also
a # —1. Dann gilt fir Rmit 1 < R < oo

1
R =R ..
/xadeI 1 fcaﬂr R ey ) oy res L
1

a+l v=1 atl oo fiira> —1.
Damit sind alle Félle in Hilfssatz [8.46] bewiesen. O
Als Néchstes betrachten wir Integrale tiber | — 0o, 00|, also iiber ganz R.

Bemerkung 8.47. (Integrale iiber | — oo, o0[)
Sei a € R. Das uneigentliche Integral

/ f(z)dx (8.31)
existiert genau dann, wenn

sowohl /a f(z)dz  als auch /OO f(z)dx

existieren. Es gilt dann

/_Zf(a:)dx:/_iof(x)dx-l—/aoof(x)dx_

Dabei ist a € R beliebig, d.h. der Wert des uneigentlichen Integrals (8.31))
(wenn dieses existiert) hiangt nicht von der Wahl von a ab.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 8.48. (Integrale iiber | — oo, 00|)
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(a)/ ! dz =7, denn:

o 1+ a2

=1 r=z
/0 1r 22 dr = [arctan(sc) - = arctan(z) _ arctan(())

— arctan(z) ="

Do =

0 J—
1 =0

— —arctan(y) "= g :
Also gilt

| | | T oow
do = d de=242_ 7
/_Ool+x2x /_Ool+x2 x+/0 e R S

(b) / xdx existiert nicht, obwohl

o0

R 1 ]k 1 1
lim rdr = lim |=2? = lim |~ R*— = (—R)*| = lim 0= 0.
R—oo | _p R—oo | 2 p  Rooo 2 2 R—oo

rT=—

Fazit: Die Grenziibergiange gegen +0o und —oo miissen getrennt betrach-
tet werden!

Ein korrekter Losungsweg lautet:

R 1,178 1 R
/ :Uda::[—x2] - - R? -0 2% .
0 2 =0 2

oo

(0.¢]
Da / x dx nicht existiert, existiert / x dx ebenfalls nicht.
0

—00

Der néachste Satz erlaubt uns, die Existenz eines uneigentlichen Integrals zu unter-

suchen, indem wir das uneigentliche Integral {iber geeignet vereinfachte Funktion
betrachten.

Satz 8.49. (Majoranten- und Minorantenkriterium)
Seien a,b € RU{—o0,00} mita < b und f :]a,b[— R.
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(1) Majorantenkriterium:
Falls es eine Funktion g :]a, bl — [0,00[ g¢ibt, so dass

(1) |f(x)| < g(z) fir alle z €a,b] gilt und
(11) / x)dx existiert,

b
dann existiert auch / f(x)de

(2) Minorantenkriterium:
Falls es eine Funktion h :]a,b]— [0,00] gibt, so dass

(1) 0 < h(z) < f(z) fir alle z €a,b] gilt und

(11) / x) dz nicht existiert,

b
dann existiert auch / f(x)dx nicht.

Man nennt die Funktion ¢ in Satz eine Majorante fiir f und die Funk-
tion h in Satz eine Minorante fiir f.

Betrachten wir hierzu drei Beispiele.

Beispiel 8.50. (Majoranten- und Minorantenkriterium)

(a) Anwendung des Majorantenkriteriums:

1 .
sin(x
/ ( )da: existiert, denn:
0

x
(i) Wegen |sin(z)| < |z| fir alle z € R (vgl. Beispiel [7.20)) gilt
sin(z) <1=:g(z) fir alle z € [0, 1].
T
1 1 =1
(ii) / g(x) d:l::/ ldz = [a:} =1 existiert.
0 0 z=0
L sin(z)
Also existiert / dxr nach dem Majorantenkriterium.
0 X

(Die Majorante ist hier also g :[0,1] — R, g(z):=1.)

(b) Anwendung des Majorantenkriteriums:

* cos(x .
/ g ) dr existiert, denn:
1 X
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1
cos(z) < — = g(x) fiir alle x € [1,00[ und
T

<1
(ii) / —; d existiert nach Hilfssatz [8.46)((2)!
1 X

cos(z)

5 dx.

o
Nach dem Majorantenkriterium existiert somit auch /
1 i

1
(Die Majorante ist hier also g : [1,00[—= R, g(z) = —.)
T

X

ARsinix)dx:/lRw.

(c) / sin(z) dz existiert, da fir R > 1 gilt:
1

R x?
i cos(1) — / COS(;U) dz,
1 X
> cos(x)

—
o
—

und das uneigentliche Integral / dx existiert nach Beispiel
1

12

(d) Anwendung des Minorantenkriteriums:

©x— % sin(z) o _
5 dz existiert nicht, denn:
1 i

(i) Fiir alle z € [1, 00[ gilt:

x—%sin(x)_l—%sin(x)>l——

2 x - =z 2z’

wobei wir genutzt haben, dass wegen |sin(z)| < |z fiir alle z € R gilt

1 1 1 1
oy sin(z) < By | sin(x)| < By x| = 22=3 fir alle z € [1, 00]
und damit
1 1 1
1—%Sin(x)21—§:§ fiir alle x € [1, 00].
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<1 1 [*1
(ii) / —dx = —/ —dx existiert nach Hilfssatz [8.46/|(2)| nicht.
1 1 r

1

(0.¢]
. . . . . x -
Nach dem Minorantenkriterium existiert / 2
1 i

sin(z)

5 dx nicht.

Als Abschluss dieses Teilkapitels betrachten wir noch zwei besondere uneigentliche
Integrale, ndmlich die Gamma-Funktion und das Laplace-Integral (auch Laplace-
Transformation genannt). Beide spielen in den Ingenieurwissenschaften beim Lo-
sen von Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

Anwendung 8.51. (Gamma-Funktion)

Sei z > 0. Wir betrachten das von dem Parameter x abhédngige unbestimmte
Integral
(0. ¢]
/ e Tt de.
0

1
(1) / e "t 1dt existiert nach dem Majorantenkriterium, denn:
0

(i) Je ' <1 fiir t €]0,1].

1
(ii) / t*~1dt existiert nach Hilfssatz [8.46(|(1)| fiir # — 1 > —1 < x > 0.
0

0
(2) / e "t"71dt existiert nach dem Majorantenkriterium, denn:
1

1 1
N—— t2

fir alle t € [1, 00].
t2

1
1 — dt existiert nach Hilfssatz |8.46(/(2)!
t2
1

(Erklirung: In (i) gilt e ' "™ < O, fiir alle t € [1,00[ mit einer von x

abhingigen Konstanten C,, weil lltir% e tt*1 = 0 gilt, wie man mit der
—

zweiten Regel von de 'Hospital nachweisen kann.)

Definition 8.52. (Gamma-Funktion)

I':]0, 00 = R, ['(x) = / el dt
0

heifit die Gamma-Funktion.
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Eigenschaften der Gamma-Funktion:

(1) T(1) = / et = 1

0
(2) T'(x+ 1) =2D(x) firalle xz > 0.
(3) I'(n+1) =n! fiir alle n € Nj.

Eigenschaft folgt aus Beispiel (@)l und Eigenschaft folgt aus Eigen-
schaften und [(2)} Wir beweisen die Eigenschaft der Gamma-Funktion.

Beweis von Eigenschaft[(2); Wir zerlegen das uneigentliche Integral

00 1 00
D(z+1)= / ettt dt = / e "tTdt + / ettt dt (8.32)
0 0 1

und berechnen beide Teile separat mit partieller Integration separat:

1 =1 1
Fir0<e<1: / et 7 dt = {—e_t t* } —/ (—e ") ot* ! dt
N = S~ N lit=¢ N—_——
T =) =olt) —u(t) =v(t) oan =0
1
= —e_1+e_55$+x/ ettt de
W—/ .

=

1 1
N / et dt = —e P+ 2 / ettt de.
0 0

R =R R
Fir R > 1: / et " dt= {—e‘t t* } —/ (—e™!) zt* ! adt
1 =u/(t) =v(t) =u(t) =v(t) 1 :u'(t) =/(t)

R
= — R t dt
e +e +x/1 e

R—
—

0

o (0. ¢]
— / e 'ttdt=e+ 1 / e 't dt.
1 1
Einsetzen in (8.32)) liefert

o0 1 00
M(z+1)= / et dt = —e 4o / et T dt +e o / e Tt dt
0 0 1

1 00 00
=z / e "t ldt + o / et At =2 / e 't tdt = 2 T(x). O
0 1 0
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Zuletzt definieren wir das Laplace-Integral.

Definition 8.53. (Laplace-Integral /Laplace-Transformation)
Fiir f :[0,00[— R und s € R definieren wir

o) = [ T,

0

falls das Integral existiert.

Beachten Sie, dass Lf eine Funktion ist!

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 8.54. (Laplace-Integral)
Sei f(t) = e™. Dann ist fiir R > 0

R R s7#a 1 t=R
/ e 5t et qt = / ef(s—a)t dt i [_ e(sa)t]
0 0 s—4a t=0

_ ef(sfa)R +

, falls s > a ist.

Also folgt
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KAPITEL 9

Gewohnliche Differentialgleichungen:
Einfiihrung

In Teilkapitel betrachten wir motivierende Beispiele gewohnlicher Differenti-
algleichungen ersten Ordnung und lernen die grundlegenden Definitionen kennen.
Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gleichung, in der eine Varia-
ble (z.B. die Zeit t oder der Ort x) sowie eine noch unbekannte Funktion dieses
Variablen (also z.B. y(t) bzw. y(z)) und deren erste Ableitung (also z.B. y/(t)
bzw. 3/(z)) vorkommen. Das Ziel ist, die unbekannte Funktion zu finden. Eine
solche Differentialgleichung kann ebenso die Bewegung eines Objektes (als Funk-
tion der Zeit) wie auch den radioaktiven Zerfall einer radioaktiven Substanz be-
schreiben.

In Teilkapitel lernen wir die wichtige Methode der Trennung der Variablen
kennen, mit der man eine ganze Klasse von Differentialgleichungen erster Ord-
nung losen kann. In Teilkapitel und Teilkapitel untersuchen wir lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung naher. Wir werden sehen, wie man diese
elegant l6sen kann, indem man erst die zugehorige homogene Differentialgleichung
16st und danach eine (beliebige) Losung der inhomogenen Gleichung findet. Aus
diesen beiden Bestandteilen kann man dann additiv die allgemeine Losung der
linearen Differentialgleichung erster Ordnung zusammenbauen. In Teilkapitel
finden Sie zusétzliches (nicht klausurrelevantes) Material dariiber, wie man eine
Differentialgleichung erster Ordnung in manchen Fallen mit einer Substitution in
eine leichter zu l6sende dquivalente Differentialgleichung iiberfiihren kann.

In der HM B werden wir Differentialgleichungen noch einmal ausfiihrlicher be-
sprechen. Dann werden wir auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung ken-
nenlernen, also solche Differentialgleichungen, in denen die zweite Ableitung der

289
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unbekannten Funktion vorkommt. Fiir Sie als angehende Ingenieure sind weiter-
hin partielle Differentialgleichungen ganz wichtig: Bei diesen kommen mehrere
Variablen vor, z.B. die Zeit und eine oder mehrere Ortsvariablen. Prominente
Beispiele solcher Differentialgleichungen sind die Wellengleichung (zur Beschrei-
bung von Schwingungsphédnomenen), die Warmeleitungsgleichung (zur Beschrei-
bung der Temperatur) und die Maxwell-Gleichungen (mit denen Phdnomene aus
dem Bereich des Elektromagnetismus beschrieben werden konnen). Die ebenfalls
sehr wichtigen Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben Stromungsphénomene. Am
Ende der HM C gibt es eine kleine Einfiihrung in partielle Differentialgleichungen.

9.1 Differentialgleichungen erster Ordnung: Defi-
nition und Beispiele

Wir beginnen mit zwei motivierenden Beispielen aus der Physik und Elektrotech-
nik.

Physikalische Anwendung 9.1. (radioaktiver Zerfall)

Sei u(t) die zur Zeit t vorhandene Menge einer zerfallenden radioaktiven Substanz
mit Zerfallskonstante A > 0. Fiir eine kleine Zeitspanne h := At # 0 gilt

u(t+h) —u(t) = =Au(t)h,
sofern |h| klein genug ist. Wir dividieren durch h und lassen h gegen 0 gehen:

() = }Lli% u(t + hf)b — u(t) _ )

Dieses fiihrt auf die Differentialgleichung
u'(t) = —Aul(t).

Sie ist daher ein mathematisches Modell fiir den radioaktiven Zerfall.

Physikalische Anwendung 9.2. (Selbstinduktion)
Fiir die Selbstinduktion siehe im Skript der GET A, Abschnitt 6.2.
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R L
gegeben: Spannung u,(t) E
(als Funktion der Zeit t) u C) g Tup
gesucht: Stromstérke i(?)
(als Funktion der Zeit t)
-
1
ur = Ri (Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand)
&
up, = d—z (weiterer Spannungsabfall in der Leiterschleife)
Mit Hilfe der Maschenregel erhélt man:
: de
uq:uR—kuL:Rz—l—LE.

Ein mathematisches Modell der Selbstinduktion ist also die Differential-
gleichung
uq(t) = Ri(t) + Li'(t).

Nach diesen beiden motivierenden Beispielen definieren wir nun, was eine ge-
wohnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist.

Definition 9.3. (gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung)
Seien D CR? und f : D — R eine Funktion.

(1) Man nennty' = f(t,y) eine gewohnliche Differentialgleichung ers-
ter Ordnung. t heifst unabhdngige Variable, und y heifit abhdngige
Variable.

(2) y: I — R heifit eine Lésung von y' = f(t,y), falls

(1) y auf einem offenen Intervall I definiert und dort differenzierbar
151,

(11) der Graph von y in D enthalten ist und
(1i1) y'(t) = f(t,y(t)) fir allet € I gilt.

Wir kiirzen Differentialgleichung gelegentlich auch mit DGL ab. Das Wort
»gewohnlich wird haufig weggelassen, da wir in der HM A nur gewthnliche (und
keine partiellen) Differentialgleichungen betrachten.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.
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Beispiel 9.4. (gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)
(a) v =y — 2 (oder ausfiihrlicher: y/(t) = y(t) — t?)

ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit
D :=R? ft,y) =y —t2
Fiir jede Konstante ¢ € R ist
y:R— R, y(t) =2+ 2t +* +cé,
eine Losung, denn
Y (1) =242t +cel =2+ 2t+ 2 +ce') —t* = y(t) — 12

Also hat die Differentialgleichung nicht nur eine einzige Losung, sondern es
gibt eine ganze Losungsschar. Wir werden sehen, dass dieses immer so ist.

(b) ' = In(t) (oder ausfiihrlicher /(¢) = In(t))

ist eine gew6hnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit
D =10, 00[ xR, f(t,y) :==In(t).

Die Funktion f héngt hier nicht explizit von y ab.
Fiir jede Konstante ¢ € R ist

g 10,00[ >R, y(t) = /ln(t) dt =t In(t) — t + c,

eine Losung der Differentialgleichung. Dieses sind alle moglichen Losungen.

In den vorigen Beispielen waren die Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chungen erster Ordnung immer angegeben, und wir haben nur im zweiten Beispiel
gesehen, wie man diese Losungen findet. Wie man die Losungen zu einer gewohnli-
chen Differentialgleichung erster Ordnung findet, wird uns in den néchsten Teilka~
piteln beschaftigen. Vorher lernen wir noch ein weiteres Konzept kennen, das die
in der Losung vorkommende Konstante betrifft. Hierzu betrachten wir zunéchst

noch einmal die Physikalische Anwendung [0.1] des radioaktiven Zerfalls.

Physikalische Anwendung 9.5. (radioaktiver Zerfall (fortgesetzt))

In der Situation des radioaktiven Zerfalls (siehe Physikalische Anwendung ist
haufig bekannt, wie viel der radioaktiven Substanz zu einem Zeitpunkt ¢, vorhan-
den ist: u(tg) = up. Eine solche Information heifst eine Anfangsbedingung. ug heift
der Anfangswert (zum Zeitpunkt ¢ = ¢(). Die Differentialgleichung ' = — A u zu-
sammen mit der Anfangsbedingung u(ty) = ug wird dann ein Anfangswertproblem
genannt.
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Definition 9.6. (Anfangswertproblem)

Seien D C R?, f : D — R eine Funktion und (tg,y0) € D. Ein Anfangs-
wertproblem (AWP) ist eine gewéhnliche Differentialgleichung y' = f(t,y)
mit einer Anfangsbedingung y(to) = yo:

y' = f(t,y),  y(to) = o

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 9.7. (Anfangswertproblem)
(a) ' =y—1*, y(0)=1
Nach Beispiel sind
y 110, 00 = R, y(t) =24+ 2t +t* +cé', c € R,
alle Losungen der Differentialgleichung. Die Bedingung
1=y(0)=2+0+0+ce’=2+¢c <<= c=-1

zeigt, dass nur fiir ¢ = —1 die Losung y auch die Anfangsbedingung erfiillt.
Also ist

y(t) =2 +2t +1* — ¢
die Losung des Anfangswertproblems.
(b) ¥ =In(t), y(1) =2
Nach Beispiel @ ist
y :]0,00[— R, y(t) =1t In(t) —t+ ¢, c €R,

die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Es gilt

2=y(l)=1-In(l)—1+c=c—1 = c=3.
—0

Also ist
y 110, 00— R, y(t) =t In(t) —t + 3,

die Losung des Anfangswertproblems.
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9.2 Trennung der Variablen

Als erste Losungsmethode fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
lernen wir die Methode der Trennung der Variablen kennen. Diese kann zur
Losung einer grofsen Klasse (aber nicht aller) gewohnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung angewendet werden. Genauer betrachten wir in diesem Abschnitt
nur gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, die sich auf
die Form

,_ 9(t)

hy) mit  h(y) #0

bringen lassen. Bei solchen Differentialgleichungen ist es méglich, die Variablen
t und y zu ,trennen”. Wir setzen dabei voraus, dass g und h stetig sind.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 9.8. (DGLen, deren Variablen man trennen kann)

3t?
(a) ¥ =3t*e ¥ = —  Eine Trennung der Variablen ist moglich.
ey

(b) ¥ =y+t FEine Trennung der Variablen ist nicht mdoglich.

t
(¢c) ¥ =yt =-— Eine Trennung der Variablen ist moglich, sofern y # 0
bleibt.

Die folgende Uberlegung kann hilfreich sein bei der Entscheidung, ob die Trennung
der Variablen moglich ist oder nicht: Man schreibt dy/dt statt ¢’ und versucht,
die Differentialgleichung so umzuschreiben, dass auf der linken Seite nur y und
auf der rechten Seite nur ¢ vorkommt. Dabei darf man mit dy und d¢ mit den
iiblichen Regeln der Buchstabenrechnung rechnen. Wir illustrieren dieses an den
obigen Beispielen.

Beispiel 9.9. (DGLen, deren Variablen man trennen kann)

d
(a) v/ =3t*e ¥ — d—zt/:Bth_y = e¥dy = 3t dt
Die Variablen sind jetzt getrennt.
d
b) v =y+t — d—g=y+t — dy = (y+1t)dt
Hier ist eine Trennung der Variablen unmoglich.

dy 1
o =Y ,
Die Trennung der Variablen ist moglich, sofern y = 0 bleibt.

(c) v =yt —
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Wir lernen nun die Methode , Trennung der Variablen zur Losung solcher Diffe-
rentialgleichungen kennen.

Losungsmethode 9.10. (Trennung der Variablen)
Isty: I — R eine Losung von

Y= = h(y)y'=g(t),  wobeih(t) #0,

so qilt
h(y(®) y'(t) = g(t),  tel
Da g und h stetig sind, konnen wir Stammfunktionen G und H von g bzw. h

wéhlen. Es gilt also G'(t) = g(t), H' (y) = h(y). Damit folgt nach der Ketten-
regel:

(Hoy)(t) = H'(y(t) y/'(t) = h(y(®) ' () = g(t) = G'(¢).
Also existiert eine Konstante ¢ € R mit H (y(t)) = G(t) + c.

Da h stetig und H'(y) = h(y) # 0, ist H streng monoton, zumindest auf der
Bildmenge von y. Also existiert dort die Umkehrfunktion H=" von H und es
qgilt

y(t) = H_l(G(t) + c).

Fiir die praktische Durchfihrung der Trennung der Variablen nutzt
man gerne auch die folgende ,,Phystker-Methode*:

%:% = hy)dy=g)dt <= / dy—/(t)df

Nach dem Berechnen der unbestimmten Integrale muss noch nach y = y(t)
aufgelost werden.

Wir 16sen nun (soweit moglich) die Beispiele [9.8 und [0.9 mit Trennung der Varia-
blen.

Beispiel 9.11. (Trennung der Variablen)

(a) v/ = 3t*e ¥ und wir erhalten:

y =3t2e Y eVy =3¢

— /ey /3t2dt
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= eV =13 4 ¢
= y(t) = In(t* + ¢), falls t* + ¢ > 0.

Also ist y(t) = In(t*+c¢) fiir jedes ¢ € R eine Losung mit Deﬁnitionsintervall
I={teR : #+c>0}={teR : 3> —c} =] —sgn(c){/|c|,o0][.
Mit der ,,Physiker-Methode" sieht der Losungsweg wie folgt aus:

d
V342 = e dy = 3t*dt
dt
— /eydy:/Btht
— eV =1 +c

= y(t) =y = In(t> + ¢), falls t* + ¢ > 0,
und wir erhalten natiirlich die gleichen Losungen
y: | —sgn(c)V/|c],0] = R, y(t) = In(t* + ¢), c € R,

wie oben.

(b) v =ty, und man sieht direkt, dass die konstante Funktion y : R — R,
y(t) = 0, eine Losung ist.

Ab jetzt betrachten wir nun noch den Fall y(¢) # 0 fiir alle ¢.

Durch Trennung der Variablen kann man alle Losungen finden, die stets £ 0
bleiben, und wir setzen ab jetzt y(t) # 0 fiir alle ¢ voraus:

d 1

dt
— / dy—/tdt

= In(|y]) = §t2—|—c
- ‘yl . 6§t2+c — e 62152
2

=  ylt)=y=tee".

Insbesondere erhélt man fiir jedes ¢ € R zwei Losungen:
y1 R =R, y(t) =€ es” und RO R, () = —efert.

Alle gefundenen Losungen lassen sich in einer Formel zusammenfassen:

y: R — R, y(t):C’e%t2, C eR.
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(Dabei wird der Fall C' = 0 durch die triviale Losung y : R — R, y(t) = 0,
abgedeckt, und die Losungen mit positiven Konstanten C' werden durch g,
also C' = e und die Losungen mit negativen Konstanten C durch ys, also
C' = —e°, abgedeckt.) In Teilkapitel werden wir sehen, dass es keine
weiteren Losungen geben kann.

Zum Abschluss dieses Teilkapitels 16sen wir noch zwei Anfangswertprobleme mit
Trennung der Variablen.

Beispiel 9.12. (Trennung der Variablen fiir Anfangswertprobleme)
(a) v =3t%e, y(-1)=0
Variante 1:

e Schritt 1: Trennung der Variablen:

d
_y:3t2€_y — eydy:3t2dt
dt
— /eydy:/Btht
— eV =13+ e (9.1)

e Schritt 2: Anfangsbedingung y(—1) = 0 einarbeiten:

D = (—1)P +¢ = =c—1 = c=2.

e Schritt 3: Konstante ¢ = 2 in ((9.1]) einsetzen:
e/ =t*+2 <=  yit)=h(#+2),
wobei 3 + 2 > 0, d.h. wobei t > —v/2.

Also ist die Losung des Anfangswertproblems
y: ] —v2,00[ =R,  y(t) = +2).
Variante 2:

e Schritt 1: Trennung der Variablen:

%:32526_3/ — eV dy = 3t*dt

dt
. /eydy:/3t2dt

<— ey = +¢
<~ y=In(t’"+c), wobeit’+c>0. (9.2)
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e Schritt 2: Anfangsbedingung y(—1) = 0 einarbeiten:

0=y(-1)=In((-1)’+c¢) =ln(c—1)

— e =c—1 — c=2

o Schritt 3: Konstante ¢ = 2 in einsetzen:
y(t) = In(t> + 2), wobei 3 + 2 > 0, d.h. wobei t > —v/2.
Also ist die Losung des Anfangswertproblems
y:}—%,oo[%]R, y(t) = In(t> + 2).

Variante 3: Losungsvariante mit bestimmten Integralen:

d
d_:ZZSth_y — eV dy = 3t dt,

und bei der nun folgenden Integration verwenden wir bestimmte Integrale,
deren untere Grenze die Anfangswertbedingung beriicksichtigt:

t 13 s=t s=t
/ e’ o/ (s) d5:/ 3s%ds = [ey(s)} = [33]

1 1 s=—1 s=—1
eV — eyl — 43 _ (—1)?

V) = ev(=) 1 43 1

V= 4P+ 1=13+2

y(t) =In(t® +2), fallst > —v/2.

1111

Also ist die Losung des Anfangswertproblems
y:}—%,oo[%]R, y(t) = In(t> + 2).

(b) Radioaktiver Zerfall (vgl. Physikalische Anwendung[9.1)):
u' = —\u, u(0) = ug >0

Da wir einen Anfangswert u(0) = wy > 0 haben, konnen wir die triviale
Losung v : R — R, u(t) = 0, direkt ausschliefen, denn diese kann die
Anfangsbedingung u(0) = ug > 0 nicht erfiillen.

Schritt 1: Trennung der Variablen:
Wir nehmen nun an, dass u(t) # 0 fiir alle ¢ gilt.

du_

— = —)A\u <— ldu:—)\dt
dt U
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u

= In (Ju) = =Xt +ec (9.3)

Schritt 2: Anfangsbedingung u(0) = ug > 0 einarbeiten:

In (Ju(0)]) =-XA-0+c=c = ¢ = In(uyp).
—_——
= In(Juol) =In(uo)
Schritt 3: Konstante ¢ = In(ug) in (9.3) einsetzen:
In (Ju(t)]) = =Xt + In(ug)
— ‘U(t)’ _ e—)\t+ln(u0) _ G—At 6ln(uo) = g e—)\t

—  ut)=Fue M.

Da die Losung differenzierbar ist, und damit insbesondere stetig ist, und da
u(0) = ug > 0 gilt, ist

u:R—R, u(t) = uge ™,

die Losung des Anfangswertproblems. In Teilkapitel werden wir sehen,
dass dieses die einzige Losung ist.

9.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung;:
die homogene Gleichung

Wir beginnen mit der Definition einer linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung.

Definition 9.13. (lineare Differentialgleichung erster Ordnung)

Fine Differentialgleichung erster Ordnung heifit linear, wenn sie von der
Form

Y =a(t)y +b(t) (9.4)

ist (oder sich durch elementare Umformungen auf diese Form bringen ldsst).
Dabei sinda : I — R und b : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I.

Ist b(t) = 0 fiir alle t € I, so heifst die Differentialgleichung homogen,
andernfalls nennt man sie inhomogen.
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Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 9.14. (lineare Differentialgleichung erster Ordnung)
3
(a) ¢ = Y ist linear und homogen. Hier ist a(t) := 3/t und b(t) := 0.

(b) ¥ =y +t* st linear und inhomogen. Hier ist a(t) := 1 und b(t) := ¢2.

(c) ¥ =y*+1t ist nicht linear wegen des quadratischen Terms 3.

In diesem Teilkapitel betrachten wir ausschliefslich homogene lineare Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung. Inhomogene lineare Differentialgleichungen
erster Ordnung behandeln wir in Teilkapitel 0.4 Sei also in diesem Teilkapitel
immer a : I — R stetig, und wir betrachten dann

Homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung kann man immer durch
Trennung der Variablen losen! Einfacher geht es mit dem folgenden Satz.

Satz 9.15. (Losung einer homogenen linearen DGL erster Ordnung)

Sei A : I — R eine Stammfunktion von a. Fir jedes C' € R ist dann
yp I — R, yr(t) == C et

eine Losung von (H). Jede Lisung von (H) ldsst sich in dieser Form darstellen.

Wir beweisen den Satz, weil sein Beweis instruktiv ist.

Beweis von Satz[9.15: Da a : I — R stetig ist, besitzt A eine Stammfunktion. Es
gilt nach der Kettenregel

Yy (t) = C eV A'(t) = Ce™ a(t) = a(t) yu (), tel.
=yu(t)
Also ist yy tatséchlich eine Losung von (H).

Kann es weitere Losungen geben? Nein, denn sei y irgendeine Losung von (H)
und z(t) := e~ 4® y(t). Dann gilt mit der Kettenregel fiir alle t € I

)

Z(t) = e 1O (=a(t) y(t)+e 1 y'(t) = e 1O (Y (1) — a(t) y(1)) = e 4P0 =0,

A 7

L
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da y eine Losung von (H) ist und daher gilt:

y'(t) =a(t)ylt) <= y(t)—alt)y(t) =0

Da Z/(t) = 0 fiir alle t € [ ist, ist z konstant auf I, d.h. es existiert C' € R mit
z(t) = C fur alle t € I. (Fiir diesen Schluss ist es wichtig, dass I ein Intervall ist!)
Damit gilt

C =e Dy = y(t) = C et

d.h. die Losung y von (H) ist ebenfalls von der Form yg. ]

Betrachten wir nun einige Beispiele, um die Anwendung von Satz zu iiben.

Beispiel 9.16. (Lésung homogener linearer DGLen 1. Ordnung)

(®y=§y

t
Hier ist a(t) :=3/t, d.h. a:R\ {0} — R ist stetig.
Die Stammfunktion von a(t) ist A(t) :=31In (|t|) = In (J¢[*), t € R\ {0}.
R\ {0} ist kein Intervall. Deshalb betrachten wir ¢ > 0 (also t €10, 00[)
und t < 0 (also t €]0, 00 ) getrennt.
() T>0: ygt) =Ce™) =P =Ct’, CeR

(i) t<0: yu(t) =Ce™MP) =P = (-t) —Ct, CeR

~
=C
Fazit: Sowohl auf | — oo, 0[ als auch auf ]0, 00 ist yy(t) := Ct3, C € R,
die allgemeine Losung von 1 = n y. Wir erhalten also fiir jede Konstamte
C € R zwei Losungen, namlich
ya ] —o00,0[= R,  yya(t):=Ct,  und

Yo :)0,00[ = R, ypa(t) :=Ct.

(b) Sei a € R fest. Wir betrachten die Differentialgleichung

Yy =ay.
Hier gilt:
a(t) := a, teR (d.h. a(t) = a ist unabhéngig von t),
A(t) :==at, teR.
Also ist

yg - R — R, yr(t) == Ce™, C e R,

die allgemeine Losung von 3/ = ay.
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Wir kommen nun noch einmal auf Anfangswertprobleme zuriick.

Bemerkung 9.17. (AWP fiir homogene lineare DGL 1. Ordnung)
Sei ty € I und yy € R. Dann hat das Anfangswertproblem

y=alt)y,  y(to) = yo,
immer genau eine Losung.
Begriindung: Die allgemeine Losung von 3’ = a(t) y ist durch
yg I — R, ZUH(t):CeA(t), C eR,
wobei A eine Stammfunktion von a ist, gegeben.

Setzt man t( ein, so erhélt man

yo — yH(tO) = C;'eA(lfO)7 alSO C — yO B—A(to).

Damit ist C' durch y(ty) = yo eindeutig bestimmt. Die Losung des Anfangs-
problems ist dann

t
y: I >R, yt) =yge Al Al =y eAB=Al) — 4 exp (/ a(s) ds> :
\—v"—/ tO

Betrachten wir noch zwei Beispiele fiir Anfangswertprobleme mit einer homogenen
linearen Differentialgleichung.

Beispiel 9.18. (AWP fiir homogene lineare DGL 1. Ordnung)

)y =2y y(-1)=1

t
Da wir t # 0 voraussetzten missen, kommen nur die Intervalle | — oo, 0]
und ]0, 00| in Frage. Da ty = —1 negativ ist, betrachten wir nur ¢ < 0, also

t €] — 00,0[. Aus Beispiel wissen wir, dass
yg 1] — 00,0 — R, y(t) = Ct3, C eR,
die allgemeine Losung von 3 = Zy ist. Wir setzen ty = —1 ein und

verwenden die Anfangsbedingung y(—1) = 1:
1=y(-1)=C(-1)7=-C, also C=-1
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Also ist
Y :] _0070[_>R7 y(t) = _t37

die gesuchte Losung des Anfangswertproblems.
(b) Radioaktiver Zerfall: Seien A > 0, ug > 0 und

u' = —\u, u(0) = up.
Nach Beispiel @ mit a = —\ ist
u:R — R, u(t) = Ce ™M, C eR,
die allgemeine Losung der DGL v = — A u.
Anfangsbedingung u(0) = ug einarbeiten:

uy = u(0) = Ce ™ =C = C' = g

Alsoist u:R — R, u(t) = uge ', die Losung des Anfangswertproblems.

9.4 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung:
die inhomogene Gleichung

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

y =a)y+o(t),  (IH)

wobei a,b : I — R stetig sind. Der erste Schritt zur Losung solcher Gleichungen
ist, die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

y =a(t)y  (H)
zu betrachten. Wir haben in Satz gesehen, dass
yg I — R, yr(t) == C et C eR,
die allgemeine Losung von (H) ist, wobei A eine Stammfunktion von a ist.

Wir untersuchen zunéchst die Struktur der allgemeinen Lésung von (IH):
Angenommen wir kennen eine spezielle Losung yg von (IH). Ist y irgendeine Lo-
sung von (IH), so gilt fir z := y — yg:

Z(t) =y (t) — ys(t) = alt) y(t) + b(t) — [alt)ys(t) +b(t) |

-~ . S

v~ ~~

=yt 40
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= a(t) [y(t) — ys(t)] = alt) z(t).

Also ist z eine Losung von (H), d.h. es existiert eine Konstante C' € R mit
2(t) = C e also y(t) — ys(t) = C e, Durch Auflosen nach y(t) findet man

y(t) = ys(t) + C Al — ys(t) + yu(t).
=yu(t)

Damit haben wir den nachfolgenden Satz bewiesen.

Satz 9.19. (Losung einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung)

Die allgemeine Losung von (IH) ldsst sich schreiben als

Y =1Ys+YH,

wobei yg eine (spezielle) Losung von (IH) und yy die allgemeine Losung von
(H) ist.

Wir lernen nun das Losungsverfahren ,Variation der Konstanten® zur Bestimmung
der allgemeinen Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung kennen.

Losungsmethode 9.20. ((IH) 16sen mit Variation der Konstanten)
Schritt 1: Man bestimmt die allgemeine Losung von (H):

yp(t) = Cet . C eR, wobei A eine Stammfunktion von a ist.

Schritt 2: Man macht den Ansatz y(t) = C(t) e,  Damit folgt mit der
Produktregel
y(t) = C'(t) " + C(t) eV a(t).

Finsetzen in (IH) liefert
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Betrachten wir einige Beispiele und Anwendungsprobleme.

Beispiel 9.21. (Variation der Konstanten)

()

y =y —t (also a(t) = 1, b(t) = —t?)

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von ¢’ = y

yg : R = R, yH(t)::CeXp</1dt):Cet, C eR.

Schritt 2: Variation der Konstanten
Ansatz: y(t) == C(t) e — y'(t)=C't)et + C(t) e

Einsetzen in ¢y’ = y — ¢ liefert:

C'(t)e' +CO(t)e' = O(t) ! — 12 = C'(t) e = —t*
R

Integration iiber ¢ liefert nun mit zweimaliger partieller Integration:

C(t):/ ° (—e)ydt= e’ —/ 2t et dt
=v(t) — /(1) =o(t) u(t) =v'(t) =u(t)

=t?et 4 \\QL (—e_t) dt

=t?et+2tet+ 2+ 0

Das Einsetzen von C(t) = t?e™ ' +2te™' +2e ' + ¢ mit ¢ € R in den
Ansatz liefert

yt)=C(t) e = (t2e_t—|-2t€_t—|—2€_t—|-c) el =12 +2t+2+ce!, ceR.

Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung
y:R—=R, ylt)=t"+2t+2+ce’, ceR.

y' = —sin(t) y + sin(t) (also a(t) = —sin(t), b(t) = sin(t))

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von 3’ = — sin(t) y

yg - R — R, yr(t) == C exp (/ — sin(t) dt) = C e, CeR
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Schritt 2: Variation der Konstanten
Ansatz: y(t) == C(t) e«®)

— y'(t) = C'(t) est) 4 C(t)e™™ ®) (—sin(t)).
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:
C'(t) eV — C(t) e« sin(t) = —sin(t) C(t) e«*") + sin(t)
—  C'{t)e™D =sin(t) =  C'(t) =sin(t)e 0.

Durch Integration iiber ¢ findet man mit der Substitution

d
u = —cos(t), also d_? =sin(t) <= du =sin(t)dt,

/sm e s gt = [/ e du]
u=— cos(t)

[e“ + c} " = e 0 4 ¢,

dass

Das Einsetzen von C(t) = e~ “*® 4 ¢ mit ¢ € R in den Ansatz liefert
y(t) _ C(t) 6cos(t) _ ( — cos(t) + C) cos(t) _ 1+ C@COS(t), ceR.

Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung
y:R— R, y(t) =1+ cet), ceR.

Losungsvariante fir y' = —sin(t) y + sin(t):

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von 3’ = — sin(t) y:

y:R—R, yr(t) == C exp (/ — sin(t) dt) = (C e, CeR
Schritt 2: Schreibt man die inhomogene lineare Differentialgleichung um in
y' = —sin(t) y + sin(t) = sin(t) (1 — y),

so sicht man, dass yg : R — R, yg(f) := 1, eine (spezielle) Losung
ist. (In der Tat gilt: y4(t) = 0 = sin(t) - (1 — 1) = sin(t) (1 — ys(¢)).)
Nach Satz ist somit die allgemeine Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

y: R =R, y(t) = ys(t) + yu(t) = 1 + C eV, C eR.
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Physikalische Anwendung 9.22. (Selbstinduktion)

R L
In der Physikalischen An- E
wendung haben wir die — —

Differentialgleichung zur Be- Uql C) ‘R L
schreibung der Selbstinduk-
tion hergeleitet:

-
1
y : ¥ R 1
Li'(t) = uy(t) — Ri(t) = i'(t) = — Z@(t) + Zuq(t)
Dieses ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
R
Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von i = — —

ig:R— R, ig(t) == C exp (/—%dt) :C’e_%t, CeR

Schritt 2: Variation der Konstanten

R R R R
Ansatz: i(t):=C(t)e ! — i'(t)=C'(t)e t' — 7 C(t)e t!
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:
R R R 1
C'(t)e 1! — %C(t) et = — % Ct)e '+ 7 u,(t)
R 1
= C'(t)e i = 17 uq(t)
1 R
— C'(t) = 7 u,(t) et
1 Ry
= C(t) = zuq(t) eLl' dt.

Ist die Spannung u, bekannt, so konnen wir die Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung konkret ausrechnen.

Nun betrachten wir noch zwei Anfangswertprobleme.
Beispiel 9.23. (Variation der Konstanten fiir Anfangswertproblem)

/

3
y :¥y+t3et—2t, y(1) =1
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Weil wir ¢ # 0 voraussetzen miissen, kommen nur die Intervalle | — 0o, 0] und
10, 00[ in Frage. Da ty = 1 > 0 ist, betrachten wir nur ¢ > 0, also ¢t €0, 0o .

3
Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von ¢’ = n y firt >0

yH(t) =C exp (/ % dt) — CGSIH(M) — C€3In(t) — Celn(t3) _ Ctg, CcR

Also ist die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen linearen Differential-
gleichung;:
yr 10, 00[ — R, ya(t) = Ct3, CeR

Schritt 2: Variation der Konstanten
Ansatz: y(t) == C(t) 3 — y'(t) = C'(t) 3+ C(t) 3¢

Einsetzen liefert fiir ¢ > 0:
3
C’(t)t3+0(t)3t2=ZC’(t)t3+t3et—2t = C't)t =te — 2t
/ ¢ 2 ¢ 2 ¢, 2

= C'(t)y=¢"— = — C(t) = ¢~ dt:e+¥+c.

Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist also
2
y :]0,00[— R, y(t)=<6t+¥+c> =t + 242 + ct?, ceR.

Schritt 3: Anfangsbedingung einarbeiten
l=y(l)=e+2+c = c=—-1—e
Fazit: Die Losung der Anfangswertproblems ist also
y(t) =t +2t* — (1+e)t*,  t>0.
Physikalische Anwendung 9.24. (RC-Kreis mit Spannungsquelle)

1

R ! - — U O —=
¢ +za=U " 40)=q
1
Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von R ¢ + c q=0
= f=———q = qu(t)= K exp /__1 at) = K ot
RC e RC

Schritt 2: Variation der Konstanten
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Ansatz:  q(t) = K(t)e mct = ¢(t)=K'(t)e 7' — =5 K e~ o

Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

RK'(t)e mt — %K(t) e mcl 4 éK(t) el = < RK()e w =U

U 1 U 1 1
— K'(t)zﬁeﬁt — K(t):/EeRCtdt:UCeRCt—l—c

Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung:
y:R =R, yt)=K(t)e el = (UC’eRlCt + c) e mol =UC+ce 7, ceR.
Schritt 3: Anfangsbedingung einarbeiten

0=q0)=UC+c — c=q—UC
Fazit: Die Losung des Anfangswertproblems ist also

¢:R=R,  qt)=UC+ (q—UC)e 7.
Es folgt:  lim g(t) =UC.

t—o00

9.5 Substitution®

Dieser Unterabschnitt gehort nicht zum Standardstoff und ist daher nicht klau-
surrelevant.

In gewissen Fallen kann man komplizierte gewohnliche Differentialgleichungen ers-
ter (oder hoherer) Ordnung durch eine geeignete Substitution vereinfachen und
danach leicht losen. Wir betrachten in diesem Teilkapitel zwei typische solche Sub-
stitutionen sowie eine Klasse von Differentialgleichungen, ndmlich die Bernoulli-
schen Differentialgleichungen, welche ebenfalls mit einer geeigneten Substitution
gelost werden konnen.

Losungsmethode 9.25. (Substitution fiir DGL der Form ¢’ = f(y/t))

Es liege eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der folgen-

den Form wvor: y
v=1(3)

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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Substitution.: z = % = y=tz (wobei t #0)
— Y =z+1t7
Damit folgt: y = f (%) = z+t2 = f(2)
o = f(Z)t_ z

Diese Differentialgleichung ldsst sich durch Trennung der Variablen losen.

Erklirung: Die Substitution ist so zu verstehen, dass wir eine neue abhdngige
Variable (d.h. eine neue unbekannte Funktion) z(t) := y(t)/t einfihren. Fiir
diese neue Funktion z leiten wir nun die zugehorige Differentialgleichung aus
der Differentialgleichung fiir y her und losen diese.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 9.26. (Substitution z = y/t in einer DGL der Form ¢’ = f(y/t))
Fiir t # 0 betrachten wir

Py =+ty+y° <= y’:1+%+i—§:1+%+(%>2
Substitution: z = % — y=tz, Y =z+1t7
Einsetzen liefert:
2ty =1+4242° — t2 =1+ 22 — Z,:l—:,zz
Diese Differentialgleichung léasst sich durch Trennung der Variablen l16sen:
2
%:1—:2 = 1jz2d22%dt

1 1
— / T dz = /Zdt = arctan(z) = In (|t]) + ¢
— z=tan (In (|t|) +¢) (falls definiert)
Riicksubstitution liefert die Losungen
y(t) =tz(t) =t tan (In (|t|) +¢), c€eR.

Das Definitionsintervall von y muss dabei (in Abhéngigkeit von ¢) so gewihlt
werden, dass tan (In (|¢]) + ¢) dort existiert.
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Losungsmethode 9.27. (Substitution fiir DGL von der Form
y = flat+by+c))

Es liege eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der folgen-
den Form vor:

y = flat +by+c),
wobei a,b,c € R mit b # 0 Konstanten sind.

Substitution: z=at+by+c — Z=a+by
Damit folgt: y = flat+by+c) — Z=a+0bf(z)

Auch diese Differentialgleichung lisst sich durch Trennung der Variablen [6-
sen.

Erkldrung: Die Substitution ist so zu verstehen, dass wir eine neue abhdngige
Variable (d.h. eine neue unbekannte Funktion) z(t) := at+by(t)+c einfihren.
Fiir diese neue Funktion z leiten wir nun die zugehorige Differentialgleichung
aus der Differentialgleichung fiir y her und ldsen diese.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 9.28. (Substitution z = at+by+cin einer DGL ¢/ = f(at+by+c))

In der Differentialgleichung
y = (2t +3y)*

nutzen wir die Substitution
z=2t+3y — 2 =2+3y.
Damit ist die DGL fiir z = z(¢):
Y =243 (da 3/ = 2?).
Trennung der Variablen liefert:

1 1
TR 2132 /2+3% & /
(9.5)

Wir berechnen zunachst mit der Substitution

3 du 3
U—\/;Z, also - - V3 — du = dz,

SIS
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das Integral in z:

1 1 1 1 1
3132 P73 1+32dz:§ 2
2% 1+< %z)

2 V3J) 1+u? /I 6 u=y/3 2
t \/§ +C t ¢ L3
= —arctan [ /=2 | +¢ mit ¢=-—F=¢
V6 2 V6
Also folgt aus (9.5)):

%arctan<£z>:/ldt:t+c = Z=\/§tan(\/6(t+c))

(falls der tan fiir v/6 ( + c) definiert ist). Riicksubstitution liefert die Lésungen

(z(t)—2t):% (\/gtan( (t+c¢)) —2t>
)

Das Definitionsintervall muss dabei (in Abhéngigkeit von ¢) so gewéhlt werden,
dass tan(v/6(t + ¢)) dort existiert.

y(t) =

Wl

Losungsmethode 9.29. (Bernoullische Differentialgleichungen)

Seir € R\ {0,1} fest und a,b: I — R stetig. Fine Bernoullische Diffe-
rentialgleichung,

y =alt)y+bt)y, (9.6)
lisst sich wie folgt durch die Substitution z = y'~" ldsen, sofern man Lisungen
sucht, die ungleich null bletben:

Multipliziert man mit y~", so er hdlt man

y "y = a(t)y' "+ (). (9.7)
Die Substitution
p=y T = A=0-n)yy
liefert (mit Division durch (1 —r) und Einsetzen von (9.7)) die lineare Diffe-

rentialgleichung

1 .
Y=y B ) g () = alt) 2+ b(2),
1—7r ~—

=z
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1
1—r

Diese konnen wir mir den Methoden aus Teilkapiteln und [9.4] losen.

also 2 =a(t) z + b(t).

Betrachten wir auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 9.30. (Bernoullische Differentialgleichung)

1 In(
y’:—¥y+$y2, >0

Es ist offensichtlich, dass y(t) = 0 eine Losung ist.
Es liegt eine Bernoullische Differentialgleichung mit r» = 2 vor.

Schritt 1;: Wir nehmen die Substitution

vor. Falls y # 0 ist, gilt:
, 1 In(t)

2 — _
=——y+— = - = - —
Y ty+ ; Y y vy t?J /
1 In(t
= z’:—z—ﬁ
t t

1 In(t
Schritt 2: Losen von 2 = ; o ni )

Schritt 2.1: Bestimmen der allgemeinen Losung von 2’ = %z

zp(t) == C exp (/%dt) = C e = Oy, t > 0.

Schritt 2.2: Variation der Konstanten
Ansatz: z(t) =C(t)t = Z(t)=C"(t)t+C(t)
Einsetzen in die DGL:

O(t)t—w =

C'(6) t + C(t) = % :

——
= C(t)
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In(t In(t
c'(t)t=—$ = Ot =- 12(2)

1 In(¢ 1 1
o) :/(——2> n() dt = 20 —/ ol
2 ) t t ot
. Y e =uln =0
In(t) 1 In(¢) 1
— [ Zqt= 4
t 2 t e
Somit finden wir die allgemeine Losung
In(¢) 1
z(t):C’(t)t:(?—i—;—kc)t:ln(t)—kl—kct, ceR.
Schritt 3: Riicksubstitution liefert die Losungen
1 1 1
t) = — — t) = = R.
=5 Y= T mmrirer €

Dabei muss das Definitionsintervall (in Abhéngigkeit von ¢) so gewéhlt werden,
dass der Nenner dort # 0 bleibt.



KAPITEL 10

Unendliche Reihen

In diesem Kapitel lernen wir zunédchst Reihen und als allgemeineres Konzept Po-
tenzreihen kennen. Potenzreihen definieren auf ihrem Konvergenzbereich Funk-
tionen, und wir werden sehen, dass man diese differenzieren und integrieren kann.
Potenzreihen spielen bei der Losung von gewohnlichen und partiellen Differenti-
algleichungen eine wichtige Rolle.

In Teilkapitel erweitern wir zunéchst unseren Begriff von (reellen) Zahlen-
folgen auf den Begrift komplexer Zahlenfolgen. In Teilkapitel fithren wir den
Begriff einer unendlichen Reihe eine. Hierbei handelt es sich anschaulich um eine
,unendliche Summe*, also eine Summe, bei der es keine obere Summationsgren-
ze gibt. Man betrachtet eine unendliche Reihe mathematisch als eine Folge der
Teilsummen, und damit kann man alle Konzepte fiir Folgen direkt auf unendliche
Reihen iibertragen. Insbesondere kénnen wir beschrankte und konvergente Reihen
betrachten. In Teilkapitel lernen wir das Konzept der absoluten Konvergenz
einer unendlichen Reihe kennen und besprechen drei sehr wichtige Kriterien fiir
die (absolute) Konvergenz einer Reihe: das Majorantenkriterium, das Quotienten-
kriterium und das Wurzelkriterium.

In Teilkapitel sehen wir, wie man mit dem Satz von Taylor (siehe Satz (7.32))
einer beliebig oft differenzierbaren Funktion zu jedem Punkt zy aus dem Defini-
tionsbereich eine unendliche Reihe, ihre sogenannte Taylorentwicklung (mit dem
Entwicklungspunkt x), zuordnen kann. Diese Taylorentwicklung ist selbst eine
Funktion, und mit den Resultaten aus Teilkapitel konnen wir untersuchen
in welchen Punkten aus dem Definitionsbereich die Taylorentwicklung (absolut)
konvergiert. Konvergiert die Taylorentwicklung, so stellt sich weiter die Frage, ob
ihr Reihenwert (d.h. der Grenzwert der Taylorreihe) mit dem Wert der urspriing-
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lichen Funktion tibereinstimmt.

In Teilkapitel verallgemeinern wir die Idee von Taylorentwicklungen und fiih-
ren das Konzept einer Potenzreihe ein. Dies ist eine Reihe der Form

Z cr (2 — zo)k,

k>0

also eine Verallgemeinerung der Polynomfunktion. Mit unseren Resultaten tiber
unendliche Reihen erhalten wir Konvergenzkriterien fiir Potenzreihen. Hierbei
tritt der neue Begriff des Konvergenzradius eine Potenzreihe auf. (Bei den Tay-
lorentwicklungen handelt es sich um einen Spezialfall der Potenzreihen.)

In Teilkapitel betrachten wir Potenzreihen als Funktionen und untersuchen,
welche Eigenschaften diese haben. Wir werden sehen, dass man diese auf ihrem
reellen Konvergenzintervall beliebig oft differenzieren und integrieren kann und
dabei wieder eine konvergente Potenzreihe erhalt.

10.1 Komplexe Zahlenfolgen

In diesem Teilkapitel erweitern wir zunéchst unseren Begriff von (reellen) Zah-
lenfolgen zu dem Begriff komplexer Zahlenfolgen. Dieses erfordert keine neuen
Konzepte, sondern lediglich ein Verstdndnis reeller Zahlenfolgen (siehe Kapitel
und komplexer Zahlen (siehe Kapitel . Eine komplexe Zahlenfolge ist eine Fol-
ge, deren Folgenglieder komplex sind. Mit unserem Wissen iiber komplexe Zahlen
konnen wir eine solche komplexen Zahlenfolge in eine Folge der Realteile und eine
Folge der Imaginarteile zerlegen — beide diese Folgen sind nun reelle Zahlenfolgen,
und alle Konzepte fiir reelle Zahlenfolgen kénnen leicht auf komplexe Zahlenfolgen
ibertragen werden.

Wir starten mit dem Begriff einer komplexen Zahlenfolge.

Definition 10.1. (komplexe Zahlenfolge)

Fine Funktion mit Definitionsbereich {n € Z : n > ng} und Zielbereich C
heifit komplexe (Zahlen-)Folge. Schreibweise: (2,)n>n, oder kurz (zy).

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.2. (komplexe Zahlenfolgen)
(a) (jn)nZO: 17 ja _17 _j7 17 j7 _17 _ja 17
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1 1 1
(b) <\/ﬁ+—j> : 1+7, V2+ -7, V3+-4, ...
n° /). < 2 3

o (L)' 1o 1 11
c —e'2 : =7, ==, ==, 7=, ...
2 nZO 72]? 47 8._7? 167

Die néchste Bemerkung stellt den Zusammenhang zwischen reellen und komplexen
Zahlenfolgen her.

Bemerkung 10.3. (Zshg. von reellen und komplexen Zahlenfolgen)
Ist (z,)n>n, eine komplexe Zahlenfolge, so sind

(Re(zn))nzn(ﬂ (Im(zn))nZno’ (‘ZnDnZno

reelle Zahlenfolgen. Umgekehrt ist fiir zwei beliebige reelle Zahlenfolgen
(@n)n>n, und (by,)p>n, die Zahlenfolge (ay, + by, j)n>n, eine komplexe Zahlenfol-

ge.

Beispiel 10.4. (Zshg. von reellen und komplexen Zahlenfolgen)
Fiir die komplexe Zahlenfolge

(Zn)n>1 = <\/ﬁ+ %J)n

>1

gilt

Wir definieren nun die Begriffe beschrankt und konvergent bzw. divergent fiir
komplexe Zahlenfolgen.

Definition 10.5. (beschriankte und konvergente bzw. divergente kom-
plexe Zahlenfolge; Nullfolge)

Sei (zn)n>n, €ine komplexe Zahlenfolge.
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(1) (2n)n>n, heifit beschrdnkt, wenn (|,zn|)n>n0 nach oben beschrankt ist,
d.h. wenn ein K > 0 existiert, so dass fiir alle n > ng gilt: |2,| < K.

(2) (zn)n>n, heifit konvergent gegen z € C, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0
existiert ein Index n. > ngy so, dass fir alle n > n. gilt: |z, — z| < e.

War schreiben dann z, — z oder lim z, = z.
n—oo

(3) Konvergiert (z,)n>n, micht, so heif$t (z,)n>n, divergent.

(4) Konvergiert (z,)n>n, gegen 0, so heifit (z,)n>n, eine Nullfolge.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.6. (beschrinkte und konvergente bzw. divergente komplexe
Zahlenfolge; Nullfolge)

(a) (J")n>0 ist beschrankt, da |j"] = |j|" = 1 fir alle n > 0, also |j"| < K :=1
fir alle n > 0. Aber (j"),>0 ist divergent, denn
(1 fiir n = 4¢ mit ¢ € Ny,
Ji fiir n = 40 4+ 1 mit ¢ € Ny,
-1 fiir n = 44 + 2 mit £ € Ny,
| —J fiir n = 44 + 3 mit ¢ € Nj.

Da die Folge die vier (komplexen) Haufungswerte —1, 1, 7 und —j hat, ist
sie divergent.

1
(b) (\/ﬁ + —j) ist unbeschrankt, da
n n

(-

unbeschrankt ist. Aus dem nachfolgenden Satz folgt, dass sie somit
divergent ist.

n>1

1 =\"
(c) <<§ e’ 2) ) ist beschrankt und konvergent, denn
n>0

6]

ISIE]

|

EOREA T D L
2

2

n

w1
==,

n_l
2

=1
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und die Folge (1/2"),>¢ ist beschriankt und eine (konvergente) Nullfolge.
Die komplexe Zahlenfolge konvergiert ebenfalls gegen Null, denn fiir jedes
e > 0 gilt

1 -\" 1 " 1 1
\zn—O\:‘<§eﬂz) —0‘:|§632 :2_n§2n8 <e fiir alle n > ng,
wenn man n, € N mit
1 1 1 1
<eg = <= e _— _In(-)<n.
2ne £ In(2) £

wahlt.

Wir erhalten nun analoge Resultate zu dem Fall der reellen Zahlenfolgen.

Satz 10.7. (Eindeutigkeit des Grenzwertes und Beschrianktheit)

(1) Der Grenzwert einer konvergenten komplexen Zahlenfolge ist eindeutig
bestimmt.

(2) Jede konvergente komplexe Zahlenfolge ist beschrdinkt.

Folgerung 10.8. (unbeschrinkt —> divergent)
Aus Satz folgt, dass jede unbeschrdankte komplexe Zahlenfolge di-

vergent ist.

Beweis von Satz[10.7: Der Beweis kann analog zu dem Beweis von Satz ge-
fithrt werden. O]

Die Rechenregeln aus Satz gelten natiirlich auch fiir komplexe Zahlenfolgen.

Satz 10.9. (Grenzwertsitze fiir konvergente kompl. Zahlenfolgen)

Seien (2n)n>ng, (Wn)n>n, konvergente komplexe Zahlenfolgen und

z:= lim z, und w = lim w,,.
n—oo n—0o0

Dann gelten:
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(1) nh_{glo(szrwn) = (nll_{lélozn) + <hm wn) =z4+w

n—oo

(2) Jirglo(znwn) = <lim zn) : (lim wn> =z w

n—00 n—00
(3) lim |z] = |2
: a1 1 1
(4) Falls z # 0 ist, gilt lim — = — —
n—00 Zp lim 2z, =z
n—o0

Der Beweis dieses Satzes kann analog zu dem Beweis von Satz gefiihrt werden.

Der néchste Satz gibt dquivalente Charakterisierungen fiir die Konvergenz einer
komplexen Zahlenfolge und stellt einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz

der komplexen Zahlenfolge und dem Verhalten der Folgen des Real- und Imagi-
narteils her.

Satz 10.10. (Charakterisierungen der Konvergenz)

Sei (zn)n>n, €ine komplexe Zahlenfolge und z € C. Dann sind dquivalent:
(i) 2z =3 2
(i) |zn — 2| =30

(iii) Re(z,) =3 Re(z) und Im(z,) == Im(2)

Wir zeigen den Beweis, weil dieser instruktiv ist.
Beweis von Satz[10.10:
(i) < (ii) ist klar nach der Definition der Konvergenz.

(iii) = (ii): Es gelte (iii):

— |z, —z| = \/(Re(zn — z))2 + (Im(z, — z))2 X V02402 =0,
d.h. (ii) ist erfiillt.
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n—

(i) = (iii): Es gelte |z, — z| ™= 0. Dann folgt
’Re(zn) - Re(z)‘ = }Re(zn - z)‘
< \/(Re(zn — z))2 + (Im(2, — 2))

n—oo

= |z, — 2| — 0.

2

Nach Satz [5.34| folgt: (Re(z,) — Re(z)) X0, also Re(z,) == Re(z).

Im(z,) = Im(z) zeigt man genauso. O

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung von Satz [10.10]
Beispiel 10.11. (Anwendung von Satz [10.10)
1 1
(a) Fir (zp)p>1 = <\/ﬁ + —j> ist (Im(zn))n>1 = <—> zwar konver-
/) =1 - N/ n>1

gent, aber (Re(z,)) ., = (V/n) ., ist divergent. Also ist (z,)n>1 diver-
gent. - -

3n+27y _
b n)n>1 = | ————— t k t, d
(D) (2n)n>1 ( ] )n>1 ist konvergent, denn
PR L . L ¥ 3405 =3.

n+1 n+1 n+1
—— N——

n—oo n—oo
0

— 3 —

Als Letztes aber sehr wichtiges Beispiel untersuchen wir komplexe geometrische
Folgen (vgl. auch Bemerkung fiir reelle geometrische Folgen):

Bemerkung 10.12. (Konvergenz bzw. Divergenz der komplexen geo-
metrischen Folge)

Sei w € C fest. (w"),>0 heikt eine geometrische Folge.
Wir untersuchen, fiir welche w eine geometrische Folge konvergiert.

o Fall 1: |w| < 1. (w"),>p ist Nullfolge, denn

jw" — 0] = [w"| = |w|” =30, da|w| <1 (nach Beispiel [5.36).

o Full 2: |w| > 1. (w"),>¢ ist unbeschriankt, da |w"| = |w|". Also ist
(w™)p>0 nach Beispiel divergent.
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o Full 3: w = 1. (w"),>0 ist die konstante Folge (1),>0; also ist sie kon-
vergent gegen 1.

o Full 4: |w| =1mit w # 1. (w"),>0 ist divergent.

Um dieses zu sehen, schreiben wir w = €/ mit ¢ €]0, 27[. Dann gilt:
w" = ()" = ",

Also ,springt” die Folge auf dem Einheitskreis immer um den Winkel
¢ €10, 2m| weiter. Daher kann sie nicht konvergent sein.

Betrachten wir noch zwei konkrete Beispiele fiir geometrische Folgen.

Beispiel 10.13. (geometrische Folgen)

1+45\"
(a) <<£> ) ist divergent, da gilt
n>0

1=
1+4] 14| V12 + 12 1+
| = — = = und —= # 1.
1—j] 11—/ 124 (—1)2 1—

1 1 \"
(b) -+ -7 ist eine Nullfolge, da gilt
3 06 >0
L Y O T
3767 Vo3 Vse T

10.2 Unendliche Reihen: Definition, Beispiele

In diesem Teilkapitel lernen wir (unendliche) Reihen als Verallgemeinerung end-
licher Summen kennen. Man betrachtet diese als Folge der endlichen Teilsummen
und tibertrigt so die gingigen Konzepte von Folgen auf unendliche Reihen.

Wir beginnen mit der Definition einer unendlichen Reihe und deren Konvergenz
bzw. Divergenz.

Definition 10.14. (unendliche Reihe, Konvergenz und Divergenz)
Gegeben sei eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (ag)i>k,- Wir bilden die
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Teilsummen

n
Sy 1= E ay, n > k.
k=ko

(1) Die Folge (sp)n>k, heifft dann eine (unendliche) Reihe. Statt (s,)n>k,

schreibt man tiblicherweise
o

k>ko

(2) Die Reihe Z ap heifst konvergent, wenn die Folge (sy,)n>k, konver-

k>ko
gent ist.

Der Grenzwert s := lim s, heifit dann der Rethenwert von Z ay.

n—00
k>ko

(0]
Man schreibt dann Z ap  fir s, also

k=ko
o0 n
g ap = lim g ap = lim s, = s.
n—o0 n—oo
k=Ko k=ko

Achtung: Der Reihenwert andert sich in den meisten Fdllen, wenn man
den Startindex ko verdndert! Die Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe
hingt dagegen nicht vom Startindex ko ab.

Notation: Bei einer Reihe schreiben wir im Allgemeinen g aj.
k>ko

(0. ¢]

Nur, wenn wir wissen, dass die Rethe konvergent ist, schreiben wir E aj .

k=ko
Betrachten wir einige Beispiele unendlicher Reihen.
Beispiel 10.15. (unendliche Reihen)
1
(a) Wir betrachten Z D)
k>1
: . 1 1 1
Partialbruchzerlegung ergibt: ———m—=—- — —— k> 1.

k(k+1) k k+1°
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Damit folgt fiir die Teilsummen

_11 11+11 +11
1 2 2 3 3 4 n n+1
:_1n—>ool'

n+1

(Erklirung: Alle Terme bis auf 1/1 aus dem Term fiir £ = 1 und bis auf
—1/(n + 1) aus dem Term fiir £ = n kiirzen sich weg.) Also konvergiert

Z 1
= k(k+1)

und es gilt
>
i k1)

An diesem Beispiel kann man sehr schon sehen, wie der Reihenwert sich
bei Anderung des Startindexes ko verhélt. Beispielsweise folgt (mit einer
analogen Rechnung)

S L (Lo L)
k:5k(k+1)_naoo 5 n+1) 5

Eine Reihe, deren Wert sich mit dem in diesem Beispiel gezeigten Trick
berechnen lasst, heikt eine Teleskopreihe.

1
(b) Die harmonische Reihe Z % ist divergent, denn:

k>1
81:1,
I 3
:1 _ = —
S92 —|—2 9’
T P D
Sy =5 -+ - s - =854 = =
4 2 3 A 2 4 2 )
Y (S P TR
Sg = 5§ - — s - =84+ > =
8 4 5 S 4 4 9= 9’
= + S BN Lot ]
82m — S2m—1 2m_1 + 1 e 2m S2m—1 2m
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1. m+2
— 82m71 +— Z
—~— 2 2
> )
: . : : m+2 .
Mit vollstandiger Induktion zeigt man: som > 5 fir alle m > 0.

Also ist (sp,)n>1 unbeschrankt und daher divergent.

Der néchste Satz liefert uns ein Hilfsmittel bei der Untersuchung von unendlichen
Reihen bzgl. Konvergenz bzw. Divergenz.

Satz 10.16. (Eigenschaft einer konvergenten Reihe)

Ist Z ap  konvergent, so ist (ay)p>k, eine Nullfolge.
ke>ko

Beweis von Satz|10.16]: Ist Z ar konvergent, so gilt fiir jedes n > ky:
k>ko

n n—1
n—oo
anzg ak—g ar = Sy, — Sp—1 — s— s =0.
k=kqo k=kqo

Also ist (ay,)n>0 eine Nullfolge. O

Fiir die Anwendung von Satz [10.16] ist die folgende Bemerkung wichtig.

Bemerkung 10.17. (Anwendung von Satz (10.16))

(1) Ist (ak)g>k, eine Nullfolge, so kann man daraus nicht schliefen, dass

ap konvergent ist.
k>ko

Ein Beispiel hierzu haben wir in Beispiel |10.15 @ gesehen: Die harmo-
1
nische Reihe Z T ist divergent, obwohl (1/k)x>1 eine Nullfolge ist.
k>1
(2) In der Praxis wird Satz [10.16| meist so angewendet:

Ist (ar)k>k, keine Nullfolge, so ist Z aj  divergent.
k>ko
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Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 10.18. (Anwendung von Satz [10.16))
(a) Z(—k) ist divergent, da (—k)k>1 keine Nullfolge ist.

k>1
(b) z:(—l)/ZC ist divergent, da ((—1) )k>1 keine Nullfolge ist.
k>1
1
(c) Z (3 + 3—]€]) ist divergent, weil (3 + 3ij)k>1 keine Nullfolge ist.
k>1

Mit der geometrischen Folge kann man eine geometrische Reihe bilden.

Beispiel 10.19. (geometrische Reihe)
Sei w € C. Die Reihe
Dt

k>0
heifst eine geometrische Reihe.
Wir untersuchen, fiir welche w die Reihe konvergiert.

e Fall 1: |w| > 1. Nach Bemerkung [10.12]ist (w"*);> fiir diese w keine Null-
folge. Also ist Zwk fir |w| > 1 divergent.

k>0
1 _ n+1
e Full 2: |w| < 1. Nach Satz 4.32 gilt s, = Zw . Nach
Bemerkung [10.12] gilt w"™ "= 0. Daraus folgt
S "1-w 1-w
d.h. > w* ist konvergent mit dem Reihenwert 1/(1 — w).

k>0

Wir halten unsere Erkenntnisse aus der letzten Bemerkung als Satz fest.

Satz 10.20. (Konvergenz der geometrischen Reihe)
Ser w € C. Die geometrische Reihe

>t

k>0
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ist genau dann konvergent, wenn |w| < 1 ist. Fir |w| <1 ist der Reihen-

- 1
;wk:m-

(Fiir |w| > 1 ist die geometrische Reihe also divergent.)

wert

Betrachten wir einige Beispiele fiir geometrische Reihen.

Beispiel 10.21. (geometrische Reihe)

k
1 1
(a) Z o = Z <§) ist konvergent, weil es sich um eine geometrische Reihe
k>0 k>0

Zwk mit w = 1/2, also |w| = 1/2 < 1, handelt. Der Reihenwert ist
k>0
i1 - <1>k L,
ok 5 = T~
k=0 2 k=0 2 1—3
2\ " 2" 2\" 2\ 2\" 5
w2G) -26) -6)-6) -Z6) -3
je>2 k>0 k>0

und die neue Reihe ist eine konvergente geometrische Reihe mit w = 2/3,
also |w| = 2/3 < 1. Ihr Reihenwert ist

> /NP X /2\F 5 1 5 5 4
- = 2] —S = — - =3--=_.
S(5) =) 5mr=iovi3

k=2 k=0

(c) Wir zeigen mit Hilfe der geometrischen Reihe, dass 0,1 = 1/9 ist.

oo

01=0,1111... = ! + ! + ! + —Z 1
T 10 100 1000 "'_k:110k
1 1 1 1 10 1
:Zlok_loozl 1_1:7_125_1257
k=0 10 10

k
eine konvergente

N—

wobel wir genutzt haben, dass Zl_()k = Z <E
k=0 k=0

geometrische Reihe mit w = 1/10 ist.
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Der nachfolgende Satz hélt wichtige Rechenregeln fiir konvergente Reihen fest.

Satz 10.22. (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)
Seien Z ap und Z b, konvergent, und sei A € C. Dann gelten:
k>ko k>kqo
(1) Z(ak + by) ist konvergent, und Z (ar + bg) = Z ay + Z by..
kaO k= ko k= ]{30 k= ko
(2) Z()\ ap) ist konvergent, und Z()\ ag) = A Z ag.
k>kq k=kg k=kg

Beweis von Satz[10.29: Die beiden Aussagen folgen aus den entsprechenden Re-
chenregeln fiir konvergente komplexe Folgen (siehe Satz|10.9)). [

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.23. (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)

= 1 1
(a)zzk (k+1 Zk k+1 =5 173

(vgl. Beispiel m@ fir die Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite).

b — — — — _ — — _ — . _ —
<>Z(3) (3)2@ 9Z<3> 9 1-2" 3
wobei wir im zweiten Schritt die Indexverschiebung ¢ = k£ —2 mit den neuen

Grenzen £ = 2 — 2 = 0 und ¢ = oo — 2 = 0o durchgefiihrt haben. Bei der
Reihe im zweiten Schritt handelt es sich um eine konvergente geometrische

Reihe mit w = 2/3 (vgl. Satz [10.20)).

10.3 Absolut konvergente Reihen

In vielen Situationen kann man den Wert einer Reihe nicht direkt berechnen. Man
kann aber untersuchen, ob eine Reihe konvergiert oder nicht. Den Wert kann man
gegebenenfalls naherungsweise berechnen. — Leichter nachzuweisen als die Konver-
genz ist die sogenannte ,absolute Konvergenz“ einer Reihe. Nach der Einfithrung
der absoluten Konvergenz einer Reihe lernen wir drei sehr wichtige Kriterien zum
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Uberpriifen einer Reihe auf absolute Konvergenz kennen: das Majorantenkriteri-
um, das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium.

Definition 10.24. (absolute Konvergenz einer Reihe)

Die Reihe Z ap  heifst absolut konvergent, wenn Z lax|  konvergent

k>ko k>ko
15t.

Beispiel 10.25. (absolute Konvergenz einer Reihe)

(a) Fiir [w| < 1ist die geometrische Reihe Z w" absolut konvergent,
k>0

Do lwfl=) ol

k>0 k>0
ist konvergent nach Satz [10.20]

(b) Die Reihe ) (=1
k
k>1
denn wir haben in Beispiel [10.15][(b)] gesehen, dass

(D] =1
2 T‘ =27

k>1 k>1

denn

ist nicht absolut konvergent,

(=1D*

aller-

divergent ist. Wir werden spéter sehen, dass die Reihe Z
k>1

dings konvergent ist (siche ((10.4) auf Seite [344)).

Der néchste Satz halt fest, dass absolute Konvergenz eine starkere Eigenschaft als
Konvergenz ist, oder in anderen Worten: Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist
sie auch konvergent.

Satz 10.26. (absolute Konvergenz = Konvergenz)
Absolut konvergente Reihen (in R oder C) sind konvergent. Im Konver-

genzfall gilt:
<2 lail
k=ko

0]

>

k=ko
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Dass umgekehrt aus der Konvergenz einer Reihe nicht die absolute Konvergenz
folgt, zeigt Beispiel [10.25][(b)]

Wir lernen nun in Satzen [10.27], [10.29, [10.33] drei sehr wichtige Kriterien fiir die
absolute Konvergenz einer Reihe kennen.

Satz 10.27. (Majorantenkriterium und Minorantenkriterium)

Sei g ap eine unendliche Reihe.
k>ko

(1) Majorantenkriterium: Existiert ky > ko und eine reelle Folge (by) >k,
mat

(i) |ar| < by fir alle k > ki und

(11) Zbk konvergiert,
K>k

dann konvergiert Zak absolut.
k>ko

(2) Minorantenkriterium: Existiert ky > ko und eine reelle Folge (by) >k,
mit

(i) ar > by, >0 fir alle k > ky und

(11) Z by ist divergent,
k>ky

dann divergiert g a.
k>ko

Wir zeigen die Ideen der Beweise.

Beweisidee von Satz (fiir ky = ko):

n
(1) Fir s, := Z lag|, n > ko, gilt:
k=ko

® (Sy)n>k, it monoton wachsend, da
Spi1 — Sp = |apy1| >0 fir alle n > k.
o sp= lael <D b <> b, da by > ag| >0 fiir alle k > ky,

k=ko k=ko k=ko
d.h. (83)n>k, ist nach oben beschrénkt.
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Das Monotonieprinzip fiir Folgen (siche Satz [5.51)) liefert die Konvergenz
von (Sp)n>ke-

(2) Aus by > 0 fiir alle k£ > ky folgt, dass

n
(tn>n2k07 tn = Z bka

k=ko

monoton wachsend ist. Weil Z br divergent ist, muss (,),>k, nach oben
k>ko

unbeschréinkt sein. (Ansonsten wére nach dem Monotonieprinzip fiir Folgen

(siche Satz [5.51)) die monoton wachsende und nach oben beschriankte Folge

(tn)n>k, und damit die Reihe Z br konvergent.) Wegen ay > by, > 0 fiir

k>ko
alle k£ > ky gilt

n n
S, ::ZakZZbk:tn fiur alle n > k.
k> ko k=ko

Da (t,)n>k, nach oben unbeschriankt ist, ist auch (s;,)n>k, nach oben unbe-

schrankt und somit divergent. Also ist die Reihe Z aj, divergent. [l
k>ko

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.28. (Majorantenkriterium und Minorantenkriterium)
1

(a) Z =) ist absolut konvergent, denn:
k>1
: 1 1 1 y
(1) ﬁ = ﬁ S k‘(]{——l) fur alle k£ Z 2, und
.. 1 k=(+1 1
(i) Zk(k—l) - Z(zﬂ)z
k>2 =1

ist konvergent nach Beispiel [10.15][(a)]

1
Also ist Z e nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent.

7T2

=1
(Man kann zeigen, dass Z I Dieses geht z.B. mit Hilfe einer
k=1

geeigneten Fourierreihe.)
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ist divergent, denn:

1 1 1 1
i : = — fir alle k > 1, und
W vVE T VE VE Ok B
(ii) ist divergent nach Beispiel [10.15[(D)]

1V

H
| =

k>

1
Also ist Z ﬁ nach dem Minorantenkriterium divergent.

k>1

Mit der geometrischen Reihe als Vergleichsreihe liefert das Majorantenkriterium
zwei sehr niitzliche Kriterien fiir den Nachweis von absoluter Konvergenz: das

Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium.

Satz 10.29. (Quotientenkriterium)

Sei Z ap eine Reihe mit ap # 0 fir alle k > kg. Dann gelten:
k>ko

(1) Existieren ki > ko und 0 < g < 1 mit

Ak+1

ay

<gq fir alle k > kq,

dann 1st Z ar absolut konvergent.
k>ko

(2) Existiert ky > ko so, dass

Af41

ay

> 1 fiir alle k > kq,

dann 1st Zak divergent.
k>ko

Beweisidee von Satz[10.29:

(1) Es gilt

Ak+1 fiir alle & > kq,

ay

<q firallek>k = || < qla
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und durch wiederholte Anwendung folgt

g, o] < ¢ lag,| fiir alle £ € Ny,

Da Z ¢ lag,| = |ag,| Z ¢' wegen |q| < 1 absolut konvergiert, konvergiert

>0 >0
Z lag,+¢] = Z lag| und damit Z lax| absolut nach dem Majoranten-
>0 k>Fky k>ko
kriterium.
A+1| | i1]

(2) Aus > 1 fiir alle k& > kq folgt

ap | al
lags1| > |ax] >0 fir alle & > &y,
und wiederholte Anwendung liefert

\ag| > |ag,| >0 fiir alle £ > k.

Also ist (ag)g>r, keine Nullfolge, und Z aj ist divergent nach Satz|10.16
k>ko

(siehe auch Bemerkung [10.17[(2))). O

Bevor wir einige Beispiele fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums betrach-
ten, halten wir in den nachfolgenden zwei Bemerkungen noch niitzliche Hinweise
zur Anwendung des Quotientenkriteriums fest.

Bemerkung 10.30. (Formulierung des Quotientenkriteriums mit unte-
rem bzw. oberem Limes)

Sel Z ap eine Reihe mit a # 0 fiir alle £ > ky. Dann gelten:

k>ko
a
(1)  limsup |[—=*| <1 — g ap ist absolut konvergent.
k—r00 ag >k
70
. Ak+1 . .
2) 1 fl—1| >1 = t divergent.
(2) im in ~ g a st diverg

k> ko

Bemerkung 10.31. (praktische Anwendung des Quotientenkrit.)

Sei Z ar  eine Reihe mit a; # 0 fir alle & > kj. Angenommen, der
k>ko
Grenzwert

ak+1
e 10.1
- (10.1)

A := lim

k—o00
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existiert bzw. ist (als uneigentlicher Grenzwert) gleich co. Dann erhalten wir
die folgenden drei Fille:

e Full 1: A < 1. Dann ist Z a; absolut konvergent.
k>ko

Achtung: A hat nichts mit dem Reihenwert zu tun!

e Full 2: A > 1 (und auch A = o0). Dann ist Z ar divergent.
k>ko

e Fuall 3: A = 1. Das Quotientenkriterium liefert keine Aussage tiber Kon-
vergenz oder Divergenz!

Zu beachten ist, dass vorausgesetzt wird, dass der Grenzwert (|10.1)) existiert.
Existiert dieser nicht, so kann es durchaus sein, dass Satz [10.29| trotzdem an-
gewendet werden kann, um Konvergenz bzw. Divergenz zu zeigen.

Betrachten wir nun Beispiele fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums.

Beispiel 10.32. (Anwendung des Quotientenkriteriums)

1
(a) Z ] ist absolut konvergent, denn mit a;, := 1/k! gilt
k>0
1
et _|Grmi) L Kb R 1 ke
a 1 k+1)! 1 (k+DK  E+1 '

1
Also ist Z 0 absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium (in der

k>0
— 1
Formulierung von Bemerkung [10.31)). (Es gilt Z i e nach Beispiel
k=0
5.55])
B o
(b) Z o ist divergent, denn mit a; := k!/2" gilt
k>0
aper| |SEE] (kD) 2 (R DRI k1
a L S

k!
Also ist Z o divergent nach dem Quotientenkriterium (in der Formu-
k>0

lierung von Bemerkung [10.31)).
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(c) An den nachfolgenden drei Beispielen, sieht man, dass in Fall 3 in Bemer-
kung [10.31] tatséchlich alle moglichen Konvergenzsituationen auftreten kon-
nen.

1
Z = ist absolut konvergent (nach Beispiel [10.28|(a)]),
k>1

und mit ay 1= 1/k? gilt

I Y A R AN | 2%0\012_1
Ck+12 1 \k+1)  \141 “\1) T

1
Z z ist divergent (nach Beispiel [10.15(|(b))), und mit a; := 1/k gilt
k>1

1
(k+1)2
1

k2

QL+1

ayg

Z k ist divergent, denn (k)g>1 ist keine Nullfolge, und

k>1

k—oo

I+ - — 1

1
k k

k1] k41
| = _

In allen drei Fallen gibt das Quotientenkriterium in der Formulierung von
Bemerkung [10.31] keinerlei Aufschluss {iber Konvergenz oder Divergenz.

Wir werden spater zeigen, dass die nicht absolut konvergente Reihe

—1)*
Z(k)

k>1

konvergent ist. Hier gilt mit ay := (—1)"/k

(="

+1
(=D*
k

Af41

ay

1
(d) Fiir ) gilt mit ay := 1/(k* 4+ 1)

2
k+1
1
1| _ | TF1)PeT | _ 1 KR+l B+l
a eanl (E+12+1 1 (k+1)2+1
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_ ]{32+1 _ 1+% l<:—>o\o1
K+2k+2 1+2+2%

Also liefert das Quotientenkriterium (in der Formulierung von Bemerkung
10.31)) keine Aussage.

Wir wenden das Majorantenkriterium an:

_ 1 1 y
(1) |ax| = Ep Ao gﬁ fir alle £ > 1, und
1
(ii) Zﬁ ist konvergent.
k>1

1
Also ist g . nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent.
k>1

Als drittes Konvergenzkriterium lernen wir das Wurzelkriterium kennen.

Satz 10.33. (Wurzelkriterium)

Sei Z ar eine Reihe. Dann gelten:
k> ko

(1) Existieren ki > ko und 0 < g < 1 mit

Var| < q fir alle k > K,

S0 1st Z ar absolut konvergent.
k>ko

(2) Gilt $/|ag| > 1 fiir unendlich viele k, so ist Z a, divergent.
k> ko

Beweisidee von Satz[10.33:
(1) Es gilt:

Vag| < ¢ firalle k > ky — lag] < ¢*  fiir alle k > k.

Da 0 < q < 1 folgt wegen der Konvergenz der geometrischen Reihe

Z ¢"  mit|q| < 1,

k>ky
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mit dem Majorantenkriterium, dass Z ar und damit auch Z ay
k>ky k>ko
absolut konvergent ist.

(2) Es gilt:
\/|ax] > 1 fiir unendlich viele k
— lag] > 1F =1 fiir unendlich viele k

Also ist ist (ag)g>k, keine Nullfolge, d.h. Z ar st divergent (nach Satz
k>ko

10.16| und Bemerkung (10.17)). [

In den néchsten beiden Bemerkungen halten wir niitzliche Informationen zur prak-
tischen Anwendung des Wurzelkriteriums fest.

Bemerkung 10.34. (Wurzelkriterium mit oberem Limes)

Sei Z ar eine Reihe. Dann gelten:
k>ko

(1)  limsup v/|ax| <1 — Z ar ist absolut konvergent.

k—o0 >k
(2)  limsup v/|ax| > 1 — Z ap ist divergent.
k—o00 ke>ko

Bemerkung 10.35. (Praktische Anwendung des Wurzelkriteriums)

Sei E a  eine Reihe. Angenommen der Grenzwert A := lim +/|ay]
k—o00

k>ko
existiert oder ist (als uneigentlicher Grenzwert) gleich co. Dann erhalten wir

die folgenden drei Fille:

e Full 1: A < 1. Dann ist Z a;, absolut konvergent.
k>ko

Achtung: A hat nichts mit dem Reihenwert zu tun!

e Full 2: A >1 (und auch A = o0). Dann ist Z ar ist divergent.
k>ko

e Full 3: A = 1. Das Wurzelkriterium liefert keine Aussage {iber Konver-
genz oder Divergenz!

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir die Anwendung des Wurzelkriteriums.
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Beispiel 10.36. (Anwendung des Wurzelkriteriums)

k+1\" k+1\"
(a) Z( Ll ) ist absolut konvergent, denn: Mit ay := (L) gilt

2k 2k
k>1
k‘ l_k k+1 k_k k+1 k_k+1_1_|_i]€_>_o>ol<1
= ok )| V\ 2k ) " 2k 272k 277
| k+1)" o .
Also ist Z VS nach dem Wurzelkriterium (in der Formulierung

k>1

von Bemerlzung 10.35)) absolut konvergent.

2k \" 2k \"
(b) Z (k——i—1> ist divergent, denn: Mit ay := <k——|—1) gilt

k>1

JU2ENY 2k 20 jin0 2
SV \k+1)  k+114E 0 1

k
Also ist Z (—) nach dem Wurzelkriterium (in der Formulierung
k>1

von Bemerkung [10.35)) divergent.

(c) Die néchsten drei Beispiele illustrieren, dass in Fall 3 in Bemerkung [10.35
alle moglichen Konvergenzsituationen auftreten konnen:

1
Z e ist (nach Beispiel |10.28]|(a

k>1

absolut konvergent. Mit ay := 1/k? gilt

~—

wobei wir V& =3 1 (vgl. Beispiel [5.54)) genutzt haben.

1
Z z ist (nach Beispiel |[10.15(|(b))) divergent, und mit ay := 1/k gilt

k>1

=1,

il = 41— L
E o k

S
el

wobei wir vk e (vel. Beispiel |5.54)) genutzt haben.
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Z k ist divergent, da (k)x>1 ist keine Nullfolge ist, und mit ay := k gilt:
k>1

VNae] = Yk = VE=3 1 (vgl. Beispiel [.54).

In keinem der drei Beispiele gibt das Wurzelkriterium in der Formulierung
von Bemerkung [10.35] Aufschluss iiber Konvergenz oder Divergenz.

k k
(d) Fiir Z <1 + %) gilt mit  ap = (1 + %) ;

k>1
1 k
1 —_
(+5)

Also liefert das Wurzelkriterium (in der Formulierung von Bemerkung (10.35))
keine Aussage.

k k
1 o0 . . 1
Da aber (1 + E) s # 0 (vgl. Beispiel |5.55)), ist < <1 + —) )
k>1

k/|a/k‘ — k

= 1+1k—1+1’“—°>°1
N )k |

k
keine Nullfolge und die Reihe ist divergent nach Satz [10.16| (siehe auch

Bemerkung [10.17][(2)).

Zuletzt lernen wir die Cauchysche Produktformel fiir die Multiplikation von Rei-
hen kennen.

Hilfssatz 10.37. (Cauchysche Produktformel)

Sind die Reihen Z ap und Z b absolut konvergent, so ist auch die
k>0 k>0

3 (Z " m)

n>0 \ k=0

Reihe

absolut konvergent und es gilt:
o0

) (£)5 ()

Wir sehen in Satz [10.37, dass die Produktreihe eine spezielle ,Sortierung” hat.
Genauer werden die Folgenglieder werden geméf den Pfeilen in dem folgenden
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Diagramm zusammensortiert:
agby +agby +agbs +agbs+. ..

v
+ai1 by +a1 by +a1by +ayb3+. ..

v
4+as by +as by +as by +asbs +. ..

v
+a3b0 +a3b1 +a3b2 —|—CL353—|—...

+ ...

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 10.38. (Cauchysche Produktformel)
Fiir w € C mit |w| < 1 gilt (nach Satz [10.20))

und wir haben in Beispiel [10.25 gesehen, dass die geometrische Reihe absolut
konvergiert. Nach Hilfssatz [10.37] gilt

e (5) - (5) (&)

°°0<” w" w" )—kzoog(n—i—l)w”

0 =w"

10.4 Taylorentwicklungen

Erinnern wir uns an den Satz von Taylor (siche Satz [7.32)): Sei I ein offenes
Intervall, f € C*°(I) und xy € I. Dann gilt fiir jedes x € I und jedes n € Ny:

Z o £ = ) g £ ) )™

A\ 7

7

n—tes Taylorpolynom

Res%lied
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wobei der Punkt &, = &, , zwischen x und z liegt und im Allgemeinen von n,
und xg abhéngt (und nicht explizit gegeben ist).

Falls das Restglied fiir ein x fiir n — 0o gegen 0 konvergiert, erhélt man fiir dieses
x die Reihendarstellung

1) =3 & 1) (2 — )
k=0

Die Reihe auf der rechten Seite heift dann die Taylorentwicklung von f um z.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.39. (Taylorentwicklung der Exponentialtkt. um z, = 0)
Sei zg = 0. Fiir n € Ny und x € R gilt (wegen exp® (z) = e fiir alle k € Ny)

1 1
exp(r) =" = Heo (z — 0)" + CF s (z —0)"+!
k=0
~1 1 €n 1
— — n " 10.2
2" T (102)

wobei &, zwischen z und 0 liegt.

1
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe Z f ¥ fiir jedes € R

k>0
absolut, denn: Mit a; = z*/k! gilt fiir x # 0
1 kt1
Qk+1 [ k! 2] koo
ar, &k (k+1)'| | k+1
2k
Also ist Z 1 nach dem Quotientenkriterium fiir jedes z € R\ {0} absolut
k>0
konvergent. Fiir x = x9 = 0 ist die Taylorentwicklung trivialerweise absolut
konvergent, denn nur der Term mit & = 0 ist von null verschieden. Insgesamt ist
k
Z % also fiir alle z € R absolut konvergent.
k>0

k k
Da Z % fiir jedes x € R absolut konvergent ist, ist < ‘

_> _<@>
k>0 K ko kY ) iso

fiir jedes « € R eine Nullfolge. Diese Tatsache werden wir noch brauchen.
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1
Wir wissen also bereits, dass Z fa 2% fiir jedes € R absolut konvergent ist.

k>0
Aber ist der Grenzwert auch e*? Die Antwort ist ja, denn aus (10.2)) folgt

n 1 1 ‘ ’n—i—l
e’ — — 7k = ebn | = B e 2%
k! (n+1)! (n+1) ~~
k=0 —— 1st be—

a0 schrankt
—

(€)n>0 ist beschrinkt, denn fiir z > 0 gilt e*» € [1,e%] und fiir 2 < 0 ist
et € [e”,1]. Also hat die Exponentialfunktion die Taylorentwicklung

1
exp(z Z k_ r e R. (10.3)
k=0

Beispiel 10.40. (Taylorentwicklungen von sinh und cosh um xy, = 0)

Die Taylorentwicklungen fiir die C*°(R)-Funktionen sinh und cosh um zy = 0
lassen sich aus derjenigen fiir die Exponentialfunktion herleiten: Mit gilt
fiir alle x € R

k=0 0
1 — (1 oA kY _ — 1 po A kY _ - 1 20+1
=32 (@ ) =X g 0 ) =X
k=0 k=0 (=0
1, n 11, 1 N
cosh(x)—ﬁ(e +e )§<ZE$ —|—ZE(—$)>
k=0 k=0
1= /1 1 =1 1 =1
k=0 k=0 (=0
denn

L 1)k 0 fiir £ gerade, d.h. k£ = 2¢ mit ¢ € Ny,
] 2 fiir £ ungerade, d.h. k = 2¢ 4+ 1 mit £ € Ny,

2 fiir k gerade, d.h. k = 2¢ mit ¢ € Ny,
0 fiir £ ungerade, d.h. £ = 20 4+ 1 mit £ € Nj.

Aus Satz wissen wir bereits, dass die Taylorentwicklung um zy = 0 des
sinh bzw. des cosh fiir jedes x € R konvergent gegen sinh(x) bzw. cosh(x) ist.
Beide Reihen sind sogar fiir alle x € R absolut konvergent, wie man mit dem
Quotientenkriterium schnell zeigen kann.
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Beispiel 10.41. (Taylorentwicklung fiir Sinus und Cosinus um xy = 0)

Wie in Beispiel [10.39] zeigt man tiber die Konvergenz des Restglieds die nachfol-
genden Taylorentwicklungen des Sinus bzw. des Cosinus:

&
sin(z) = Z T 22 zeR,

iy
e}
/

0 1 / )
cos(zx) = Z ((26))! 2% z € R.

Beide Reihen sind fiir alle z € R absolut konvergent. Wir zeigen die Details in
einer Ubungsaufgabe.

Betrachten wir nun noch ein weiteres interessantes Beispiel.

Beispiel 10.42. (Taylorentwicklung von In(x 4+ 1) um zy = 0)
Sei f(z) =In(x+1) mit z > —1, und 2y = 0. Dann gilt f € COO(] —1, oo[), und

f(z) =In(z + 1), fl@)=(@+1)7
f'(a) = —(x+1)72 [ ) =2(x+1)7
fA@)=-2-3(x+1)4 fO)=2-3-4(x+1)7",

fP ) = (=) (n =Dz +1)7",

e
also

£(0) { In(1) =0 fiir k = 0,

(-t (k—-1!  firkeN.

Nach dem Satz von Taylor (vgl. Satz [7.32) gibt es fiir jedes x > —1 und jedes
n € Ny ein &, = &, » zwischen x und 0, so dass gilt

0! 1! 2! 3! L (n=1
ln($+1):OJFﬁiUl—5x2+§x3—ﬂx4+...+(—1) ! R
(&, + 1 —(n+1)
I R e
(n+1)!
R A 7" Lt 1
PG
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n k xn—i—l 1

_ o k—lx_ 1\
—k_l( 1) k+< 1) nt1 (6t )l

Fir z € [0, 1] gilt &, € [0,z] C [0, 1], und daher folgt

n k

In(z+1) — Y (1) %

k=1

. xn—&—l 1
= (_1> n+1
n+1 (& +1)

B ‘x‘n—i-l 1 < 1 n—o0 0
n+1 (&E+D) T n41 '
n+1

e (o+11)n+1 =1

Also gilt fiir z € [0, 1]
k:I

Insbesondere folgt fiir x = 1:

oo

—1__-|_————|—5—.... (10.4)
k=1

Tatséchlich konvergiert die Reihe
k
T
>V
k>1 k

fur alle x €] — 1, 1] absolut nach dem Quotientenkriterium. Fiir z = 1 ist die
Reihe konvergent, aber nicht absolut konvergent. Fiir x = —1 und |z| > 1 ist die
Reihe divergent. Dies sieht man wie folgt:

e Full 1: Fir x = 1 erhalten wir

L 1k; B (_1)k—1
> (=1F = > Pt

k>1 k>1
und diese Reihe ist nach ((10.4)) konvergent (mit dem Reihenwert In(2)).
e Full 2: Fir x = —1 erhalten wir
L (=1)F 1 1
DT =) ()=
k>1 k>1 k>1

und dieses ist (—1) mal die harmonische Reihe. Die harmonische Reihe ist
divergent nach Beispiel [10.15][(b)]
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e Full 3: Fiir |x| > 1ist (‘(—1)’€ %

jaY

k
) und damit auch ((—1) —)
k>1 k /g1

keine Nullfolge, denn

kfk

1 -

‘l"k 61n(\x|)~k
ko k7

und mit der zweiten Regel von de I'Héspital folgt fir |z| > 1

1
lim — — i oy = 0.
e G E R T () O e Tn (Ja]) - Ja

k k
Also ist (‘ (—1)k T ) und damit auch ((—1)k :c_) unbeschrankt,
k1) i1 k)=

also keine Nullfolge, und nach Satz[10.16] (siche auch Bemerkung [10.17]
ist die Reihe somit divergent.

k
o Fall 4: Fiir |z| < 1, also z €] — 1,1[, gilt mit aj, = (—1)"* T fir o # 0

k
R

ar| ‘ (_1)kz el | (—1)kkajk+1

- —1 z* —1)k—1 k
o @4y1? ) (h+ D)z

k:—)oo
] = —— o] — 2| < 1.
k+1 1+k

k
Also konvergiert z:(—l)k_1 :% fir alle x # 0 mit |z| < 1 absolut nach
k>1

T
dem Quotientenkriterium. Fiir x = 0 ist z:(—l)k*1 ” trivialerweise
k>1

k
absolut konvergent. Insgesamt ist 2:(—1)16_1 :% fir alle z € R mit
k>1
|z| < 1 absolut konvergent.

Frage: Gilt

0
Z k1$

k=1

fir alle x €] — 1,1]? Oder gilt dieses vielleicht nur fir x € [0, 1]7

Betrachten wir ein Beispiel fiir eine Taylorentwicklung um einen Punkt xy # 0.
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Beispiel 10.43. (Taylorentwicklung der Exponentialfkt. um z; = 1)

Wir entwickeln exp € C®(R) um zy = 1 und nutzen dabei exp®)(z) = e* fiir
alle k € Ny. Fiir jedes z € R und alle n € Ny gibt es nach dem Satz von Taylor
(vgl. Satz[7.32)) ein &, = &, ,» zwischen 1 und z, so dass

ol ol , ol i ok
e’ = e +1' (x—1)+§(a:—1) +"'+E(aj_1) +(n+1)!

(:L‘ _ 1)n+1

&n

- ;H(x— 1)F + CES] (z —1)"*.

Ist > 1, so gilt &, € [1, 2] und somit |e*"| < e, und ist < 1, so gilt &, € [z, 1]
und somit |et*| < el = e. Damit folgt fiir jedes z € R, dass

i &n
T € k|l € n+1
e —Za(x—l) (n+1)!(x—1)
k=0
_ |6£n‘ ‘ . 1|n+1 < emax{l,x} |$ _ 1’n+1
(n+1)! - (n+1)!
jz — 1"

In Beispiel |10.39 haben wir bereits gesehen, dass ( > fiir jedes x € R
n>0

n!

eine Nullfolge ist. Also gilt

ex—zke'(x—l)

und wir sehen, dass die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion um zy = 1
fiir jedes = gegen exp(z) = e* konvergiert, also

‘[E _ 1‘71—&-1 n—soo 0
(n+ 1)! n

max{1,z}

_6

(0]
e
exp(x Z—' :L‘—l x € R.
k=

k!
0

Als letztes Beispiel betrachten wir eine Funktion, deren Taylorentwicklung nur im
Entwicklungspunkt gegen die Funktion konvergiert.

Beispiel 10.44. (Taylorentwicklung, die nicht gegen f konvergiert)
Die Funktion
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ist in C*(R). Dass man f in x = 0 beliebig oft differenzieren kann, ist nicht
offensichtlich, aber man kann es mit Grenzwertbetrachtungen und den Regeln
von de I’'Hospital nachweisen. Dabei findet man

f®0)=0  firalle k € Ny.

Damit gibt es nach dem Satz von Taylor (mit xy = 0) zu jedem x € R und jedem
n € Ny ein §, = &, , zwischen 0 und z, so dass gilt

1

_ 1 . 2 1 n (n+1) n+1
=T:(rx;0)

- f(TH—l)(gn) xn—i—l
- (n+1) '

Hier gilt also fiir jedes n € Ny, dass das Taylorpolynom die Nullfunktion ist, also
To(z;0) =0  fiir allen € N,

und somit ist die Taylorentwicklung von f um zy = 0 ebenfalls die Nullfunktion.
Diese konvergiert fiir alle € R, aber sie stimmt nur in z = o = 0 mit f(x)
iberein.

Das letzte Beispiel illustriert also, dass die Taylorentwicklung einer auf einem of-
fenen Intervall I unendlich oft differenzierbaren Funktion f auch in den Punkten,
in denen die Reihenentwicklung konvergent ist, als Reihenwert nicht den Funkti-
onswert haben muss. Wir halten dieses in einem Satz fest.

Satz 10.45. (Taylorentwickung einer C*°-Funktion um x)

Seien I ein offenes Intervall, f € C*(I) und xy € I. Die Taylorentwicklung
von f um x,

) (
T(x; ) := Z ) (@ — 20)",

k!
k>0

konvergiert immer fir x = xy gegen f(x). Fir x # xy kann die Taylorent-
wicklung T'(x; xg) konvergieren oder divergieren. Wenn die Taylorentwicklung
T(x;x0) fir einx € I\{xo} konvergiert, so muss der Reihenwert nicht gleich

f(x) sein.
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10.5 Potenzreihen

Potenzreihen sind eine Verallgemeinerung der Idee einer Taylorentwicklung. Un-
abhéngig von einer vorgegebenen Funktion betrachten wir beliebige Reihen

ch (2 — 20)F, z€R (oder z € C). (10.5)
k>0

Diese miissen natiirlich nicht fiir alle z # 2y konvergieren; es muss jeweils unter-
sucht werden fiir welche z eine solche , Potenzreihe” (eine Reihe in Potenzen von
(z — 29)) konvergiert. Fiir die z, fiir welche die Reihe konvergiert,
definiert die Potenzreihe eine Funktion in z. Wir werden sehen, dass Po-
tenzreihen immer auf offenen Intervallen |zyp — R, zp + R| fur reelle z bzw. auf
offenen Vollkreisen {z € C : |z — 29| < R} fiir komplexe z absolut konvergieren,
wobei R der sogenannte Konvergenzradius ist (mit R in [0, co[U{occ}).

Definition 10.46. (Potenzreihe)

Sei (ck)r>o eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge, und sei zy € C. FEine
unendliche Reihe der Form
Z e (2 — 20)"

k>0

heifit eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z, (oder um zy). Man
bezeichnet die ci, k € Ny, als die Koeffizienten der Potenzreihe.

Beispiel 10.47. (Potenzreihen)

(a) Die geometrische Reihe Z 2F st eine Potenzreihe mit 2o = 0 und ¢ = 1,

k>0
k € Np.

(b) Die Taylorentwicklung von exp um o = 0 (vgl. Beispiel [10.39)

1
27

k>0

ist eine Potenzreihe um zy = 0 mit ¢ = ik k € N.

(¢) Die Taylorentwicklung von cosh um zy = 0 (vgl. Beispiel {10.40)

1 2
2 201~ g

£>0
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ist eine Potenzreihe um 2y = 0 mit

1 1

. fiir k = 2¢ gerade,
cp = kL (20)!

0 fiir £ ungerade.

-1 k—1
(d) Z (T) (z—1)" st eine Potenzreihe um zy = 1 mit
k>1

0 fir k=0,

Cr — (_1)k—1

? fir £ € N.

(e) Jede Polynomfunktion ist eine Potenzreihe um jeden beliebigen Entwick-
lungspunkt zp € R. In diesem Fall sind nur endlich viele Koeffizienten cy,
von null verschieden; die Formeln fiir die ¢; hangen natiirlich vom Entwick-
lungspunkt z; ab.

Wir untersuchen jetzt Potenzreihen auf absolute Konvergenz: Es ist
klar, dass jede Potenzreihe um zj,

Z ok (z — zo)k,

in z = 2y absolut konvergent ist

(denn > e ( (20— 20) 20)" | = !co|>

k20 =0 wenn kEN
und dass fiir z = 2
(0]
E ZO—ZQ E Ck ZO—ZO :CO
k>0 k=0
gilt. Was lédsst sich aber {iber die Konvergenz oder Divergenz in Punkten z # z

aussagen? Um dies zu untersuchen, betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 10.48. (Konvergenz/Divergenz von Potenzreihen)

(a) Nach Satz [10.20]ist die geometrische Reihe

>

k>0
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()

fir alle |z|] < 1 konvergent, und zwar (nach Beispiel [10.25 absolut
konvergent. Fiir |z| > 1 ist die geometrische Reihe dagegen divergent.

Die Menge aller z € C, fiir welche die geometrische Reihe absolut konver-
giert, ist also der offene Vollkreis um 0 mit Radius 1 (d.h. das Innere des
Kreises um 0 mit Radius 1), also die Menge {z € C : |z| < 1}.

Wir betrachten die Potenzreihe

k>1

und wenden das Wurzelkriterium an: Mit ay, :=

Al

1 k—o00
W\z—l\ — |z — 1],

) Y

it = {f| =%

1

wobei wir vk iy (vgl. Beispiel [5.54)) genutzt haben. Nach dem Wurzel-
kriterium konvergiert also die Potenzreihe fiir |z — 1| < 1 absolut, und fiir
|z — 1| > 1 ist sie divergent. In z = 0 ist die Potenzreihe divergent, und in

z = 2 ist sie konvergent (aber nicht absolut konvergent). Siehe Fall 1 und 2
in Beispiel [10.42] fiir die Details.

Die Menge aller z € C, fiir die die Potenzreihe absolut konvergiert, ist also
der offene Kreis (d.h. das Innere des Kreises) um 1 mit Radius 1, also die
Menge

{zeC : |z—-1| < 1}.
Mit Hilfe des Quotientenkriteriums zeigt man, dass die Reihe

1
257

k>0
fiir alle z € C absolut konvergent ist (vgl. Beispiel [10.39)).

Wenden wir das Wurzelkriterium auf die Potenzreihe

> Kz —2)F

k>0

an, so erhalten wir mit a := k* (2 — 2)F

0 fiirz=2,
YNanl = {1+ (2 = 205 = {5 |2 — 2 = k|22 =%
oo fiir z # 2.
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Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Potenzreihe also nur im Punkt
z = 2 absolut. Fiir alle anderen z € C ist sie divergent.

In den Beispielen haben wir drei Falle beobachtet:
(1) Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C absolut.

(2) Die Potenzreihe ist im Inneren eines Vollkreises um zy absolut konvergent;
aufserhalb dieses Vollkreises ist sie divergent.

(3) Die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 2y absolut, und in allen anderen
Punkten z # z; ist sie divergent.

Damit sind bereits alle Falle abgedeckt!

Satz 10.49. (Konvergenzradius einer Potenzreihe)

Sei
Z cp (2 — zo)k
k>0
eine Potenzreihe und
C' := limsup v/|cx|.

k—o00

Dann gilt:
(1) Falls C' = 0 ist, konvergiert die Potenzreihe fiir jedes z € C absolut.
(2) Falls C' €]0,00[ ist, so konvergiert die Potenzreihe fir z € C mat

|z — 2] < I absolut, und fir z € C mit |z — 2| > e divergiert sie.

(3) Fualls C' = 400 ist, konvergiert die Potenzreihe nur fir z = zy absolut.
Fiir z € C mit z # 2y st sie divergent.

R := — heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe.

C

Hierber setzen wir — := +oo und —— := 0.
0 +00

Beweis von Satz [10.49: Nach dem Wurzelkriterium ist die Potenzreihe absolut
konvergent, wenn

lim sup {“/‘ck (z—20)k| < 1

k—o00



10.5. Potenzreihen
352 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

ist, und divergent, wenn lim sup (“/ ‘ck (z — zo)k’ > 1 gilt. Wir finden

k—oo

lim sup {“/}ck (z — 20)%| = lizn sup </|ck| |z =zl
—00

k—o0

= limsup v/|ck| |z — 20| = C'|z — 2.

k—o0

Falls C'|z — 29| < 1, also falls |z — 29| < 1/C =: R, ist die Potenzreihe nach dem
Wurzelkriterium absolut konvergent. Fiir C'|z — zp| > 1, also wenn |z — zy| >
1/C =: R, so ist die Potenzreihe nach dem Wurzelkriterium divergent. L]

Die nachste Bemerkung liefert ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Berechnung des
Konvergenzradius.

Bemerkung 10.50. (praktische Berechnung des Konvergenzradius)

1
(1) Falls lim «/|cg| existiert, so gilt C' = lim /|cx| und R = —.
k—o00 k—r00 C
1
(2) Falls lim Chd existiert, so gilt C' = lim G4 nd R= -
k—oo | Cp k—oo | C C

Berechnen wir den Konvergenzradius nun fiir einige Beispiele.

Beispiel 10.51. (Konvergenzradius)

> k
W Yoy ey

k>1 E>1

Hier konnen wir Bemerkung |10.50 nutzen und finden mit ¢, := 1/k>

1
(k+1)2
1

k?

E\? 1 \?
=lim | —— ] = lim -] =1
k—oo \ k + 1 k—oo \ 1 —+ T

Also ist der Konvergenzradius R = 1/C' = 1/1 = 1 und die Potenzreihe
konvergiert absolut fiir |z + 1| < 1 und divergiert fiir |z + 1] > 1.

Ck+1

Ck

: k?
=G

= lim
k—o0

C = lim

k—o0

Alternativ kann man auch direkt mit dem Quotientenkriterium arbeiten:
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Mit ay := (2 + 1)%/k? gilt fiir 2z # —1

(z41)F+1
apr| _ | TG0z | _ | (24 1)k g2 _ k2 .Y
a, aat ) (k+1?2(z+ 1% (k+1)

Y \z—l—l\:( 1) \z—|—1\2>o\z—i—1|.
k+1 I+ 4

Nach dem Quotientenkriterium liegt absolute Konvergenz fiir z € C\ {—1}
mit |z + 1] < 1 vor und Divergenz fiir z € C\ {—1} mit |z 4+ 1| > 1. Fiir
z = —1 ist die Potenzreihe trivialerweise absolut konvergent. Der Konver-
genzradius ist somit R = 1.

k2
k>1 k

Da hier jeder zweite Koeffizient der Potenzreihe null ist (alle ¢y mit unge-
radem ¢ sind Null), kénnen wir hier Bemerkung [10.50| nicht nutzen. Wir

. . . k2 .
wenden das Wurzelkriterium direkt an: Mit  a; := (ﬂ) 22k gilt

k
k2
(k + 1) 2
k

E41\*
k
1 k K
:<1+E> \z|2ﬂ>oe\z|2,

k

k ‘Z|2k

il = §

k k—oo

wobel wir (1 + %) — e (vgl. Beispiel [5.55)) genutzt haben. Also liegt nach
dem Wurzelkriterium absolute Konvergenz fiir

9 5 1 1
elz|” <1 = |2|* < - = 12| < —=
€

NG

vor und Divergenz fiir |z| > 1/4/e. Der Konvergenzradius ist somit R =

(—=1)"
2 G

>0

-

Da hier jeder zweite Koeflizient der Potenzreihe null ist (alle ¢; mit unge-
radem k sind Null), konnen wir hier Bemerkung [10.50| nicht nutzen. Trivia-
lerweise ist die Potenzreihe in z = 0 absolut konvergent. Wir wenden das
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. Lo . -0
Quotientenkriterium direkt an: Mit  ay := 20) 2= gilt fiir 2 # 0
(—1)™ 2042
Qs CED) + _ (_1)£+1 5 20+2 (20)!
ay (( ))f »2 (20 + 2)! (—1)f 2%
( ) | ’2 _ ’2‘2 Zeos 0
T (20+2)! (204 1) (20+2) '
ape1

Es gilt glim = 0 < 1 fiir alle z € C\ {0}, und somit ist die Potenzreihe
—00

nach dem Quotientenkriterium fiir alle = € C\ {0} absolut konvergent.
Insgesamt ist die Potenzreihe also fiir alle z € C absolut konvergent, und
der Konvergenzradius ist daher R = +o0.

10.6 Die Summenfunktion einer Potenzreihe

Im letzten Teilkapitel interessieren wir uns fiir die durch eine Potenzreihe um z
mit Konvergenzradius R > 0 auf dem offenen Kreis {z € C : |z — z| < R}
definierte Funktion. Wir untersuchen deren Stetigskeits-, Differenzierbarkeits- und
Integrierbarkeitseigenschaften.

In diesem Teilkapitel sei also
Z e (2 — 20)"

immer eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Definition 10.52. (Summenfunktion einer Potenzreihe)

Sei Z cr (2 — 20)"  eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
k>0

Die Funktion

f:{z€C : |z— 2| <R} —C, chz—zo :

k=0

heifst dann die Summenfunktion der Potenzreihe.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Summenfunktionen von Potenzreihen.
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Beispiel 10.53. (Summenfunktion einer Potenzreihe)

()

(b)

Fiir die geometrische Reihe gilt (vgl. Satz [10.20))

1
k
E = < 1.
z 1 Z, |Z‘

k=0

Mittels der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion um zy = 0 (vgl. Bei-
spiel [10.39)) definieren wir die komplexe Exponentialfunktion:

exp(z ik;l z € C.

Fiir z € R stimmen ihre Werte mit denen der reellen Exponentialfunktion
iiberein, d.h. wir haben die Exponentialfunktion von R auf C fortgesetzt.
(Genauer: Wir wissen aus Beispiel [10.39] dass die Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion fiir alle 2z = x € R absolut gegen die Werte e* der
reellen Exponentialfunktion konvergiert. )

Mittels der Taylorentwicklungen des Sinus und des Cosinus um zy = 0
(vgl. Beispiel [10.41]) definieren wir die komplexe Sinusfunktion und die
komplexe Cosinusfunktion:

cos(z) := i (_1)% 22, z € C.

Auch hier liegt jeweils eine Fortsetzung der reellen Funktion Sinus bzw. Co-
sinus von R auf C vor.

Mittels der Taylorentwicklungen des Sinus hyperbolicus und des Cosinus
hyperbolicus (vgl. Beispiel [10.40|) definieren wir den komplexen Sinus
hyperbolicus und den komplexen Cosinus hyperbolicus:

=~ 1
sinh(z) := Z DI — R z € C,

|
—~ (2k+1)!
— 1
cosh(z) := Z o] 22k z € C.
k=0 ’

Auch hier liegt jeweils eine Fortsetzung der reellen Funktion sinh bzw. cosh
von R auf C vor.
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In der nachsten Bemerkung halten wir einige wichtige Rechenregeln fiir die neu
eingefithrten komplexen Funktionen Exponentialfunktion, Sinus, Cosinus und die
komplexen hyperbolischen Funktionen fest.

Bemerkung 10.54. (Rechenregeln fiir exp, sin, cos, sinh, cosh auf C)

(1) e*e” =e*™ fiir alle z,w € C.

1
(2) sinh(z) = 5 (e —e*) firalle z € C,
1
cosh(z) = 5(62 +e %) fiiralle z € C.
1 .
(3) sin(z) = 57 (e/* —e %) fiir alle z € C,
J
1

cos(z) = 5 (e +e7/*) fiir alle z € C.

(4) €’* = cos(z) +sin(z)j fiir alle z € C.
(Euler-Formel; vgl. Bemerkung 4.16))

Beweis von Bemerkung |10.54):
(1) Es gilt

[
[
| —
’5?
_|_
g
=

= € ,

wobei wir im zweiten Schritt die Cauchysche Produktformel (siehe Hilfs-
satz [10.37)) und im vierten Schritt den binomischen Satz (siche Satz [4.36)

verwendet haben.

(2) Dieses folgt durch Nachrechnen. O
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(3) Es gilt

k=0 k=0
= %g%zk 7" = (=]
-
- =j 3% =i (=1
- % i (2 i A
- i (2(e_+1)f)! 2 = sin(2),

wobei wir im fiinften Schritt genutzt haben, dass 1—(—1)* nur fiir ungerades
k, also k = 2¢+1 mit ¢ € Ny, von 0 verschieden ist; dann gilt 1 —(—1)* = 2.

Eine analoge Rechnung liefert die Formel fiir cos(z).

(4) Mit Bemerkung [10.54]|(3)| folgt

cos(z)+sin(z) j = % (ejz+e_j2)+%(ejz—e_jz) = /7. O

Der néchste Satz hélt die Stetigkeits-, Differenzierbarkeits- und Integrierbarkeits-
eigenschaften der Summenfunktion einer Potenzreihe um xy € R fest.

Satz 10.55. (Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit der
Summenfunktion einer Potenzreihe)

Seien g € R, (cx)r>0 eine reelle Zahlenfolge und

oo

f@)=Y e (x—mx)",  x€lng—Rao+ R, (10.6)
k=0
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die Summenfunktion der Potenzreihe Z ek (r — xo)k mit Konvergenzradius

k>0
R > 0. Dann gelten:

(1) f istin |xg — R,zo + R| stetig und beliebig oft differenzierbar mit

fi(x) = Z crk (x —x0) " = Z cer (C+1) (= a0)',
k=1 =0

@)=Y ak(k—=1)(z—20)" > =) cra(t+2) (L +1) (x - x),
k=2 (=0

(2) f hat in |xg — R, zo + R| eine Stammfunktion, 2.B.

- 1 - 1
F(x) = ch T (x — x0)" ! = ZCg_l : z(m—xo)é.
k=0 =1

Die Reihen, die f', f",.... f" und F definieren, haben jeweils denselben Kon-
vergenzradius R wie die urspringliche Rethe ((10.6]).

In Worten ausgedriickt besagt Satz [10.55] dass man die Summenfunktion einer
Potenzreihe auf dem Konvergenzintervall |zo — R, zo + R]| differenzieren bzw. in-
tegrieren kann, indem man jeweils den Term hinter dem Summationszei-
chen differenziert bzw. integriert.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.56. (Differenzieren und Integrieren der Summenfunktion
einer Potenzreihe)

- 1
(a) ;xk =T |z| <1, wobei z € R
Ableiten auf beiden Seiten liefert:

= _ 1
k=1
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ik(k—l)ack_ZzL, lz] < 1.
(1 —x)?
k=2
Hieraus kann man z.B. mit ((10.7)) herleiten, dass gilt:
i Zkzx —J:Zk:xk L= L _ ¢ : lz| < 1.
(1—2)> (1—ux)?
k=0 k=1
(b) ixk L lz| <1, wobei x € R

1 o ZC, Y
k=0
— /ixkdx:/ ! dx x| <1

l—z
k=0

— 1

— " =—In(l —z) +¢, lz| < 1
k+1

k=0
Setzt man auf beiden Seiten x = 0, erhélt man 0 = —In(1) +¢ < ¢ =0.
Also gilt:

In(1 — x) Y —ilazg, lz] < 1.

k 4
k=0 =1

Ersetzt man x mit || < 1 durch —z mit | — z| = |z| < 1, so folgt

1n(1+x):—2%(—x)5:2(_1€ o e < 1.

Fiir x > 1 ist die Reihe divergent.



10.6. Die Summenfunktion einer Potenzreihe
360 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn




Anhéange

361






ANHANG A

Grundlagen aus der Schule

A.1 Rechnen mit reellen Zahlen

In diesem Teilkapitel seien a, b, c reelle Zahlen.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Addition reeller Zahlen:
(1) Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+ (b+c¢)

(2) Kommutativgesetz: a+b=b+a

Wegen des Assoziativgesetzes der Addition spielt es keine Rolle, in welcher Rei-
henfolge wir die Additionen ausfiihren. Wir diirfen daher die Klammern auch
einfach weglassen, also:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Multiplikation reeller Zahlen:

(1) Assoziativgesetz: (a-b)-c=a-(b-c)

(2) Kommutativgesetz: a-b=0b-a

Wegen des Assoziativgesetzes der Multiplikation spielt es keine Rolle, in welcher
Reihenfolge wir die Multiplikationen ausfithren. Wir diirfen daher die Klammern

363
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auch einfach weglassen, also:

(@-b)-c=a-(b-c)=a-b-c

Weiter gelten die beiden Distributivgesetze:

(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c.

Generell gilt ,,Punkt(rechnung) vor Strich(rechnung)*, d.h. ist ein Aus-
druck mit Multiplikationen oder Divisionen (also Punktrechnungen) und Ad-
ditionen oder Subtraktionen (also Strichrechnungen) gegeben, so miissen die
Punktrechnungen zuerst ausgefiihrt werden, wenn es nicht durch Klammerset-
zung anders vorgegeben ist.

Beispiel A.1. (,,Punkt vor Strich*, Klammersetzung)

13+2-44+7=13+8+7=28,
(13+2)-44+7=15-4+7=60+7 = 67.

Wie sehen an dem obigen Beispiel, dass die Klammersetzung eine entscheidende
Rolle spielt.

Auch wenn man nur Additionen und Subtraktionen hat, spielt die Klammerset-
zung eine Rolle, denn es gelten:

a—(b+c)=a—-b—c,
a—(b—-c)=a—-b+c,
a+(b—c)=a+b—c
Dieses folgt aus den obigen Gesetzen, indem man die Subtraktion mittels
a—b=a+(-1)-b
als Addition auffasst:
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A.2 Bruchrechnung

In der Unter- und Mittelstufe lernt man die rationalen Zahlen Q, also die Menge
aller Zahlen der Form
m

— mit m,n € Z, wobei n # 0,
n

kennen. Solche Zahlen nennen wir Briiche. Spéter werden in der Schule auch
,Briiche* betrachtet, deren Zahler und Nenner nicht mehr in Z sondern beliebige
reelle Zahlen sind, wobei der Nenner natiirlich nach wie vor ungleich null sein
muss, also z.B.

s V2 e

— — d —.

5 5 oder 77
Fiir das Rechnen mit Briichen gelten die Rechenregeln aus dem nachfolgenden
Hilfssatz.

Hilfssatz A.2. (Rechenregeln der Bruchrechnung)
Folgende Rechenregeln gelten fiir reelle Zahlen a,b,c und d:

a a-c
(1) Erweitern und Kirzen: > =

(11) Addition von Briichen mit gleichem Nenner: a + - =

_|_

(1i1) Addition allgemeiner Briiche:

alo
o
SH

Q
o

(1v.a) Multiplikation von Brichen:

&l o
SH

(1v.b) Multiplikation mit a € R: a-

ol S| Q S|
—

Ol o
.
(o]

(v) Kehrwert:

&I0|H
I
—
Ul
I
—
o
I
o

(vi) Doppelbruch:

I
SalllES
|
SHES

ol X
S
SH

QO

lalel e
S
(@)

Dabei gilt: Kein Nenner darf dabei gleich null sein! Bei Doppelbriichen
setzt man den Hauptbruchstrich auf Héhe des Gleichheitszeichens.
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Betrachten wir einige Zahlenbeispiele fiir die Rechenregeln aus Hilfssatz [A.2]

Beispiel A.3. (Rechenregeln der Bruchrechnung)

) B_TA_T
32 8-4
2 )

b _

(b) -+

1 2.1 3.1 2 5

= 4+ —— = — _

3 2.3 3.2 6 6

(d>§ 4 33-4 3-11-4 3
28 11 28-11 7-4-11 7

3
(C)--i- +6

7 3.7 3.7 7
g. L2 _°2°_°
(©) 35 3.3 3
1 33
VI
33
2
@2 _27_27_ 27 _1
74 T91'1 214 3.7.2.2 6
7

Wichtig ist zu beachten, dass die folgenden falschen Regeln nicht gelten:

b 1+0b b b b
a+ £ * , sondern korrekt ist at _ ¢ +-=14+ -,
a 1 a a a a

a 1
a+b#1+b’
a+b a b

a7 T d

A.3 Rechnen mit Ungleichungen

In diesem Teilkapitel verwenden wir Aquivalenzpfeile <= . Z.B. gilt:

r? =4 = (x=2 oder z=-2). (A1)
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Dabei bedeutet der Aquivalenzpfeil <= (oder auch <), dass aus der Aussa-
ge links die Aussage rechts folgt und umgekehrt. Also bedeutet (A.1)), dass die
folgenden beiden Aussagen gelten:

o Aus 22 = 4 folgt, dass £ = 2 oder z = —2 ist. In Formeln:
2t =4 — (x:2 oder x:—2)

o Aus z =2 oder z = —2 folgt, dass x> = 4 ist. In Formeln:
(:(::2 oder x:—2) — 2t =4

Nur wenn beide Folgerungen gelten, darf man einen Aquivalenzpfeil schreiben.

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten die folgenden Regeln.

Hilfssatz A.4. (Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen)
(1) Fiir alle a,b,c € R gelten:

a<b — a+c<b+c
a>Db — a+c>b+c
a<b <= at+c<b+c
a>b <— at+c>b+c

(2) Fir alle a,b € R und alle ¢ > 0 gelten:

a<b — c-a<c-b
a>b <— c-a>c-b
a<b <— c-a<c-b
a>b <= c-a>c-b
(3) Fir alle a,b € R und alle ¢ < 0 gelten:
a<b <— c-a>c-b
a>b <= c-a<c-b
a<b <= c-a>c-b
a>b <= c-a<c-b




A.3. Rechnen mit Ungleichungen
368 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Wichtig ist insbesondere Hilfssatz [A.4)[(3)} Wenn man eine Ungleichung mit einer
negativen reellen Zahl multipliziert, so kehrt sich das Ungleichheitszeichen
um!

Betrachten wir zunachst einige elementare Beispiele.

Beispiel A.5. (Rechnen mit Ungleichungen)
(a) 7>5 = 7T+3>5+3 = 10 > 8

(b) Subtraktion von a € R realisieren wir als Addition von —a, also z.B.:
7>5 < 7+ (=5)>5+(-5) — 2>0

(c) 1< 1<:> 16< 16<:> 6< 6<:> 3< -2
C_— _— = _— . —_ — . _— - _ — P p—
2 3 2 3 2 3

d) ~1<2 = (1) (-1)>2-(-1) < 1>-2

(e) Division durch eine reelle Zahl a # 0 realisieren wir als Multiplikation mit

1/a, also z.B.:
1 1 3
2<3 2. —<3.-= 1< =
< < 5 = 9 A =5
<~ 11<3 L — 1<1
372 3 37 2

Betrachten wir nun ein anspruchsvolleres Beispiel: Wir wollen eine Ungleichung
in  nach x auflosen.

Beispiel A.6. (Losen von Ungleichungen)
Welche x € R erfiillen die Ungleichung

22 — 3
r—3

> 47 (A.2)
Die Zahl x = 3 muss vorab ausgeschlossen werden, weil sonst auf der linken Seite
durch null dividiert wird!
Im Folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

e r <3bzw.x—3<0,

e v >3bzw.z—3>0.

Wir suchen die Losungen der Ungleichungen fiir jeden Fall separat.
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Fall x < 3: Multiplikation der Ungleichung (A.2)) mit = — 3 < 0 ergibt (,>“ wird
umgekehrt):

27 — 3
(x—3). 22 S <4@-3) <  20-3<4r-12
x_
9
<= 9<2x <= §§az.

Die Ungleichung 9/2 < x steht aber im Widerspruch zu x < 3 (da3 < 9/2 =4.5).
Es gibt also keine Losung der Ungleichung ((A.2)) mit = < 3, d.h. die Losungsmenge
in diesem Fall ist L; = 0.

Fall z > 3: Multiplikation der Ungleichung (A.2)) mit z —3 > 0 ergibt (,>" bleibt
erhalten):

27 — 3
(x—3). 22 S 24@-3) <  20-3>4r-12
x_
9
<= 9>2x <= 5233.

Alle z mit x > 3 und < 9/2, also alle x mit 3 < = < 9/2, erfiillen die
Ungleichung (A.2)), d.h. die Losungsmenge in diesem Fall ist Ly = ]3 9]

12
Die Losungsmenge von (A.2)) ist also

9 9
L=L{ULy= = =,
LUL, @U}&J ]3,2]

A.4 Trigonometrische Funktionen

Wir beginnen unsere Einfithrung der trigonometrischen Funktionen mit der Wie-
derholung der Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck.

Definition A.7. (Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck)

Fiir Winkel o mit 0° < a < 90° sind sin(a) (,Sinus von a*) und cos(«)
(,,Cosinus von o) im rechtwinkligen Dreieck wie folgt definiert:

: __a _ Gegenkathete (von «)
sin(ar) = ¢ Hypotenuse
b Ankathete (von «)
cos(a) = c Hypotenuse
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(0 woA) 9jeyYeULFer) =

b = Ankathete (von «)

Abbildung A.1: Die Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck:
sin(a) = a/c und cos(a) = b/c.

Die Ankathete (von «), die Gegenkathete (von «) und die Hypotenuse,
sowie die Bezeichnungen der Dreiecksseiten sind in Abbildung illustriert.

Wir bemerken, dass fiir rechtwinklige Dreiecke der Satz des Pythagoras gilt:
|Gegenkathete (von «)] gt [Ankathete (von oz)]2 = [Hypotenuse] ?
oder in der Beschriftung der Abbildung

a’ + b = 2.

Hilfssatz A.8. (Sinussatz und Cosinussatz)

In beliebigen Dreiecken gelten:

(1) Sinussatz:
sin(a)  sin(B)  sin(y)
a b ¢

(2) Cosinussatz:

A =a*+b —2-a-b-cos(y)

Dabei sind die Bezeichnungen der Winkel und der Seiten in der nebenstehen-
den Skizze festgelegt.
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Streng genommen miissen wir fiir Hilfssatz noch erkléren, wie wir sin(¢) und
cos(¢) fiir Winkel ¢ € [90°,180°[ erkldren. Wir kénnen dieses hier vorlaufig iiber

cos(90°) := 0, sin(90°) := 1,
sowie
cos(¢) := —sin(¢p — 90°), sin(¢) := cos(¢ — 90°), ¢ €]90°, 180°[,

definieren. Besser ist allerdings die Definition [A.10] in der wir weiter unten den
Sinus und den Cosinus fiir beliebige Winkel definieren.

Wir wollen nun den Sinus und den Cosinus fiir beliebige Winkel definieren, indem
wir Sinus und Cosinus als trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
definieren. Es ist iiblich, die Variable einer trigonometrischen Funktion nicht in
Grad sondern im sogenannten Bogenmal anzugeben, welches wir daher zuerst
einfiihren.

Definition A.9. (Bogenmaf)

Das BogenmafS b zu dem Winkel ¢
(gemessen in Grad) ist die Léinge des
Kreisbogens am FEinheitskreis mit Ra-

dius v = 1 zu diesem Winkel ¢ (siehe
Skizze rechts). Nach der Formel fiir den o)
Kreisumfang 2mr = 2w hat der Kreis-

bogen zum Winkel 360° die Ldnge 2m
Damait gilt die Gleichheit

¢ _ b
360° 27’

mit der wir zwischen Gradmafl und Bogenmafs umrechnen konnen:

o 360°
pr— . d pr— .
3600 ¢ un 0=

b.

In der Tabelle ist die Umrechnung fiir das Gradmafs und das Bogenmaf fiir
einige der wichtigsten Winkel aufgelistet. Sie sollten die Umrechnung zumindest
fiir die in der Tabelle aufgefiihrten Winkel im Kopf haben.

Nachdem wir das Bogenmals eingefithrt haben, konnen wir nun die Sinus- und
Cosinusfunktion am Einheitskreis definieren.
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Gradmafs | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 180 | 270 | 360 )

Bogenmak | 0 |7/6 | n/4 | w/3 | 7/2| m |37/2| 27 | 27 ¢/360

Tabelle A.1: Umrechnung zwischen Gradmafs und Bogenmak.

Definition A.10. (Sinusfunktion und Cosinusfunktion)

Der Einheitskreis ist der Kreis in der (z,y)-Ebene mit Zentrum im Ursprung
(0,0) und mit Radius r = 1. Es seien (x,y) die Koordinaten des Punktes P
auf dem Finheitskreis, fiir den der Winkel gegen den Uhrzeigersinn von der

positiven x-Achse aus gerade ¢ (im Bogenmaf) betrigt (siehe Abbildung[A.3).
Dann definieren wir den Sinus und den Cosinus durch:

sin(¢) ==y, cos(¢) = . (A.3)

Dadurch sind sin(¢) und cos(¢) fir Winkel ¢ € [0,2x] erklart. Fir andere
Werte ¢ € R definieren wir

sin(¢) := sin(¢ — 2km), cos(¢@) := cos(¢p — 2km), (A.4)

wobei k € 7 so gewdhlt ist, dass ¢ — 2km € [0, 27 gilt.

—1

Abbildung A.2: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis.
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|— Graph von f(x) = sin(x) | |— Graph von f(x) = cos(x) |
1,
4 0.5 4 5
K AJRER NG AN k2
2 2 2
=0.

-1

Abbildung A.3: Veranschaulichung der Graphen der Sinusfunktion (linkes Bild)
und der Cosinusfunktion (rechtes Bild).

Durch (A.3) in Definition sind sin(¢) und cos(¢) fiir alle ¢ € [0,27] de-

finiert, d.h. wir haben zunéchst jeweils eine Funktion auf dem Intervall [0, 27].
Mit werden die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion durch sogenannte
2m-periodische Fortsetzung von sin(¢) bzw. cos(¢) von dem Intervall [0, 27|
auf ganz R fortgesetzt.

In Abbildung haben wir die Graphen der Sinusfunktion und der Cosinusfunk-
tion geometrisch veranschaulicht.

In der Tabelle|A.2|sind die Werte von sin(z) und cos(x) fiir einige wichtige Winkel
aufgelistet. Diese sollte man im Kopf haben.

Mit der Beobachtung, dass

pu— 1:

V1 V4
2 2

sieht man, dass die Werte von sin(z) und cos(x) in Tabelle von der Form

ig, k=0,1,234,

sind und kann sich das Muster leicht merken.

Man kann die Werte in der obigen Tabelle einfach mittels der Definition von Sinus
und Cosinus iiber das Dreieck am Einheitskreis ablesen. So sieht man direkt fiir
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x in 0 T s T || 27 3 o 3T 5
Bogenmals 6 | 4 | 32| 3 4 6 T a
T in
0] 30 | 45 | 60 {90 120 | 135 150 | 180 | 270 | 360
Gradmals
1 2 3 3 2 1
an(r) | o | LYRIVBL VB V2Ll
2 2 2 2 2 2
3 20 1 1 2 3
cos(x) 1 £ £ - 10 |—= —£ —£ -1, 0 |1
2 2 2 2 2 2

Tabelle A.2: Einige wichtige Werte der Sinus- bzw. der Cosinusfunktion.

den Winkel z =0
sin(0) = 0 und cos(0) =1

und fiir den Winkel z = 7/2 (also 90°)
sin (g) =1 und Ccos (g) = 0.

Fiir den Winkel z = 7 /4 (also 45°) haben wir ein gleichschenkliges Dreieck mit
Hypotenuse der Lange 1, wie in dem linken Bild in Abbildung eingezeichnet.
Nach dem Satz von Pythagoras gilt dann fiir die Linge a = cos(w/4) = sin(mw/4)
der beiden gleichlangen Katheten des Dreiecks

1
a®+a’=1 <~ 20> =1 <= a2:§
a0 1 1
— a=1\/-=—.

2 2

Also finden wir

T 7 V2
in(3) () - -5

Zur Bestimmung von sin(z) und cos(z) fiir x = /6 (also 30°) drehen wir das
Dreieck am Einheitskreis und ergénzen eine gespiegelte Kopie des Dreiecks, so dass
wir mit beiden Dreiecken zusammen ein gleichseitiges Dreieck erhalten, dessen
Hohe h = cos(m/6) und dessen halbe Grundseite sin(7/6) ist (siche das rechte
Bild in Abbildung[A.4). Wir konnen dann direkt ablesen, dass gilt sin(7/6) = 1/2,
und nach dem Satz des Pythagoras finden wir

=@ ()
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| 45O£7T/4

N o\
=
L

1/V/2 1/2 1/2

Abbildung A.4: Skizzen zur Bestimmung von sin(x) und cos(z) fir x = 7n/4
(linkes Bild) und = 7/6 (rechtes Bild).

— Cos(z)— §—£
V4 20

Wir finden also

A.5 Potenzen und Wurzeln

Wir wiederholen nun, wie eine Potenz a” mit Basis a €10, 00[ und Exponent
r € Z definiert ist. Danach erlauben wir auch » € Q und betrachten dabei den
Begriff der n-ten Wurzel.

Definition A.11. (Potenzen mit ganzzahligem Exponenten)

Wir definieren
=1  firallea€R\ {0},

und fiir positive ganze Zahlen, also n € N, ist a” definiert durch
a:=a-a-...-qa fur alle a € R.
—————
n-mal

Ist n eine negative ganze Zahl, also n € Z\ Ny, so ist n = —m mit m € N,
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und wir definieren

1 1
"= M= — = ——M ir alle a € R\ {0}.
a a . fiir alle a \ {0}
m-mal
Insbesondere gilt
1
a = —.
a

Beispiel A.12. (Potenzen reeller Zahlen mit Exponenten in 7Z)

(a) 22=2.2.2=38

(b) 10* =10-10-10- 10 = 10.000

1
() 27'==-=05

2
1 1 1
1072 = — — — _—_—001
@0 = =110 100 0
1 1 1
37%=_— = = —
© 3 3.3.3 27
() (=2)°=(-2)-(-2)- (-2) = -8
1 1
() (-4 = = = — = 10,0625
(=42 (=4)-(-4)
Hilfssatz A.13. (Regeln fiir das Rechnen Exponenten in 7Z)
Seien a,b € R\ {0}, und seien n und m in Z. Dann gelten
und .
a"t" =a"a™ und M= ata ™= L (A.6)
am
Weiter gelten
a\" a"
) = a" ¢ (3) =% AT
(a-b) a un 7 b” (A7)




A. Grundlagen aus der Schule
(© Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn 377

Beispiel A.14. (Regeln fiir das Rechnen mit Exponenten in Z)
(a) (1042 = 10*2 = 10° = 100.000.000
(b) 2%.206 = 2416 = 210 = 1024

1
(¢) 177517 =17 =171 = = 0,05882

13 13
(d) <%) ol = (%2) =18 =1

_3 o _ .1 1
(e)23-33:(2-3)3:63:@:%:30,0046296

Wir beweisen nun Hilfssatz teilweise, weil dieses unser Versténdnis der Re-
chenregeln erhoht.

Beweis von Hilfssatz [A.15: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall n > 0 und
m > 0. Die Falle n < 0 oder m < 0 konnen analog bewiesen werden, aber sie
sind etwas aufwendiger.

(@")"=ad"-d"-...-a"=a-a-...-a=a"-a"-...-d" = (a")"
\ ~~ 7 \ ~~ 7 N ~~ 7
m-mal (n - m)-mal n-mal
und
a”+m:a-a-...-a:(a-a-...-a)-(a-a~...-a):an-am,
N s A 7 A 7
TV TV
(n 4+ m)-mal n-mal m-mal
a :a-a-...-a:(a-a-...-a)-—:a-a :
S——— N——— a-a-...-a
(n — m)-mal n-mal S———
m-mal

Damit haben wir die Gleichungen (A.5)) und (A.6)) fir m > 0 und n > 0 bewiesen.
Weiter gilt fiir n > 0

(a-b)"=(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=(a-a-...-a) - (b-b-...-b)=a"-b",
n-mal n-mal n-mal
(g —oo o waca_o
b/ b b b b-be...-b b

TV TV
n-mal jeweils n-mal

und wir haben (A.7)) fir n > 0 ebenfalls bewiesen. O
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Als Néchstes wollen wir Potenzen mit rationalem Exponenten definieren. Dazu
benotigen wir als Vorbereitung die n-te Wurzel.

Definition A.15. (n-te Wurzel einer nicht-negativen Zahl)

Sei a € R eine nicht-negative reelle Zahl, und sei n € N eine natirliche

Zahl. Dann ist die n-te Wurzel a'/™ = /a als die nicht-negative Zahl b
definiert, fur die gilt b" = a.

Wir bemerken, dass wir fiir n = 2 insbesondere die ,jibliche® Quadratwurzel
erhalten:

Fiir @ € R mit a > 0 ist y/a die nicht-negative reelle Zahl, fiir die gilt (v/a)? = a.

Beispiel A.16. (n-te Wurzeln von a > 0)
(a) 1000'/3 = 10, weil 10° = 1000

(b) 212 =2, da (vV2)2 =Vv2-v/2 =2

(c) 81Y% =3, weil 3* = 81

(d) 81/3 =2, denn 2% =8
)
)

() a'? = V/a, weil (Va)® =va-a=a
(f) 047 =0, da 07 = 0.

Analog zu (A.5) und (A.7) in Hilfssatz konnen wir auch Regeln fiir das
Rechnen mit n-ten Wurzeln herleiten.

Hilfssatz A.17. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)

Seien a,b € R nicht-negative reelle Zahlen und m,n € N. Dann gelten

al/(n-m) _ (al/n)l/m _ (al/m)l/n7

und
(a . b)l/n _ al/n bl/n.

Man kann Hilfssatz mit Hilfe der Definition der n-ten Wurzel und unter Aus-

nutzung von Rechenregeln und beweisen. Hilfssatz ist niitzlich, um
n-te Wurzeln zu berechnen und zu vereinfachen. Wir betrachten einige Beispiele.
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Beispiel A.18. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)
(a) 81/6 =8/ (23) = (81/3)1/2 und wegen 2° = 8 gilt

81/6 (81/3)1/2 21/2 \/5

(b) 6561'/% = 6561/ = (6561'/2)"/4 und wegen 81% = 6561 gilt
656118 = (65611/2)1/4 = 8114 = (811/2)1/2 = 91/2 = 3,

wobei wir 92 = 81 und 3% = 9 verwendet haben.

(c) 243 = (3-8)!/3 = 31/381/3 = 31/3.2 = 2.31/3 wobei wir 2* = 8 ausgenutzt
haben.

Mit Hilfe der Potenzen mit ganzzahligem Exponenten und mit der n-ten Wurzel
konnen wir nun Potenzen mit rationalem Exponenten einfiihren.

Definition A.19. (Potenzen mit rationalem Exponenten)

Sie a eine positive reelle Zahl, und seien m € Z und n € N. Dann ist a™/"

definiert durch
CLm/n — <a1/n) _ (am>1/n.

Beispiel A.20. (Potenzen mit rationalem Exponenten)
() 2712 = (2 = (V) 1 = 1/V2.
(b) 932 = (91/2)3 = (v/9)? = 3% = 27, wobei wir 3% = 9 verwendet haben.

(c) 1000~%3 = (1000'/3)~* = 10~* = 1/10* = 0,0001, wobei wir 10° = 1000
benutzt haben.

(d) (v/8)72/3 = ((\/§> )1/3 ((81/2) )1/3 = (8713 = (813)1 = 271 =

1/2, wobei wir 23 = 8 ausgenutzt haben.

Aus Hilfssétzen [A. 13 und [A.17] kann man den folgenden Hilfssatz herleiten.

Hilfssatz A.21. (Rechnen mit Potenzen mit Exponenten in Q)
Seien a,b € R positive reelle Zahlen, und seinen m, k € Z und n,? € N. Dann
qilt

CL% _ CL%.% _ (am/n)k/é _ (ak/ﬁ)m/n
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Weiter gelten

m m_k —
m ok _ am/n ak/ﬁ 7 m/na k/t __

und

m/n am/n
L pYn/n o m/npm/n g _
(a-b) a™™b und (b> ey

Beispiel A.22. (Rechnen mit Potenzen mit rationalen Exponenten)

In diesem Beispiel wollen wir die Rechenregeln aus Hilfssatz anwenden, um
zu vereinfachen:

(a) 2/3.2%3 = 25%5 = 21 = 2,

(b) 503/2 (2 25)3/2 23/2 53/2 21+1/2 ( 51/2) 21/2 53 — 9. \/_ 2.125 =
250 - \/_, 2. wobei wir 52 = 25 benutzt haben.

(c) 89/6 = 82F5 = 8L/2.81/3 = (4.2)1/2.2 =41/2.21/2.2 = 2.21/2.9 = 4. /2,
wobei wir 22 = 4 und 2% = 8 ausgenutzt haben.

A.6 Das Losen quadratischer Gleichungen

Zum Losen von quadratischen Gleichungen sind die binomischen Formeln niitzlich.

Hilfssatz A.23. (binomische Formeln)
Seien a,b € R. Dann gelten:

(1) Erste binomische Formel:

(a+b)*=a*>+2ab+ b — a? +2ab+b* = (a+b)>.

(2) Zweite binomische Formel:

(a—b)?=a*—2ab+ b = a’* —2ab+b* = (a —b)>.

(3) Dritte binomische Formel:

(a+10)-(a—0b)=a*—b = a’* — b= (a+b)-(a—0).
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Wir wiederholen zunéchst die Definition einer quadratischen Gleichung.

Definition A.24. (quadratische Gleichung)
FEine Gleichung der Form

arx’+br+c=0

mit a,b,c € R und a # 0 nennt man eine quadratische Gleichung. In-

dem man durch a # 0 teilt erhdlt man die Standardform der quadratischen
Gleichung:

5 b c 9 , c
r+-xz+-=0 — r+pr+qg=0 mit p=—-, ¢g=—.
a a a a

Beispiel A.25. (quadratische Gleichungen)
(a) 22% — 122+ 16 = 0 ist eine quadratische Gleichung. Thre Standardform ist

> — 61 +8=0.
(b) 2> — 4 = 0 ist eine quadratische Gleichung; sie befidnet sich bereits in
Standardform.

(¢) 22—T7 = 0 ist keine quadratische Gleichung, sondern eine lineare Gleichung.

(d) 2 +522 42 = 0 ist ebenfalls keine quadratische Gleichung, denn hier tritt
eine dritte Potenz von z auf.

Ab jetzt betrachten wir nur noch quadratische Gleichungen in Standardform.

Losungsmethode A.26. (Lésen mit quadratischer Ergidnzung)

Durch eine quadratische Erginzung wird der Term x*>+px + q als Summe
eines Quadrats und einem konstanten Terms dargestellt:

2 2 2 2_ 4
Frperan g 2her (') vam ()R
)2

wobet wir im letzten Schritt die erste binomische Formel (siehe Hilfssatz[A.2
(1)) verwendet haben. Dabei gilt (:1: + g)Q > 0, weil Quadrate in den reellen

[SIiS]
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Zahlen immer nicht-negativ sind. Es konnen nun dret Fdlle auftreten, die vom
Vorzeichne von d := p*> — 4 q abhingen:

(1) Falld = p*—4q = 0: Ist p?—4q = 0 so vereinfacht sich die quadratische
Gleichung zu

2
'+ pr+q= (a:Jrg) ;

und wir lesen ab, dass die eine (doppelte) reelle Losung v = —% ist.

(2) Fall d = p?> —4q > 0: Ist p> —4q > 0 so kinnen wir die dritte bino-
mische Formel (siehe Hilfssatz[A.23[(3)) anwenden um die Losungen zu

bestimmen:

2 2_4 2 24 ?
o G D)
0

>

B p p*—4q p p*—4q
(:U+2 5 )<x+2+ 5 )

Wir lesen die zwet verschiedenen reellen Losungen ab:

_p p?—4q _p VPP —4g
xl——§—|—— Tg=—=— —T.

2 2 2

(3) Falld =p?> —4q < 0: Ist p* —4q <0, s0 ist —1% > 0 und es gilt

2 2_4
x2+px+q=<x+z—)) +<—p q)>0,

2 4

>0 >0

und die quadratische Gleichung hat keine reellen Losungen.

Es lohnt sich nicht, die Formeln aus Losungsmethode auswendig zu lernen.
Wenn man die Vorgehensweise verstanden hat, dann kann man sie mit Hilfe der
binomischen Formeln als jedem Beispiel direkt durchfiihren. Betrachten wir einige
Beispiele.

Beispiel A.27. (quadratische Ergéinzung)
(a) 22 —62+8=0
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Wir fiihren die quadratische Ergdnzung durch:
?—6x+8=2"+2(=3)x+(=3)* - (=3)* +8= (v —3)* — 1.

mit der dritten binomischen Formel (siehe Hilfssatz erhalten wir
also

22— 62+8=(—-3°-1*=(@2-3-1D(z-3+1)=(z—4)(z—2).

Alsohat die Gleichung 2?> — 62 + 8 = 0 die beiden verschiendenen reellen
Losungen x1 = 4 und 9 = 2.

(b) 22 +42+4=0
Wir fiihren die quadratische Ergénzung durch:
v —dr+4=0"+2(-2)x+ (-2)* = (v — 2)%,

und wir lesen die (doppelte) reelle Losung = = 2 ab.
(¢c) 22 +62+10=0
Wir fiihren die quadratische Ergénzung durch:

2’ +6x+10=2"+2(3z)+3*-3*+10= (v +3)* + 1,

und wir lesen ab, dass 2% + 6 2 4+ 10 = 0 keine reellen Losungen hat.

Die Losungsmethode kann man die g-p-Formel zum Ldsen einer quadrati-
schen Gleichung direkt ablesen

Bemerkung A.28. (p-¢g-Formel)
Setzt man in Losungsmethode a = p und b = ¢, so erhélt man

2 2_ 4
0=a:2+px+q=<:c+]—)) P 1 q

5 mit p,q € R,

und list an den drei Fallen ab: Die quadratische Gleichung ist in den reellen
Zahlen nur dann lésbar, wenn d := p?> — 4¢ > 0 ist. Die Losungen sind dann

p p?—4q p  /p*—4gq

nETgt T My

Dabei erhalten wir fiir d = p*> — 4 ¢ = nur eine (doppelte) reelle Losung. Fiir
d = p?> — 4q < 0 hat die quadratische Gleichung keine Losungen in R.
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Ein niitzliches Hilfsmittel zum Losen von manchen quadratischen Gleichungen ist
der Wurzelsatz von Vieta.

Hilfssatz A.29. (Wurzelsatz von Vieta)

Sei 2> +px+q =0 mit p,g € R und p # 0 eine quadratische Gleichung,
fiir die gilt d = p*> —4q > 0 ist. Dann besitzt die quadratische Gleichung zwei
reelle (nicht notwendigerweise verschiedene) Losungen x1 und xs, fir die gilt

1+ x9=—p und — T1X9=q (A.8)
und
2 4pr+q=(x—x)(r— 1) (A.9)

Sieht man durch Inspizieren der Gleichung Losungen x1 und x2 von (A.§)), so
hat man die Losungen der quadratischen Gleichung gefunden.

Beweis von Hilfssatz |A.29; Formel (A.9) ist gerade die Faktorisierung der
quadratischen Gleichung. Da per Annahme x; und x5 Losungen sind, muss ((A.9))
gelten. Man verifiziert die Formeln in (A.8)) durch Ausmultiplizieren und Sortieren

der rechten Seite in (A.9)):

Pprrqg=(r—2))(r—12) =2° — 212 — 22+ T1 X9

=$2—($1+$2)$+$1.§U2,

Da die Koeffizienten der gleichen Potenzen von x auf der linken und derre rechten
Seite tibereinstimmen miissen, liest man ab, dass p = —(z1 + x2) und q = x1 9.
gelten muss. [

Betrachten wir ein Beispiel zum Wurzelsatz von Vieta.

Beispiel A.30. (Wurzelsatz von Vieta)
Wir l6sen die quadratische Gleichung

32° + 272 +60 =0 (A.10)

mit dem Wurzelsatz von Vieta. Dazu teilen wir erst durch 3, um die Standardform
zu bekommen.

322 4+27Tx+60=01:3 — 224+ 9x+20=0.
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Wir haben also p = 9 und ¢ = 20. Wegen
d=p’—=4q=9"—-4-20=81-80=1>0

hat die quadratische Gleichung zwei reelle Losungen. Nun gilt fiir x;1 = —5 und
r9 = —4, dass

r1+T9=-5—4=-9=—p und r1x9 = (=5H) (—4) =20 =q.
Daher folgt nach dem Wurzelsatz von Vieta
2?4+ 92420 = (z—(-5)) (z — (—4)) = (2 +5) (z +4) =0,
und die beiden reellen Losungen von sind r1 = —5 und 9 = —4.

A.7 Summen

Hier erklaren wir die Summen-Notation und das Rechnen mit Summen.

Definition A.31. (Summen-Notation)

Seien m,n € 7Z mit m < n. Die Summe von Tu, Tmil, Tmio, ..., Ln € R
schreibt man mit dem Summenzeichen:

Zazk =Ty + Tl + Tpgo + ...+ Ty (A.11)

k=m

Wir nennen k den Summationsindex, und der kleinste Wert des Summati-
onsindezes (also m in ) wird als untere Grenze des Summationsinde-
zes und der grofste Wert des Summationsindexes (also n in ) wird also
obere Grenze des Summationsindexes bezeichnet. Der Summationsindex ist
frei wahlbar und hat keine Bedeutung fiir den Wert der Summe, d.h.

n n
E T — E Zj.
k=m Jj=m

FEine Summe, deren obere Grenze des Summationsindexes kleiner ist als deren
untere Grenze, wird leere Summe genannt. Wir definieren die leere Summe
als Summe ohne Summanden und setzen formal

n
Zxk::O fiirn < m.
k=m
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Verdeutlichen wir uns die Summennotation an zwei Beispielen.

Beispiel A.32. (Summen-Notation)

(a) Seien xg =0, 21 =1, 29 =2, ..., 2 =k, ..., ©, = n. Dann gelten:

Zxk:Zk:0+1+2+...+n,

k=0 k=0

4 4

d ap=) k=0+1+2+3+4=10,

k=0 k=0

5 5

dap=) k=2+3+445=14.

k=2 k=2

(b) Sei x;, = k2 fiir alle & € Ny. Dann gelten:

5
xk:2k2:12+22+32+42+52:1+4+9+16+25:55,
k=1
T = 210 = 10% = 100.

5
k=1

10
k=10

Indem man die Summen in dem nachfolgenden Hilfssatz ausschreibt, erhélt man
die folgenden Rechenregeln fiir Summen.

Hilfssatz A.33. (Rechenregeln fiir Summen)

Es seien m,n € Z mit m < n. Dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir
Summen:

n

doa+ > =) (k+w), (A.12)
k=m k=m

k=m
dw =Y =) (r— ), (A.13)
k=m k=m k=m
icxk:cixk fiir alle ¢ € R,
k=m k=m

n

p n
Zxk—l— Zxk:Zxk, wennp € Z mit m < p <n. (A.14)
k=m k k=m
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Formel besagt, dass wir die Summe in zwei Teilsummen zerlegen kin-
nen. Man kann bei einer Summe auch den Summationsindex um p € N nach
rechts bzw. links verschieben:

n n+p
Z T = Z Ty (Indexverschiebung nach rechts), (A.15)
{=m+p
Z T = Z Tgp (Indexverschiebung nach links). (A.16)
{=m—p

Erklirung zu (A.15) und (A.16]): Formal werden die Indexverschiebungen
(A.15) bzw. (A.16) durchgefiihrt, indem man den neuen Summationsindex ¢ :

k + p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. ¢ := k — p (Indexverschiebung nach
links) einfithrt und damit k = ¢—p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. k = {+p
(Indexverschiebung nach links) erhélt und entsprechend ersetzt. In erhalt
man fiir den neuen Summationsindex ¢ = k+p die neue untere bzw. obere Grenze
m + p bzw. n+ p, und der Index k in x;, wird durch k = ¢ — p ersetzt. Bei
geht man analog vor.

Betrachten wir zwei Beispiele, in denen die Rechenregeln fiir Summen aus Hilfssatz

angewendet werden.

Beispiel A.34. (Rechnen mit Summen)

a) Y k=Y (k=1)=> [k—(k-1)]=) 1=n
k=1 k=1 k=1 k=1
Wie man sieht, ist die Berechnung durch die Regel (A.13)) fiir die Subtrak-

tion von Summen erheblich vereinfacht worden.

(b) Beim Berechnen von

Z k,? Z )2
k=1
bemerken wir zuerst, dass d1e Terme hinter dem jeweiligen Summenzeichen
durch das Ersetzen von k durch k + 1 ineinander tiberfiihrt werden konnen.
Daher fiihren wir in der zweiten Summe die Indexverschiebung ¢ = k + 1
(vgl. (A.19])) durch und erhalten die neue untere Grenze 1+ 1 = 2 bzw. die
neue obere Grenze n + 1. Anschliefsend benennen wir ¢ wieder in k um.

n+1 n+1

Zk2 Xn:ml Z/ﬁ 262 Zk2 ZkQ
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Der Unterschied zwischen den beiden umgeformten Summen besteht nun
nur noch in den Grenzen fiir den Summationsindex. In der ersten Summe
wird iiber £k = 1,2,...,n summiert, und in der zweiten Summe wird iiber
k=2,...,n,n+ 1 summiert. Intuitiv ist damit klar, dass bei der Subtrak-
tion der beiden Summen genau der erste Term der ersten Summe und der
letzte Term der zweiten Summe iibrig bleiben. Wir nutzen (|A.14]), um aus
der ersten Summe den Term fiir £ = 1 und aus der zweiten Summe den
Term mit k& = n 4 1 herauszuziehen, und erhalten

Z/# %kz (1%%#) (Z/& n+1>

:12+Zk2—2k2—(n—|—1)2=1—(n—l—1)2=—n2—2n.
k=2 k=2

Insgesamt erhalten wir also

n

ZkQ Z +1)%=—n*-2n.

k=1

A.8 Produkte

Hier erklaren wir die Produkt-Notation und das Rechnen mit Produkten.

Definition A.35. (Produkt-Notation)
Seien m,n € Z mit m < n. Das Produkt von x,,, xmi1, Tmio, ..., T, € R
schreibt man hdufig mit dem Produktzeichen

n

H Th = T " Tyl - Tyt * + oo * Ty (A.17)

k=m

Wir nennen k den Produktindex, und der kleinste Wert des Produktindexes
(also m in ) wird als untere Grenze des Produktindexes und der grofs-
te Wert des Produktindexes (also n in ) wird also obere Grenze des
Produktindexes bezeichnet. Der Produktindex k ist frei wdhlbar und hat keine
Bedeutung fiir den Wert des Produkts, d.h.

n n
o=l
k=m j=m
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FEin Produkt, dessen obere Grenze des Produktindexes kleiner ist als dessen
untere Grenze, wird das leere Produkt genannt und hat definitionsgemdfs
den Wert 1, also

n
H:(:k =1 firn<m.
k=m

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel A.36. (Produkt-Notation)

(a) Seien xg =0, 21 =1, 29 =2, ..., 2 =k, ..., x, = n. Dann ist
n n
H:I:k:Hk;:0-1~2~...-n:0.
k=0 k=0
(b) Seien z; = 1%, 29 = 22, 23 =32, ..., zx = k%, ..., 1, = n%. Dann ist

4 4
ka:Hk;Q:22-32~42:4-9-16:576.
k=2 k=2

(c) Die Fakultat
nl:=1-2-3-...-n fir n € N,

ist ein Sonderfall der Produkts mit a; = k& und der unteren Grenze 1 und
der oberen Grenze n fiir den Produktindex, namlich

n! = ﬁ k.
k=1

Indem man die Produkte in dem nachfolgenden Hilfssatz ausschreibt, kann man
die folgenden Rechenregeln fiir Produkte herleiten.

Hilfssatz A.37. (Rechenregeln fiir Produkte)

Es seien m,n € Z mit m < n. Dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir
Produkte:

n

H$k~ Hyk = H(l’kyk), <A18>
k=m k=m

k=m
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k:nm — Zk 7 wobet yr, # 0 firk=m,m+1,...,n gelten muss,
Yk
H yp
k=m
(A.19)

k=m k=m
p n

ka- Hwk:ka, wenn p € Z mitm < p < n. (A.20)
= k=p+1

Man kann ber einem Produkt auch den Produktindex um p € N nach rechts
oder links verschieben:

n n+p

H T = H Ti_p (Indezverschiebung nach rechts), (A.21)
k=m {=m+p

n n—p

H T = H Tpip (Indexverschiebung nach links). (A.22)
k=m {=m—p

Erklarung zu (A.21I) und (A.22)): Formal werden die Indexverschiebungen
bzw. durchgefiihrt, indem man den neuen Produktindex ¢ := k +p
(Indexverschiebung nach rechts) bzw. ¢ := k — p (Indexverschiebung nach links)
einfiihrt und damit & = ¢ — p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. k = ¢ + p
(Indexverschiebung nach links) erhélt und entsprechend ersetzt. In erhalt
man fiir den neuen Produktindex ¢ = k + p die neue untere bzw. obere Grenze

m + p bzw. n+ p, und der Index k in x wird durch k = ¢ — p ersetzt. Bei (A.22)
geht man analog vor.

Betrachten wir zwei Beispiele, in denen die Rechenregeln aus Hilfssatz an-
gewendet werden.

Beispiel A.38. (Rechnen mit Produkten)
(a) Sein > 1. Mit (A.18) gilt

[0 TG =11 (= 5) =115 -

k=1 k=1 k=

3
—_
o
| |
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(b) Sei n > 4. Gesucht ist das Produkt
H —1)

Durch Ausnutzen von A.20, um die ersten zwei Terme des Produkts im
Zahler abzutrennen, findet man

l\')

n n n

[[#-1 @-1n-3-1) J]¢-1) [ -1
k:n2 _ _ k=4 _ 9y . k=t .
[J¢-1) [J¢-1) [J¢-1)

Die anschliefende Anwendung der Regel (A.19) ergibt unter Ausnutzung
der dritten binomischen Formel k2 — 1 = (k — 1) - (k + 1)

n

Q“‘” 1) (k=D (k+1) o
n_:H(k_l):H 5T =[Jx+1)=]]¢.
H(k _ 1) k=4 k=4 (=5

wobei wir im letzten Schritt die Indexverschiebung (A.21)) mit ¢ = k + 1
verwendet haben. Insgesamt erhalten wir also soweit

n

H(k2 o 1) n+1
—24. Hz (A.23)
H(k —1)

k=4

Wir bemerken nun, dass gilt

1
24=1-2-3-4=41=]]¢.
Einsetzen in (A.23) und Anwenden von (A.20)) liefert
2
H(k -1 n+1 n+1 n+1
b= 9. He(He) (He)He(nH)!.
H(k _ 1) (=5 =1

k=4
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ANHANG B

Mathematische Aussagen und
Beweistechniken

In diesem Anhang lernen wir, wie man mathematische Aussagen (also z.B. die
Sétze, Hilfssdtze und Definitionen in diesem Skript) liest, d.h. versteht. Dazu
gehort, dass wir uns den Unterschied zwischen einer Implikation (wenn dann‘-
Aussage) und einer Aquivalenz (,genau dann wenn“-Aussage) klar machen. Wir
lernen auch verschiedene Beweistechniken kennen, die im Laufe der HM A, HM B
und HM C zum Einsatz kommen.

B.1 Mathematische Aussagen

In diesem Teilkapitel diskutieren wir, was eine (mathematische) Aussage ist, und
lernen, wie man Aussagen verneint und sie mit ,und* bzw. ,oder verkniipfen
kann. Wir definieren zunéchst, was eine (mathematische) Aussage ist.

Definition B.1. (Aussage)

Unter einer Aussage A wverstehen wir einen Satz, der entweder wahr oder
falsch ist. Jeder Aussage kann man also einen der beiden Wahrheitswerte
wahr (abgekiirzt: w) oder falsch (abgekiirzt: f) zuordnen.

Betrachten wir ein paar Beispiele fiir Aussagen.

393
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Beispiel B.2. (Aussagen)

(a) Die Aussage ,Deutschland liegt in Europa.” ist wahr.
(b) Die Aussage ,,1-a = a fiir alle a € R* ist wahr.

(c¢) Die Aussage ,,Alle Kiihe sind weifs.“ ist falsch, da es auch braune, schwarze
und gescheckte Kiihe gibt.

(d) Die Aussage ,,0 -7 = 1“ ist falsch.

Wir konnen fiir jede Aussage auch ihre Verneinung, mathematisch ,Negation
genannt, bilden, die ebenfalls eine Aussage ist.

Definition B.3. (Negation/Verneinung)

Die Negation (oder Verneinung) der Aussage A wird mit —=A (,nicht A“)
bezeichnet. Der Wahrheitswert der Negation —A hdngt vom Wahrheitswert der
Aussage A ab: Ist A wahr, so ist die Negation —A falsch, und ist A falsch, so
ist die Negation —A wahr.

Betrachten wir die Negation unserer Aussagen aus Beispiel [B.2]

Beispiel B.4. (Negation/Verneinung von Aussagen)

(a) Die Negation der wahren Aussage ,Deutschland liegt in Europa.* ist die
falsche Aussage ,Deutschland liegt nicht in Europa.”.

(b) Die Negation der wahren Aussage ,,1-a = a fiir alle a € R* ist die falsche
Aussage ,Es gibt ein @ € R mit 1-a # a.”.

(c) Die Negation der falschen Aussage ,Alle Kiihe sind weifl." ist die wahre
Aussage , Nicht alle Kiihe sind weifs.“ oder (gleichwertig dazu) ,Es gibt min-
destens eine Kuh, die nicht weifs ist.” Achtung: Die Negation ist nicht
JAlle Kiihe sind nicht weifs.!

(d) Die Negation der falschen Aussage ,,0-7 = 1* ist die wahre Aussage ,,0-7 #
1“. Beachten Sie, dass die Negation nicht ,,0 - 7 = 0 ist.

Bemerkung B.5. (doppelte Negation)
Es gilt fiir jede Aussage A, dass =(—A) = A ist.

Wir konnen zwei Aussagen A und B mit ,und“ bzw. mit .oder" verbinden. Der
byl 77
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Wahrheitswert der so erhaltenen Aussage ,A und B“ bzw. ,A oder B“ héngt
natiirlich von den Wahrheitswerten der beiden Aussagen A und B ab.

Definition B.6. (Konjunktion und Disjunktion)

(1) Die Konjunktion verknipft zwei Aussagen A, B durch und: ,A und
B bzw. in Formeln ANB. Beide Aussagen A und B miissen wahr sein,
damit die Konjunktion A N B wahr ist.

(2) Die Disjunktion verkniipft zwei Aussagen A, B durch das einschlie-
fende oder: ,A oder B* bzw. in Formeln AN B. Es muss mindestens
eine der beiden Aussagen A oder B wahr sein, damit die Disjunktion
AV B wahr ist. (Es dirfen aber auch beide wahr sein — im Gegensatz
zum. alltiglichen Gebrauch von ,oder” als ,entweder ... oder.)

Beispiel B.7. (Konjunktion und Disjunktion)

Eine Geldborse enthalte 20 Euro. Dann ist die Aussage A = ,Die Geldborse
enthélt mehr als 10 Euro.” wahr. Die Aussage B = ,Die Geldborse enthélt mehr
als 30 Euro.” ist falsch.

Die Aussage A A B ist ,.Die Geldborse enthéilt mehr als 10 Euro und mehr als 30
Euro.”“. Diese Aussage ist offensichtlich falsch. Wir wissen aber auch, dass A A B
falsch ist, ohne die Aussage AA B zu formulieren, weil eine der beiden Aussagen A
bzw. B falsch ist. (Beachten Sie, dass ,,Die Geldborse enthéalt mehr als 10 Euro und
mehr als 30 Euro.” natiirlich gleichwertig zu der Aussage ,Die Geldborse enthélt
mehr als 30 Euro.” ist, da aus ,mehr als 30 Euro* automatisch ,mehr als 10 Euro®
folgt.)

Die Aussage AV B ist ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro oder mehr als 30
Euro.”“. Diese Aussage ist offensichtlich wahr. Wir wissen aber auch, dass AV B
wahr ist, ohne die Aussage AV B zu formulieren, weil (mindestens) eine der beiden
Aussagen A bzw. B wahr ist.

Die Aussage A A =B ist wahr, denn A ist wahr und =B ist wahr (da B falsch
ist). Die Aussage —B lautet ,Die Geldborse enthélt nicht mehr als 30 Euro.”
(oder gleichwertig ,,Die Geldborse enthélt hochstens 30 Euro.). Die wahre Aussage
A A (—=B) ist dann ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro und nicht mehr als
30 Euro.”

Als Néchstes betrachten wir die Negation/Verneinung der Konjunktion bzw. Dis-
junktion zweier Aussagen.
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Hilfssatz B.8. (Negation zweier durch Disjunktion bzw. Konjunktion
verkniipfter Aussagen)

Seien A, B zwei Aussagen.

(1) Fir die Verneinung von durch Disjunktion verkniipften Aussa-
gen gilt: Die Aussage —=(AV B) (,nicht (A oder B)“) bedeutet dasselbe
wie die Aussage (—A) A (—=B) (,nicht A und nicht B).

(2) Fiir die Verneinung von durch Konjunktion verkniipften Aussa-
gen gilt: Die Aussage =(A N B) (,nicht (A und B)“) bedeutet dasselbe
wie die Aussage (—A)V (=B) (,nicht A oder nicht B.*).

Betrachten wir wieder die Aussagen aus unserem Beispiel [B.7]

Beispiel B.9. (Negation der Konjunktion bzw. Disjunktion)

Eine Geldborse enthalte 20 Euro. Dann ist die Aussage A = ,Die Geldborse
enthalt mehr als 10 Euro.” wahr. Die Aussage B = ,Die Geldborse enthélt mehr
als 30 Euro.” ist falsch. Die Verneinungen der beiden Aussagen sind: —=A =, Die
Geldborse enthélt nicht mehr als 10 Euro. = ,Die Geldborse enthélt hochstens
10 Euro.” und —-B = ,Die Geldborse enthélt nicht mehr als 30 Euro.” = ,Die
Geldborse enthalt hochstens 30 Euro.”

Da die Aussage A A B ,Die Geldbérse enthalt mehr als 10 Euro und mehr als 30
Euro.” falsch ist, folgt, dass die Aussage ~(A A B) = (—A) V (—=B) wahr ist. Die
Aussage (—A)V (—B) ist ,,Die Geldborse enthélt hochstens 10 Euro oder hochstens
30 Euro.”. Diese Aussage ist in der Tat wahr.

Da die Aussage AV B ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro oder mehr als 30
Euro.“ wahr ist, folgt, dass die Aussage =(AV B) = (=A) A (—B) falsch ist. Die
Aussage (mA) A (—B) ist ,,.Die Geldborse enthélt hochstens 10 Euro und hochstens
30 Euro.”. Diese Aussage ist in der Tat falsch, denn die Geldbérse enthélt 20 Euro,
also mehr als 10 Euro.

Bemerkung B.10. (Negation von ,und*“ bzw. ,oder")

Wir kénnen uns als ,Faustregel® merken, dass bei der Negation einer Ver-

kniipfung von Aussagen aus einem .und* ein ..oder* wird und dass
929 99

aus einem ,,oder* ein ,,und“ wird. Vergleiche hierzu auch Lemma [B.§|

Wir betrachten nun noch einige mathematische Beispiele.
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Beispiel B.11. (Negation von Konjunktion und Disjunktion)

()

(b)

Die Aussage ,Die Losung von 22 = 4 ist x = 2 oder o = —2.* ist wahr. Ihre
Negation ist die falsche Aussage ,Die Losung von z? = 4 ist nicht z = 2
und nicht z = —2.5

Wann gilt © ¢ AU B? Wir haben AUB = {z : z € Aoder z € B}.
Also folgt dass z ¢ AU B gilt, wenn z ¢ A und = ¢ B gilt.

Wann gilt © ¢ AN B? Wir haben AN B = {x crx€Aund zx € B}. Also
folgt dass x ¢ AN B gilt, wenn x ¢ A oder x ¢ B gilt.

Die erste dieser beiden Negationen sieht man relativ leicht, aber bei der
zweiten ist es sehr hilfreich, dass wir wissen, wie man eine Konjunktion von
Aussagen verneint.

Es gilt (und dieses ist nicht offensichtlich)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C).

Nun konnen wir dieses leicht nachweisen:

A\(BUC)={z€A: z¢ BUC}

={ze€d :x¢{y: yecBoderyecC}}
={r€A:x¢Bundy¢ C}
={zed :z¢Bjn{zecA: ¢ C}
= (A\B)N(A\ C),

wobel wir von der zweiten in die dritte Zeile genutzt haben, dass die Ver-

neinung von ,oder” ein ,,und“ ergibt.

Sei A eine Menge reeller Zahlen. Dann kann man das Minimum von A
(sofern ein solches existiert) wie folgt charakterisieren:

Definition: Eine Menge reeller Zahlen A hat ein Minimum, wenn es eine
reelle Zahl m gibt fiir die gilt: (i) m < z fiir alle z € A und (ii) m € A.
Man schreibt dann auch min(A) := m.

Beispiel: [—1, 1] hat das Minimum min ([—1,1]) = —1, aber {1 : n € N}
hat kein Minimum.

Wie weist man nach, dass eine Menge kein Minimum hat?
Nach der Negation der Konjunktion folgt:

Eine Menge reeller Zahlen A hat kein Minimum, wenn es keine reelle Zahl
m gibt fir die gilt: (i) m < z fir alle x € A und (ii) m € A.

Eine Menge reeller Zahlen A hat kein Minimum, wenn fiir jede reelle Zahl
m gilt: (,m < x fir alle x € A“ ist falsch) oder m ¢ A.
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Beispiel: Als mogliches Minimum m von {% cn e N} kommen hier also
nur Zahlen der Form % mit £ € N in Frage (weil m € {% :n e N} gelten
muss), aber fiir diese gibt es immer eine kleinere Zahl k+—1 € {% :neN }

Also kann {% :neN } kein Minimum haben.

Hilfssatz B.12. (Negation von Allausssagen und Existenzaussagen)

(1) Die Negation der Allaussage ,Alle Objekte (aus einer Menge) haben

(2) Die Negation der Existenzaussage ,Es existiert ein Objekt (aus einer

eine bestimme Eigenschaft.” ist die Existenzaussage , Es existiert min-
destens ein Objekt (aus der Menge), welches die bestimmte Eigenschaft
nicht hat.”.

Menge) mit einer bestimmten Figenschaft.“ ist die Allaussage ,Alle
Objekt (aus der Menge) haben die bestimmte Figenschaft nicht. oder
gleichbedeutend ,Kein Objekt (aus der Menge) hat die bestimmte Figen-
schaft.”.

Beispiel B.13. (Negation von Allausssagen und Existenzaussagen)

()

(f)

Die falsche Aussage A = ,Alle Hunde sind braun.“ hat die Negation —=A =
,Es gibt (mindestens) einen Hund, der nicht braun ist.“ (wahre Aussage).

Das ,mindestens” steht in Klammern, weil man es auch weglassen darf:
,Es gibt einen Hund, der nicht braun ist.“ bedeutet automatisch ,Es gibt
mindestens einen Hund, der nicht braun ist.”. Mochte man sagen, dass es
seinen Hund“ aber nicht ,nicht mehr als als diesen einen Hund“ gibt so
wiirde man sagen , Es gibt genau einen Hund ...

Die falsche Aussage B = ,Alle natiirlichen Zahlen sind Primzahlen.” hat
als Negation die wahre Aussage =B =, Es gibt (mindestens) eine natiirliche
Zahl, die keine Primzahl ist.”.

Die wahre Aussage C' = ,Fiir alle n € N gilt n? > n.“ hat als Negation die
falsche Aussage =C = ,Es gibt ein n € N mit n? < n.“

Die Negation der Aussage D =  Es gibt (mindestens) ein Schwein mit Fell.*
(wahre Aussage, denn Wildschweine haben Fell) ist die falsche Aussage
—D = ,(Alle) Schweine haben kein Fell.”

2

Die Aussage £ = ,Es gibt mindestens ein € R mit x* < x.” ist wahr,

denn (%)2 = i < % Die Negation ist die falsche Aussage =F =  Fiir alle

r € R gilt 22 > 2%

Die Aussage F' = ,Es gibt eine Funktion f : R — R, die sowohl gerade
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aus als auch ungerade ist.“ ist wahr denn f : R — R, f(x) := 0, erfiillt
f(x) =0 = f(—z) und f(—2x) = 0 = —0 = —f(x) fir alle x € R. Die
Negation ist die falsche Aussage =F = | Es gibt keine Funktion f : R — R,
die sowohl gerade aus als auch ungerade ist.“ oder gleichbedeutend ,Alle
Funktionen f : R — R sind nicht gerade oder nicht ungerade.”,

Es gibt Aussagen, die immer (d.h. egal unter welchen Umstdnden) den Wert ,wahr
(bzw. den Wert ,falsch*) annehmen.

Definition B.14. (Widerspruch und Tautologie)

(1) Eine Aussage, die immer (d.h. egal unter welchen Umstinden) den Wert
falsch annimmt, bezeichnet man als Widerspruch.

(2) Eine Aussage, die immer (d.h. egal unter welchen Umstinden) den Wert
wahr annimmt, bezeichnet man als Tautologie.

Beispiel B.15. (Widerspruch und Tautologie)

Die Aussage ,Es regnet.” kann je nach der aktuellen Wetterlage wahr oder falsch
sein.

(a) Die Aussage ,Es regnet, oder es regnet nicht.” ist dagegen unabhéngig von
der aktuellen Wetterlage immer wahr. Daher ist , Es regnet, oder es regnet
nicht.” eine Tautologie.

(b) Die Aussage ,Es regnet, und es regnet nicht.“ ist dagegen unabhéngig von
der aktuellen Wetterlage niemals wahr. Daher ist , Es regnet, und es regnet
nicht.” ein Widerspruch.

Beispiel B.16. (Widerspruch und Tautologie)

(a) In den reellen Zahlen ist ,,1 = 2 immer falsch. Daher ist diese Aussage ein
Widerspruch.

(b) ,Wenn n eine gerade natiirliche Zahl ist, dann ist n eine gerade natiirliche
Zahl.” ist immer wahr und somit eine Tautologie.

(c) ,Eine natiirliche Zahl ist gerade oder ungerade.“ ist immer wahr und somit
eine Tautologie.

Das Konzept der Tautologie spielt in den meisten Gebieten der Mathematik keine
wichtige Rolle. Das Konzept des Widerspruchs ist dagegen sehr wichtig, denn es
ist der zentrale Punkt in einem Widerspruchsbeweis. Wir lernen das Konzept des
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Widerspruchsbeweises in Teilkapitel kennen.

B.2 Implikationen und Aquivalenzen

In diesem Teilkapitel lernen wir die zwei grundlegenden mathematischen Aussa-
getypen Implikation (,wenn dann“-Aussage) und Aquivalenz (,,genau dann wenn“-
Aussage) kennen und studieren diese an verschiedenen Beispielen. Natiirlich finden
Sie {iberall in diesem Skript weitere Beispiele fiir solche mathematischen Aussa-
gen; genau genommen ist jeder Satz und Hilfssatz ein Beispiel einer Implikation
oder eine Aquivalenz. Definitionen sind als Aquivalenzen zu lesen; auch wenn in
der Formulierung meist nur ein ,wenn“ (und kein ,genau dann wenn“) steht. Die
hier gewéhlten Beispiele sind mit Absicht besonders einfach, damit ihr Inhalt
keine Schwierigkeiten bereitet und auch, weil wir diese beweisen wollen. Im nach-
folgenden Teilkapitel werden wir uns mit den verschiedenen Beweistechniken
beschaftigen.

Definition B.17. (Implikation/,wenn dann‘-Aussage)

Seien A und B zwei Aussagen. Die Implikation (oder ,wenn dann*-
Aussage) ,A = B* bedeutet ,Aus A folgt B.“ oder gleichbedeutend ,Wenn A
gilt, dann gilt auch B.“ oder gleichbedeutend , A impliziert B.“ Dabei konnen
wir Aussage A als die Voraussetzung fir die Behauptung der Giltigkeit
der Aussage B auffassen.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel einer Implikation.

Beispiel B.18. (Implikation/,wenn dann‘-Aussage)

Sei n € N. Wenn n eine gerade Zahl ist, dann ist n? eine gerade Zahl.“

Diese Aussage konnen wir auch wie folgt formulieren:

Sei n € N. Aus der Aussage, n ist eine gerade Zahl, folgt, dass n?

Zahl ist.“

eine gerade

oder kiirzer
Sei n € N. Dann gilt: n ist eine gerade Zahl. = n? ist eine gerade Zahl.“

Hier ist ,Sei n € N.“ die allgemeine Voraussetzung (fiir beide Aussagen). Die

Aussage A ist ,n ist eine gerade Zahl.“ und die Aussage B ist ,,n? ist eine gerade
Zahl.”.
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Diese Aussage ist wahr. Wir beweisen sie mit einem direkten Beweis:

n € N ist gerade, wenn n durch 2 teilbar ist (mit Ergebnis in N), also wenn gilt
n/2 = m € N oder gleichwertig n = 2m mit m € N. Dann ist n? = (2m)? =
2 (2m?) und 2m? € N, d.h. n? ist durch zwei teilbar. Also ist n> € N ebenfalls
gerade. ]

Das Symbol [ zeigt an, dass der Beweis zu Ende ist. Man kann statt dessen auch
»q.e.d* (,quod erat demonstrandum® = |was zu zeigen war”) schreiben oder auch
das Symbol [J weglassen (und das Beweisende nicht extra markieren).

Beispiel B.19. (Implikation/,wenn dann‘-Aussage)

,Das Produkt einer geraden und einer ungeraden natiirlichen Zahl ist eine gerade
natiirliche Zahl.”

Zunéchst miissen wir diese Aussage sauber als Implikationen formulieren. Wir
haben die folgende Voraussetzung (Aussage A): ,n € N ist eine gerade Zahl und
m € N ist eine ungerade Zahl.“ Die Behauptung (Aussage B) ist dann: ,Das
Produkt n-m € N ist eine gerade Zahl. Also haben wir die folgende Implikation:

~Wenn n € N eine gerade Zahl und m € N eine ungerade Zahl ist, dann ist das
Produkt n - m € N eine gerade Zahl.”

bzw.

LAus der Aussage, n € N ist eine gerade Zahl und m € N ist eine ungerade Zahl,
folgt, dass das Produkt n - m € N eine gerade Zahl ist.”

oder kiirzer:

,n € N ist eine gerade Zahl, und m € N ist eine ungerade Zahl. =— n-m &€ N
ist eine gerade Zahl.”

Wir wollen diese Aussage nun mit einem direkten Beweis beweisen:

Da n gerade ist, ist n durch zwei teilbar, d.h. n/2 = p mit p € N. Also gilt n = 2p
mit p € N. Daraus folgt n-m = (2p)m =2 (p-m) mit p-m € N. Also ist n-m
durch zwei teilbar und somit gerade. ]

Wir konnen den direkten Bewets auch mit Implikationspfeilen hinschreiben:

n € N sei gerade und m sei ungerade.

— n ist durch 2 teilbar.

n
— §:pmitp€N
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— n=2pmitpeN
— n-m=02p)m=2(p-m)und p-meN
—> n-mist durch 2 teilbar.
—> n-m ist gerade. ]
Wir bemerken, dass wir in dem Beweis gar nicht verwendet haben, dass m unge-

rade ist. Dieses liegt daran, dass n - m auch gilt wenn n und m beide gerade sind!
Genauer gilt:

Ist n € N gerade und m € N beliebig, so ist m - n € N gerade.

Wir lernen nun den wichtigen Begriff der Aquivalenz kennen.

Definition B.20. (Aquivalenz/,,genau dann wenn*“-Aussage)

Zwei Aussagen A, B sind dquivalent (in Zeichen ,A < B“) wenn die Im-
plikationen ,A = B ,B = A“ beide gelten. Man bezeichnet A < B“
als Aquivalenz (oder Aquivalenzaussage), und wir sagen ,Aussage A gilt
genau dann, wenn Aussage B qilt.“ oder gleichbedeutend ,,Aussage A und
Aussage B sind dquivalent.”.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir Aquivalenzaussagen.

Beispiel B.21. (Aquivalenz)
Die Aquivalenzaussage

=4 <— (n:2odern:—2),
oder in Worten

.Die Zahl n? hat genau dann den Wert 4, wenn n = 2 oder n = —2 gilt.*

bedeutet:

n=4 = n =2 oder n = —2), (B.1)
(n =2 oder n = —2) —  n’=4 (B.2)

Um diese Aussage mit einem direkten Beweis nachzuweisen, miissen wir also beide
Implikationen beweisen.

Beweis von (B.1]): Sei also n? = 4. Dann ist n = 2 = /4 eine Losung der
Gleichung n? = 4. Weiter gilt aber auch (—2)? = 4. Damit sind n; = 2 und
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ny = —2 beides Losungen von n? = 4. Eine quadratische Gleichung hat aber aber
maximal zwei verschiedene Losungen. Also haben wir mit ny = 2 und ny = —2
alle Losungen von n? = 4 gefunden. ]
Beweis von .' Fiir n = 2 finden wir n? = 22 = 4, und fiir n = —2 finden wir
n? = (—2)% = 4. Also gilt in beiden Fillen n? = 4. O

Bemerkung B.22. (Implikationen sind oft keine Aquivalenzen!)
Nicht alle Aussagen sind Aquivalenzen!

Beispiel: Wir haben in Abwandlung des vorigen Beispiels sehr wohl
n=2 = n’=4,

aber aus n? = 4 folgt nicht n = 2 (sondern ,n = 2 oder n = —2°).

Beispiel B.23. (Aquivalenz)

Seien m,n € N. Dann gilt m < n genau dann, wenn m? < n? ist.”
oder gleichbedeutend aber kiirzer:
Seien m,n € N. Dann gilt: m <n <= m? < n?

Wir miissen also die folgenden beiden Aussagen zeigen:

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n = m? < n”. (B.3)
Seien m,n € N. Dann gilt: m? < n> = m < n. (B.4)

Direkter Beweis von (B.3): Seien m,n € N mit m < n beliebig. Wegen m,n € N
gilt m > 0 und n > 0. Damit folgt

m*=m - m_ < m, - n_ <n-n=n’ (B.5)
~— ~—
>0 0O<m<n O<m<n >0

Also folgt m? < n?. ]

Direkter Beweis von (B.4): Seien m,n € N mit m? < n? beliebig. Es muss gelten
m < n oder m > n (mehr Félle gibt es nicht).

Fiir m < n finden wir mit der Ungleichungskette (B.5]), dass m? < n? gilt.

Fiir m > n folgt wegen m > 0 und n > 0 (da m,n € N), dass gilt

m> = m - m > m  -n 2n~n:n2,
~—~ =~ ~—~ =~
>0 0<n<m O0<n<m >0
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d.h. es gilt m? > n2. Also kann fiir m > n die Aussage m? < n? nicht gelten.

Aus beiden Falluntersuchungen zusammen sieht man nun, dass aus m? < n? nur
m < n folgt. ]

Der Beweis von (B.4)) geht eleganter und kiirzer mittels Kontraposition (siehe

Beispiel unten).

Nun lernen wir den wichtigen Begriff der Kontraposition einer Implikation kennen.

Hilfssatz B.24. (Kontraposition)

Seien A, B zwei Aussagen. Die Implikation ,A = B* st logisch dquivalent
zu der Implikation ,(—~B) = (=A)* d.h. aus ,A = B* folgt ,,(-B) = (-A)"
und aus ,(-B) = (mA)“ folgt ,A = B*“ In Zeichen

(A=B) < ((B)=(-4)

Die Implikation ,,(—B) = (—A)“ wird als die Kontraposition der Implikation
LA = B“ bezeichnet.

Bildet man die Kontraposition der Aquivalenz A < B“ so erhilt man die
Aquivalenz der Negationen der Aussagen, also ,(=A) < (=B)*

Erkldarung: Die Implikationen ,A = B*“ bzw. ,B = A"“ haben jeweils die Kontra-
position ,,(=B) = (=A)" bzw. ,(=A) = (—-B)"

Betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel B.25. (Kontraposition einer Implikation)
Wir haben in Beispiel gezeigt, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n gerade, so ist n? gerade.”

Die Kontraposition dieser Implikation ist:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? nicht gerade, so ist n nicht gerade.”
Weil | nicht gerade* natiirliche Zahlen jungerade* sind, haben wir:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? ungerade, so ist n ungerade.”

Manchmal ist es einfacher, die Kontraposition einer Aussage zu beweisen anstatt
die Aussage selbst zu beweisen. Betrachten wir hierzu zwei Beispiele.



B. Mathematische Aussagen und Beweistechniken
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 405

Beispiel B.26. (Kontraposition einer Aquivalenz)

Der Beweis der Riickrichtung der Aquivalenz

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n <= m? < n?“

in Beispiel war umstandlich. Einfacher geht es, wenn man die zu
Seien m,n € N. Dann gilt: m? < n? = m < n.“

logisch aquivalente Kontraposition beweist. Diese lautet:

Seien m,n € N. Dann gilt: m > n = m? > n?“

Direkter Beweis der Kontraposition: Fir m,n € N mit m > n beliebig folgt
wegen m > 0 und n > 0 (da m,n € N), dass gilt

m> = m - m > m - n Zn-n:nz,
~— =~ ~— =~
>0 O0<n<m 0<n<m >0

d.h. es gilt m? > n?. ]
Beispiel B.27. (Kontraposition einer Implikation)

Wir haben in Beispiel gezeigt, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n gerade, so ist n? gerade.”

Es gilt aber sogar die Aquivalenz:

Sei n € N. Dann gilt: n ist gerade genau dann, wenn n? gerade ist.”

Um dieses zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass auch

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? gerade, so ist n gerade.”

gilt. Wir kénnen dieses nachweisen, indem wir die logisch dquivalente Kontrapo-
sition nachweisen; also in dem wir beweisen, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n nicht gerade, so ist n? nicht gerade.”
Weil | nicht gerade natiirliche Zahlen ungerade* sind, haben wir:
Sei n € N. Dann gilt: Ist n ungerade, so ist n? ungerade.”

Beweis der Kontraposition: Sei n € N ungerade. Dann ist n = 2k 4+ 1 mit einem
k € Ny. Dann folgt aber

n=2k+ 1) =4k*+4k+1=2 (2k* +2k) +1,
N
€No

d.h. n? ist ebenfalls ungerade. ]



B.3. Beweistechniken
406 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

(Ergdnzung: Warum haben ungerade natiirliche Zahlen die Form 2k + 1 mit k €
Ny? — Zunéchst einmal ist jede natiirliche Zahl von der Form 2k mit £ € N oder
2k + 1 mit k£ € Ny. (Davon iiberzeugt man sich leicht, indem man sich die ersten
paar Zahlen fir £ = 1,2,3,... bzw. fiir £ = 0,1,2,3,... hinschreibt.) 2k mit
k € N ist aber durch 2 teilbar und damit gerade, wohingegen 2k 4+ 1 mit k£ € Ny
nicht durch 2 teilbar ist und damit ungerade ist. Also sind ungerade Zahlen von
der Form 2k 4 1 mit k& € Ny.)

B.3 Beweistechniken

In diesem Teilkapitel lernen wir die klassischen Beweistechniken kennen, von denen
uns schon einige im vorigen Teilkapitel in den verschiedenen Beispielen begegnet
sind. Die einzige Beweistechnik, die wir hier nicht behandeln, ist die vollstdndige
Induktion. Diese wird in Teilkapitel dieses Skripts ausfiihrlich besprochen.

Beweistechnik B.28. (direkter Beweis)

Beweist man eine Implikation A = B in der Mathematik mit einem direkten
Beweis, so fiihrt man einige Beweisschritte/Implikationen nacheinander aus,
bis man von A nach B kommt: A = C; = Cy = ... = C,, = B. Dabei stellen
Ch1,Cy, ..., C, Aussagen dar, die als Zwischenergebnisse nach den einzelnen
Beweisschritten erreicht werden.

Beispiel B.29. (direkter Beweis)
Die Aussage

»Sei n € N. Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion f: R — R, f(x) := 2", eine
gerade Funktion.”

beweist man mit einem direkten Beweis wie folgt: (Zur Erinnerung: Eine Funktion

f R — Rist gerade, wenn f(z) = f(—=z) fir alle x € R gilt.)

Direkter Beweis: Sei n € N gerade. Dann existiert m € N so dass n = 2m, und
f(x) = 2" = 2™ = (%)™ Somit gilt fiir alle v € R

d.h. f ist gerade. L]

Statt eines direkten Beweises von A = B kann man auch einen ,Beweis durch
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Kontraposition geben, indem man die zu A = B logisch dquivalente Aussage
—B = —A beweist (vgl. Hilfssatz [B.24]).

Beweistechnik B.30. (Beweis durch Kontraposition)

Beim Bewets durch Kontraposition der Aussage ,A = B zeigt man, dass
die Kontraposition ,—B = = A“ wahr ist. Da nach Hilfssatz[B.24] die Aussage
LA = B“ und die Aussage ,—mB = —A“ logisch dquivalent sind, haben wir
damit dann automatisch auch ,A = B* bewiesen.

Warum sollte man statt eines direkten Beweises einen Beweis durch Kontraposi-
tion anwenden? Es gibt Aussagen A = B, deren Kontraposition sehr viel
einfacher zu beweisen ist. Wir haben dieses bereits in Beispiel gesehen.

Betrachten wir ein Beispiel zum Beweis durch Kontraposition.

Beispiel B.31. (Beweis durch Kontraposition)
Die Kontraposition der Aussage

wSei n € N. Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion f: R — R, f(x) := 2", eine
gerade Funktion.®

aus Beispiel lautet:

wSei n € N. Wenn die Funktion f: R — R, f(x) := 2", keine gerade Funktion
ist, dann ist n ungerade.”

(Achtung: Wenn eine Funktion keine gerade Funktion ist, so muss sie noch lange
keine ungerade Funktion sein!)

Beweis durch Kontraposition: Sein € N. Sei die Funktion f: R — R, f(x) := 2",
keine gerade Funktion, d.h. es gibt © € R mit f(—x) = (—2)" # 2" = f(z).
Dann folgt (—z") = ((—1) a:)n = (—1)" 2" # 2" fiir mindestens ein z € R. Da
(—0)™ = 0 = 0™ fiir alle m € N, und insbesondere fiir m = n, gilt, wissen wir,
dass das x € R mit (—1)" 2" # 2" ungleich null ist, also x # 0. Dann ist auch
" # 0 und wir diirfen in (—1)" 2™ # 2" durch x" teilen. Es folgt (—1)" # 1, und
dieses gilt nur, wenn n ungerade ist. ]

Eine haufig niitzliche Beweistechnik ist der Beweis durch Widerspruch. In man-
chen Situationen ist der Beweis durch Widerspruch sehr viel einfacher zu
fithren als ein direkter Beweis oder als ein Beweis durch Kontraposition.
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Beweistechnik B.32. (Beweis durch Widerspruch)
FEine mathematische Aussage

SWenn die Aussage A gilt, dann gilt die Aussage B.“
oder
,Unter gewissen Voraussetzungen qilt die Aussage B*

konnen wir wie folgt mit einem sogenannten Widerspruchsbeweis beweisen:
Wir nehmen an, dass die Aussage A bzw. die Voraussetzungen gelten. Dann
nehmen wir an, dass die Aussage B nicht gilt, d.h. wir nehmen an, dass
die Negation der Aussage B, also —B, gilt. Wenn wir hieraus einen
Widerspruch zu bereits bekannten Aussagen oder zu den Voraussetzungen
herleiten konnen, dann war unsere Annahme, dass =B gilt, falsch. Also muss
die Aussage B gelten.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel, um uns klar zu machen, wie ein
Widerspruchsbeweis funktioniert.

Beispiel B.33. (Beweis durch Widerspruch)

Wir wollen die folgende Aussage mit einem Beweis durch Widerspruch beweisen:
Sei n € N. Dann gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade.”

Als Voraussetzung bzw. Aussage A haben wir dann, dass n € N gerade ist, und
als Behauptung bzw. Aussage B haben wir, dass n? gerade ist. Fiir den Wider-
spruchsbeweis nehmen wir an, dass die Voraussetzung wahr ist, aber dass die
Behauptung falsch ist, d.h. dass ihre Negation wahr ist.

Beweis durch Widerspruch: Sei also n € N gerade, und es gelte n? € N ist nicht
gerade. Dann ist n? nicht durch 2 teilbar. Daraus folgt, dass n nicht durch 2 teilbar
ist (denn ansonsten wire n? auch durch 2 teilbar). Also ist n nicht gerade 7,
und wir haben einen Widerspruch (denn per Annahme war n gerade). — Da wir
einen Widerspruch gefunden haben, folgt, dass die Annahme, dass n? nicht gerade
ist, falsch war. Also muss n? gerade sein. [

Das Symbol 4 schreibt man haufig dort hin, wo der Widerspruch auftritt.
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Bemerkung B.34. (Unterschied zwischen einem Beweis durch Wi-
derspruch und einem Beweis durch Kontraposition)

Das Konzept eines Beweises durch Widerspruch ist nicht dasselbe wie das
Konzept eines Beweises durch Kontraposition! — Dieses macht man sich so-
fort am folgenden Beispiel klar: Sei A die Aussage , Es regnet.”, und sei B die
Aussage ,.Die Strafse ist nass.”.

Angenommen wir wollen ,,A = B“ beweisen, dann lautet die zu beweisende
Kontraposition =B = —A: Ist die Strafse nicht nass, so regnet es nicht.“

Beim Beweis durch Widerspruch miissten wir aber die Aussage B A (—A) =
,Es regnet, und die Strafse ist nicht nass.” zu einem Widerspruch fiihren. Der
Widerspruch ist hier offensichtlich.

Betrachten wir noch ein aufwendigeres Beispiel. Aus der Schule wissen Sie, das v/2
keine rationale Zahl sondern eine irrationale Zahl ist (d.h. /2 ist eine reelle Zahl,
die man nicht als einen Bruch schreiben kann). Dieses wollen wir nun beweisen.

Beispiel B.35. (Beweis durch Widerspruch)
Wir wollen die folgende Aussage beweisen:

.Die Zahl v/2 ist nicht in Q.
Wir formulieren dieses besser (aber dquivalent) als:

Sei x die nicht-negative reelle Zahl mit 2> = 2. Dann ist  nicht in Q.%

Hierbei haben wir benutzt, das die Quadratwurzel v/2 gerade als die nicht-negative
Zahl z in R mit 2? = 2 definiert ist.

Hier ist also die Voraussetzung (Aussage A) ,Sie x die nicht-negative reelle Zahl
mit 22 = 2., und die Behauptung (Aussage B) ist ,, ist nicht in Q.

Wir wollen einen Widerspruchsbeweis geben. Also nehmen wir an, dass die Vor-
aussetzung (Aussage A) gilt, aber die Behauptung falsch ist, also dass die Negation
der Behauptung (also die Aussage —B) gilt:

Widerspruchsbeweis: Sei z die nicht-negative Zahl in R mit 2> = 2. Wir nehmen
an, dass z in QQ liegt. Dann gibt es Zahlen p € N und ¢ € N mit

r=2 (B.6)

q

Wir diirfen annehmen, dass wir in dem Bruch x = p/q den Zahler p und Nenner
¢ nicht mehr kiirzen konnen, also dass p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben.
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Durch Quadrieren auf beiden Seiten vom (B.6)) erhalten wir

2 2 2
2 _ (P _ P _ b 2 _ 2 2 _ o 2
o = (q) — 2 — 2¢°=p° = p 2q°.
=2
Aus p? = 2¢? folgt, dass p? durch 2 teilbar ist, denn p?/2 = ¢*> € N (da ¢ € N).
Dann ist auch p durch 2 teilbar (denn wére p nicht durch 2 teilbar, so wére auch
p? nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt p/2 = m mit m € N, d.h. p = 2m mit
m € N.

Einsetzen von p = 2m in p? = 2 ¢* liefert nun
2m)?*=2¢ = 202m’)=2¢ = 2m’=¢ = ¢ =2m’

Also ist (mit der gleichen Argumentation wie oben) ¢? ebenfalls durch 2 teilbar.
Dann ist auch ¢ durch 2 teilbar (denn wére ¢ nicht durch 2 teilbar, so wére auch
q? nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt ¢/2 =n mit n € N, d.h. ¢ = 2n mit n € N,

Wir haben also gefunden, dass sowohl p also auch ¢ durch 2 teilbar sind, also
p=2m und ¢ = 2n mit m,n € N. Damit finden wir
p_2m __m

Tr =

g 2n n’
und dieses steht im Widerspruch zu unserer Annahme, dass der Zahler p und
Nenner ¢ in z = p/q keine gemeinsamen Teiler hatten. 4

Da wir einen Widerspruch hergeleitet haben, war unsere Annahme, dass z = /2
rational ist falsch. Also haben wir gezeigt, dass = /2 irrational ist, also x =

V2¢Q. O

Aussagen, die fiir eine ganze Klasse von Objekten gelten sollen, (sogenannte
JAllaussagen) kann man durch ein Gegenbeispiel widerlegen, wenn diese falsch
sind.

Beweistechnik B.36. (Widerlegen von Allaussagen durch Angeben
eines Gegenbeispiels)

Will man eine Aussage A der Gestalt ,Fiir alle x aus der Menge M gelten die
Figenschaften Eq, Es, ..., E,.“ widerlegen, so reicht es ein Gegenbeispiel,
d.h. einx € M, fir dass E1, Es, ..., E, nicht alle gelten, zu finden und nach-
zuwetsen, dass fir dieses mindestens eine der Eigenschaften Ei, Eq, ..., E,
verletzt ist.
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Erklarung: Man betrachtet die Aussage A: ,Fir alle x aus der Menge M
gelten die Eigenschaften Ep, Es, ..., E,.“. Die Aussage —A lautet: ,FEs qibt
ein x € M, fir welches die Figenschaften FEy, Es, ..., E, nicht alle gelten
(d.h mindestens eine der Eigenschaften Ey, FEs, ..., E, ist verletzt).“ Wenn
man ein solches x angeben kann und nachweist, dass fiir dieses x die Ei-
genschaften Eq, Es, ..., E, nicht alle gelten, dann hat man die Aussage —A
bewiesen. Die Aussage A muss dann falsch sein.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel B.37. (Widerlegen von Allaussagen durch ein Gegenbeispiel)
Wir wollen zeigen, dass die Aussage ,,Alle Schafe in England sind weifs.” falsch
ist. Dazu reicht es, wenn wir ein Schaf in England finden, das nicht weifs (sondern
beispielsweise braun, schwarz oder gescheckt) ist.

Beispiel B.38. (Widerlegen von Allaussagen durch ein Gegenbeispiel)
Betrachten wir die folgende Allaussage:

,Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade Funktionen.”

Hier ist die betrachte Menge M die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad
< 2, also

M = {p:R—>R, p(z) =asx* +arx+ap ao,al,ageR}.

Bewers: Um die Aussage ,Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade.”
zu widerlegen, reicht es eine Polynomfunktion vom Grad < 2 zu finden, die nicht
gerade ist. Betrachte hierzu p : R — R, p(z) := x. Dann ist p(—x) = —x = —p(x)
fir alle z € R und fir x # 0 gilt p(—x) = —x # = = p(x), d.h. p ist eine
ungerade und keine gerade Funktion. Da wir ein Gegenbeispiel gefunden haben,
war die Aussage falsch. O

Existenzaussagen kann man dagegen beweisen, indem man ein Objekt mit den
gesuchten Eigenschaften findet.

Beweistechnik B.39. (Beweisen von Existenzaussagen durch Ange-
ben eines Beispiels)

Will man eine Aussage der Form ,Es existiert ein Objekt x mait bestimmten
Figenschaften. beweisen, so reicht es ein Beispiel fiir ein solches Objekt x
zu finden und nachzuweisen, dass dieses die gewiinschten Eigenschaften hat.
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Beispiel B.40. (Beweisen von Existenzaussagen durch ein Beispiel)
Um die Aussage

,Es gibt Funktionen f : R — R, die sowohl gerade als auch ungerade sind.”

nachzuweisen reicht es, das Beispiel der Nullfunktion anzugeben und nachzuwei-
sen, dass diese die gewiinschten Eigenschaften hat.

Beweis: Sei f: R — R, f(x) := 0. Dann gilt f(x) =0 = f(—=z) fir jedes z € R,
d.h. f ist gerade. Weiter gilt auch f(—xz) = 0 = —0 = —f(z) fiir jedes x € R,
d.h. f ist ungerade. ]

Will man einen langen Beweis fiihren, in dem viele Implikationen zu zeigen sind,
so kann man natiirlich fiir jede einzelne Implikation eine andere Beweismethode
wahlen.
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Ableitungen wichtiger

differenzierbarer Funktionen f: D; — R

Definitionsbereich D

Funktion f(x)

Ableitung f’(x)

R a = Konstante 0
2" mit n € N 1
R bzw. R\ {0} baw. n € 7\ N no
10, o] " mit r € R ra!
R e’ e’
0,00 In(z) 1
00 n(x —
’ T
R sin(z) cos(x)
R cos(z) — sin(x)
T 1
R\ {5 +km ke Z} tan(x) o2 (2)
1
R\{k7 : keZ} cot(x) - —
sin”(x)
R sinh(x) cosh(z)
R cosh(z) sinh(x)
R tanh(z) !
anh(x
cosh?(z)
R\ {0} coth(z) !
T _
sinh* ()




Stammfunktionen wichtiger

integrierbarer Funktionen f: Dy — R

Definitionsbereich Dy

Funktion f(z)

Stammfunktion F(x)

R a = Konstante ar+c
" mit n € N bzw. I
1
" mi R\ {-1 — g
10, oo " mit r € R\ {—1} e +c
R e’ e’ +c¢
1
R\ {0} . I ([ + ¢
R sin(x) —cos(x) + ¢
R cos(z) sin(z) + ¢
T 1
R\{§+k7r : kGZ} o2 (2) tan(z) + ¢
1
R\{knw : keZ} — —cot(z) + ¢
sin(z)
R sinh(z) cosh(z) + ¢
R cosh(x) sinh(z) + ¢
R 1 tanh () +
anh(z) + ¢
cosh?(z)
R\ {0} : th(z) +
— coth(z) + ¢
sinh? ()
1
R 22 arctan(z) + ¢
R\{ngk:w ; kEZ} tan () —In (Jcos(z)|) + ¢
R\{km : keZ} cot(x) In (|sin(z)|) + ¢




Griechisches Alphabet

Name | kleiner griechischer | grofier griechischer
Buchstabe Buchstabe
Alpha o A
Beta 15} B
Gamma vy I
Delta ) A
Epsilon € oder € E
Zeta ¢ Z
Theta 0 oder ¢ S
Eta n H
lota L |
Kappa K K
Lambda A A
My ! M
Ny v N
Xi £ =
Omikron 0 O
Pi s IT
Rho o oder p P
Sigma, o )y
Tau T T
Ypsilon v T
Phi ¢ oder )
Chi X X
Psi Y v
Omega w Q
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